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چیست؟∗ راوزی فراکتال

هریس ادموند و آرنوکس∗∗ پیر
علیخانͬ سعید و نوروزی علͬ مترجمان:

برای برعکس، داد. نسبت ،ͬͺدینامی سیستم های به را نامتناهͬ و نمادین واژه های ͬ توان م قدیمͬ سنت ͷی به بنا چͺیده.
هندسͬ نمایش این که داد ارائه هندسͬ نمایش های ͬ توان م ترکیبیاتͬ، یا جبری روش ͷی توسط شده تولید نامتناهͬ واژه های
فراکتال هایی مطالعه به مقاله این در نمونه عنوان به باشد. فراکتالͬ کران های با متشابه خود مجموعه های از خانواده ای ͬ تواند م

ͬ پردازیم. م ͬ شوند م نامیده راوزی فراکتال که

مقدمه

نامیده فیبوناتچͬ دنباله یا اعداد ͬ کنند، م صدق Fn = Fn−۱ + Fn−۲, F۱ = F۲ = ۱ بازگشتͬ رابطه در که اعداد
نشان τ با که طلایی عدد از منظور است. کرده پیدا بسیاری کاربرد امروزه ساده اش تعریف برخلاف دنباله این ͬ شود. م

ͬ باشد. م limn→∞
Fn+۱
Fn

با برابر که ͬ باشد م ۱+
√
۵

۲ عدد ͬ شود، م داده
ͬͺدینامی سیستم های به را نامتناهͬ و نمادین واژه های ͬ گردد برم مورس و هادامارد دوره ی به که قدیمͬ سنت ͷی به بنا
توسط شده تولید نامتناهͬ واژه های برای بخواهیم است ممͺن برعکس ͬ دهند. م نسبت ͬ آیند، م ͷانیͺم یا هندسه از که
سیستم های فیبوناتچͬ، واژه ی مانند مقدماتͬ مثال های دهیم. ارائه هندسͬ نمایش های ترکیبیاتͬ یا جبری روش ͷی
با متشابه خود مجموعه های از متضاد خانواده ای به را ما مطلب این طبیعͬ تعمیم اما ͬ دهند، م ما به را مشهوری ͬͺدینامی

پرداخت. خواهیم است، راوزی فراکتال به که فراکتالͬ مطالعه به مقاله این در ͬ رساند. م فراکتالͬ کران های

راوزی فراکتال

در و شود شروع a حرف با که ͬ کنیم م تعریف گونه ای به را {a, b} حرفͬ دو الفبا ی روی بر واژه ها از دنباله ͷی
a, ab, aba, abaab, · · · کلمات طول که ͬ دهد م نشان ما به مقدماتͬ جبر شود. جاگذاری a با b و ab با a مرحله هر
برای پیشوندی واژه، هر همچنین ͬ کند. م میل  ϕ = ۱+

√
۵

۲ طلایی عدد به a و b تکرار نسبت و هستند فیبوناتچͬ اعداد
قانون به نسبت که abaababaab · · · یͺتای واژه ی کردیم. تعریف را فیبوناتچͬ واژه ی ما طریق این به است. بعدی واژه ی

ͬ کند. نم تغییر تعویض١

ͬ باشد. م مقاله[۵] ترجمه مقاله ∗این

١٣٩۴/٠۴/١١ پذیرش: تاریخ ١٣٩٣/٠۵/٢٩ دریافت: تاریخ
مسئول. ∗∗نویسنده
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a هر داد. نمایش صفحه در شͺسته خط ͷی صورت به را آن ͬ توان م واژه این از بهتری درک آوردن بدست برای
همانند نه تنها شͺسته خط این که (١ (شͺل ͬ بینیم م است. بالا) به گام ͷی (یا راست به گام ͷی دهنده ی نشان (b (یا

است. ۱
ϕ شیب با خط برای خوب خیلͬ گسسته تقریب ͷی بلͺه دارد را ۱

ϕ مجانبی شیب انتظار

فیبوناتچͬ واژه هندسͬ ساختار :١ شͺل

(
۱ ۱
۱ ۰

)
یعنͬ متناظر ماتریس ͬ دهیم، م نشان σ با که تعویض قانون به توجه با ͬ شود. م اثبات راحتͬ به مطلب این

جهت ͷی و ϕ ویژه مقدار با متناظر ( ͬ گوییم.م م گسترش جهت آن به که ویژه بردار (جهت گسترش جهت ͷی تنها
به ͬ شوند م داده نسبت σn(a) فیبوناتچͬ واژه های به که نقاطͬ بنابراین دارد. −۱

ϕ یعنͬ مزدوجش با متناظر انقباض٢
صورت به ͬ توان م را فیبوناتچͬ متناهͬ واژه از U اولیه واژه ی هر ͬ تر کل طور به ͬ کنند. م میل گسترش٣ فضای

U = σk(ik) · · ·σk(i۱)i۰

بردار های جهت از استفاده با است. تهͬ واژه ی یا و a حرف نیز in و متناهͬ دنباله ی ͷی i۰i۱ · · · ik آن در که نوشت
در که ͬ آید م بدست متناهͬ جمع های حاصل توسط دستگاه این در متناظر نقطه ی مختصات، محور های عنوان به ویژه
ͷی درون شͺسته خط این رئوس بنابراین دارند. قرار هندسͬ سری ͷی کران تحت و هستند همͽرا گسترش جهت

ͬ گیرند. م قرار گسترش جهت از کراندار فاصله ی
گسترش جهت در دارد قرار مبدا روی بر آن بالایی و راست سمت گوشه ی که واحد مربع لغزاندن با اگر این، از بهتر
ͬ کند م ͷکم ما به مطلب این ͬ شود. م مشخص آن توسط و گرفته قرار راهرو این درون شͺسته خط کنیم، رسم راهرو ͷی
برابر ⌊(n + ۱)/ϕ⌋ − ⌊n/ϕ⌋ اگر است a واژه این ام n حرف دهیم: ارائه فیبوناتچͬ واژه از محاسباتͬ تعریف ͷی تا
بلور های شبه موضوع این ͬͺفیزی تعبیر است. b واژه این ام n حرف آنگاه باشد ۰ با برابر بالا عبارت اگر باشد، ١ با
ساختار به که زیرمجموعه ای به رسیدن برای است. اقلیدسͬ فضای در متناوب شبͺه ی ͷی بلور، هستند.۴ تصویر و برش
آن پایه ی و است گنگ آن جهت که گیرید نظر در را Rn در استوانه ͷی نیست متناوب کاملا اما بوده ͷنزدی متناوب
شبه گنگ، جهت روی بر استوانه این و صحیح شبͺه ی مشترک فصل در نقاط کردن تصویر با است. کراندار نیز (پنجره)
انقباض جهت روی بر رئوس تصویر فیبوناتچͬ واژه ی برای ͬ آید[۴]. م بدست استوانه این با متناظر تصویر و برش بلور
کاشͬ کاری ͷی گسترش خط روی بر کردن تصویر با است. فاصله ͷی آن بستار که ͬ باشد م کراندار مجموعه ی ͷی
2 Direction Contracting 3 Space Expanding 4 cut-and-project
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که فاصله ای توسط آن پنجره ی و ͬ باشد م تصویر و برش شبه بلور از ممͺن مثال ساده ترین که ͬ آید م دست به متشابه خود
واژه این بار چند یا صفر الحاق از که رشته هایی کلیه ی یعنͬ واژه ͷی (بستار ͬ شود. م مشخص است انقباض جهت در

آمده است.م) بدست
جابجا آن اول حروف کردن پاک با را فیبوناتچͬ واژه ی ͬ توان م دارد. وجود مطلب این برای نیز ͬͺدینامی ارائه ی ͷی
گیریم نظر در را نامتناهͬ واژه های روی بر طبیعͬ توپولوژی برای فیبوناتچͬ واژه ی جابجایی‐چرخش۵ͬ بستار اگر کرد.
که بود خواهد کانتور۶ شبه مجموعه ی ͷی آن دامنه ی که آورد خواهیم بدست نمادین ساده ی خیلͬ ͬͺدینامی سیستم ͷی
به را جابجایی عمل طلایی عدد به توجه با کردن تصویر این ͬ کند. م تصویر کردیم اشاره آن به قبلا که فاصله ای به پیوسته
جابجایی عمل ͬ شود، م تصویر آن به که بازه ای طول بودن متناهͬ و واژه بودن نامتناهͬ به توجه ͬ دهد.(با م تغییر گردش

ͬ شود.م) م بازه در گردش به تبدیل واژه روی بر شده تعریف
مربوط که نقطه ای که است مشاهده قابل شده تقسیم فاصله دو به حرف دو به توجه با که پنجره ای رو ی بر سادگͬ به
بسمت حرکت با مطابق فاصله ها انتقال این ͬ آید. م بدست هم با فاصله دو تعویض از است شͺسته خط از بعدی راس به
تغییر با باشد ±۱ مرتبط ماتریس دترمینان که صورتͬ در است. شده داده نسبت حرف هر به که ͬ باشد م بالایی یا راست

ͬ مانند. م برقرار  همچنان خصوصیات این تعویض قانون
بͽیرید: نظر در را زیر حرفͬ سه قانون ͬ افتد؟ م اتفاقͬ چه دهیم، افزایش را حروف تعداد اگر

b −→ ac, c −→ aa, aa −→ ab

آن به مربوط شͺسته  ی خط ”پرون‐فروبنیوس٧“ قضیه ی به بنا و ͬ کند م تواید متناهͬ واژه ی ͷی دوباره قانون این
ضریبی پیشرو ویژه مقدار جز به ویژه مقادیر تمامͬ که آنجایی از دارد. مجانبی جهت ͷی بعدی سه فضای در اکنون
جهت در کراندار فاصله ی ͷی درون شͺسته خط که داد نشان ͬ توان م اثبات همین به توجه با دارند، ١ از کوچͺتر اکیداً

ͬ گیرد. م قرار گسترش

تعریف

کاشͬ آن به (که راوزی فراکتال ͷی است. شده ارائه ١٩٨٢ سال در “ راوزی٨ ”جرارد توسط ابتدا در تعریف این
است[٣]. گسترش خط طول در انقباض فضای بر شͺسته، خط رئوس تصویر بستار ͬ گویند) م نیز مرکزی

و است خودش درون بستار مجموعه این که چرا باشد، کننده گمراه کمͬ است ممͺن فراکتال کلمه ی از استفاده
جالبی بسیار خواص راوزی فراکتال  ͬ دهند. م فراکتال تشͺیل که هستند کران ها این دارد. را انقباض صفحه ابعاد همان
که شده تقسیم قسمت سه به حرف سه داشتن به توجه با که گفت ͬ توان م دقیق تر طور به است، متشابه خود اولا˟ دارد.
تشͺیل هم و متناوب الͽوی ͷی تشͺیل هم تکه سه این دوماً هستند. دار٩“ جهت نمودار با توابعͬ ”دستگاه جواب های
هیچ (یعنͬ متناوب غیر و ͬ شود.م) م تکرار بزرگ تر مقیاس های در که ͷکوچ الͽوی ͷی (یعنͬ متشابه خود الͽوی ͷی
ͬ دهند. م انقباض صفحه از است.م) انتقال ͷی تحت معادلات سیستم ͷی ناوردای تقارنͬ، انتقال ندارد. تقارنͬ انتقال
آمده بدست گسترش خط امتداد در راوزی فراکتال  انتقال از که منشوری در صحیح نقاط تمامͬ شͺسته خط این آخر در
تشͺیل که ͬ شوند م تصویر گسترش خط از متشابه خود ͬ کاری کاش ͷی روی بر نقاط این ͬ کند. م متصل هم به را است

ͬ دهند. م تصویر و برش بلور شبه ͷی
سه این جای تعویض و دهند راوزی فراکتال ͷی تشͺیل تا داد قرار هم کنار در شͺل دو به ͬ توان م را قسمت سه این
نمادین ͬͺدینامی سیستم همچنین و چنبره چرخش ͷی با توام سیستم این ͬ دهد. م ͬͺدینامی سیستم ͷی تشͺیل قسمت

5 Shift-Orbit 6 cantor-like set 7 Perron-Frobenius 8 Gerard Rauzy 9 graph-directed iterated function system
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بنیادی دامنه ی ͷی که کرد تعریف منشور سه ͬ توان م تکه سه این به توجه با است. آمده بدست تعویض قانون از که است
که سه‐چنبره خودریختͬ برای ماکاروف١٠ تقسیم ͷی ͬ توان م همچنین است. بعدی سه فضای در صحیح شبͺه ی برای

کرد. تعریف نیز است قانون تعویض ماتریس به مربوط

راوزی فراکتال های از مثال هایی :٢ شͺل

ͬͺی جز به آن با مرتبط ماتریس ویژه مقادیر همه ی ضرایب که تعویضͬ قانون هر برای ͬ توان م را راوزی فراکتال
تمام کرد. تعریف باشد ±۱ هم آن دترمینان و ͬ گویند) م نیز ”پیزوت١١“ تعویض قوانین آن به (که باشند ١ از کوچͺتر
حل اصلͬ مساله ی آمدن بوجود باعث مطلب این ببینید. را ٢ شͺل ͬ کنند. م صدق شرایط این در شد آورده که مثال هایی

ͬ شود: م حیطه این در نشده

پیزوت حدس

±۱ آن دترمینان و باشد آمده بدست حرف d روی بر پیزوت دلخواه تعویض قانون هر از که بعدی ͷی کاری کاشͬ
است. تصویر و برش بلور شبه ͷی باشد

ͬ دهد م نشان ͬͺدینامی بندی فرمول دارد. متفاوتͬ بندی های فرمول  و شده ظاهر حیطه ها از بسیاری در حدس این
است. خالص گسسته ی طیف دارای باشد مربوط تعویضͬ قانون چنین به که جاری) کاری کاشͬ (یا نمادین سیستم که
حروف برای مساله این اینکه وجود با است. رسیده اثبات به ”دایاموند١٣“ و ”بارگ١٢“ توسط حرف دو برای مطلب این
این است. برقرار خاصͬ تعویض قانون هر برای مطلب این ͬ دهد م نشان که دارد وجود الͽوریتمͬ است، باز هنوز بیشتر
ماکاروف تقسیم و متشابه خود کاشͬ کاری ͷی آمدن وجود به شامل پیامدها این دارد. همراه به مهم پیامد چند حدس

ͬ باشد. م ماتریس ͷی توسط شده تعریف ͬ های خودریخت تمام برای
اضافه حسابی مولفه ی ͷی مساله به واحد غیر دترمینان های برای است. شده ارائه مطلب این از مختلفͬ تعمیم های
بعدی چند چهارچوب  ͷی اخیراً کرد. تعریف p-تایی فضای از استفاده با راوزی فراکتال ͷی آن برای ͬ توان م و ͬ شود م
با گسترش خط حالت این در ͬ شود. م گفته پیزوت خانواده های آن به که است شده ارائه تعویض قوانین ͬ کاری کاش برای
تعویض قانون شده ی داده بسط ماتریس پیشرو، ویژه مقادیر جای به  همچنین ͬ شود. م تعویض ͬ کاری کاش زمینه فضای

10 Makarov 11 Pisot 12 Barg 13 Diamond
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داد تشͺیل جدیدی ماتریس ͬ توان م است.م). آمده بدست گسترش خط تعویض به توجه با که (ماتریسͬ ͬ گیرد م قرار
برابر هم با نیز آنها تعداد و باشند جدید ماتریس این در ویژه مقدار ͷی بسط، ماتریس ١ از بزرگتر مزدوج های تمامͬ که

داد. تعمیم نیز ماتریسͬ چنین به ͬ توان م را پیزوت حدس باشد.
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