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ماکسيمال يکنوايی سال پنجاه

بوروين م. جاناتان
زاده علی حسين محمد مترجم:

اين تاريخچه ی دارم قصد است. سالگی) پنجاه خاتمه ی در (يا سالگی پنجاه شرف در ماکسيمال يکنوای عملگرهای نظريه ی قدمت چکيده.
با را مرور اين هستند. جالب و مهم ماکسيمال يکنوای عملگرهای چرا که دهم توضيح کرد خواهم سعی کنم. مرور به اختصار را موضوع

رساند. خواهم پايان به است، شده حاصل گذشته دهه ی طی که چشمگيری پيشرفت های از توصيفی

اوليه مفاهيم و مقدمه .۱

از دهه، پنج برای بخش هايی زير در را ماکسيمال يکنوايی در برجسته نکات و اصلی مطالب خودم، ديدگاه با مطابق ،۲ بخش در
اين باقی مانده ی مهم باز مسائل ،۴ بخش در و کرد خواهم اثبات قضيه يک عملاً ۳ بخش در کرد. خواهم بازگو ۲۰۰۹ تا ۱۹۵۹ سال

نمود. خواهم گيری نتيجه و مطرح را نظريه

می نظر در نرمدار فضای را آن همواره تقريباً ما مقاله، اين -در X محدب موضعاً فضای از يکنوا عملگر يک اوليه. مفاهيم .۱ .۱
(x∗, x) هر به ازای که بطوری می شود، مشخص X∗ ×X از T مجموعه ی زير با که است X∗ آن توپولوژيک دوگان به توی گيريم-

T در (y∗, y) و
(۱) ⟨x∗ − y∗, x− y⟩ ≥ 0,

مقداری) چند (تابع عملگر يک نمودار کردن مشخص برای (x∗, x) ∈ T از اين جا در است. X∗ و X بين دوگانی جفت ⟨·, ·⟩ آن در که
.x ∈ T−1(x∗) می نويسيم معکوس رابطه ی حسب بر يا و x∗ ∈ T (x) می نويسيم معادل بطور و می کنيم استفاده X∗ و X بين

دامنه
D(T ) = {x ∈ X : ∃ x∗ ∈ X∗ s.t. (x∗, x) ∈ T},

برد و
R(T ) = {x∗ ∈ X∗ : ∃ x ∈ X s.t. (x∗, x) ∈ T},

سازی. بهينه مينتی؛ پوشايی قضيه ی فيتزپاتريک؛ تابع محدب؛ آناليز ماکسيمال؛ يکنوايی کليدي: کلمات و عبارات
-———— رابط: دبيرتخصصی
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۱۸–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و رياضی نشريه ، مترجم ، بوروين م. جاناتان

جمع بلکه نيست، مجموعه ها مينکوفسکی جمع منظورمان ،S + T می نويسيم وقتی که می کنيم تاکيد هستند. T از تصويرهايی دو هر
۱ مقاديرعملگرهاست. نقطه ای

مطلب اين باشد. ماکسيمال مجموعه ها، بين شمول رابطه ی به يکنوا روابط تمام ميان در T هرگاه است ماکسيمال T يکنوای عملگر
،(x∗, x) ∈ T هر به ازای که باشد چنان (y∗, y) ∈ X∗ ×X اگر که می کند بيان

(۲) ⟨x∗ − y∗, x− y⟩ ≥ 0,

است. توپولوژيک بستار برای مفيدی بسيار جايگزين بودن ماکسيمال رو، اين از .y∗ ∈ T (y) معادل بطور يا (y∗, y) ∈ T آنگاه
H نماد است. نظريه اين مطالعه برای حالت جالب ترين حالت، اين زيرا گرفت خواهيم نظر در باناخ فضای يک را X بعد به اين از
پيروی [۹ فصل ،۱۲] نمادهای از نکرده ايم مرجعی يا منبع به صريح اشاره ای که مواردی در برد. خواهيم به کار هيلبرت فضای برای را
ارائه خواننده راحتی برای مراجع از بيشتری فهرست و ببينيد) هم را [۸] ) کرد دنبال را اثبات ها تمام جزئيات می توان آن در که می کنيم

شود. می پرداخته انها به فصل اين ادامه در که دارند وجود زمينه اين در محوری بخش انگيزه مثال سه است. شده

f گراديان زير صورت اين در باشد، باناخ فضای يک بر محدب و ۲ بسته تابعی f که کنيد فرض محدب. گراديان های زير .۱ .۱ .۱
می شود تعريف زير به صورت ({x : f(x) < +∞}) يعنی f دامنه ی به متعلق x نقطه ی در

(۳) ∂f(x) := {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x), ∀y ∈ X}.

(۳) دوبار و کرده انتخاب را x∗ ∈ ∂f(x), y∗ ∈ ∂f(y) هرگاه بود، کرده مطالعه همواره حالت در [۳۶] در ۳ مينتی که همان گونه
مدرن گراديان زير جديد مفهوم .(f ۴ سره ی و نامحدب احتمالا تابع يک (برای يکنواست عملگری ∂f که می يابيم در ببريم کار به را

۵ رُکافلار توسط مستقلاً
دوگانی نگاشت مهم بسيار مثال های از يکی شد. داده توسعه ( ۶ به کنيد رجوع (مترجم: مُرِا و [۳] در

JX(x) :=
1

2
∂||x||2 = {x∗ ∈ X∗ : ||x||2 = ||x∗||2 = ⟨x, x∗⟩},

دارند. مربوطه باناخ فضای هندسه ی درمطالعه ی محوری نقش دوگانی، نگاشت خواص .JH = I به ويژه است.

نيمه معين T : X −→ X∗ متقارن غير (تک-مقداری) خطی عملگر که می کنيم يادآوری (چاوله). کج خطی عملگرهای .۲ .۱ .۱
هر که است واضح .⟨Tx, x⟩ = 0 ،x ∈ X هر به ازای هرگاه است کج و ⟨Tx, x⟩ ≥ 0 ،x ∈ X هر به ازای هرگاه است، مثبت
خطوط روی T تک مقداری نگاشت که گوييم هستند. چنين نيز کج نگاشت های همه ی لذا و يکنواست عملگری مثبت نيمه معين عملگر

هرگاه است ۷ شعاعی) (پيوسته ی نيمه پيوسته

∀h ∈ X : ⟨ lim
t→o+

T (x+ th)− T (x), h⟩ = 0.

می شود: تعريف به صورت آن ها مينکوفسکی جمع باشند X مجموعه ی زير دو B و A اگر ۱مترجم:

A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.

باشد. بسته مجموعه ی يک آن اپی گراف هرگاه گويند بسته را f : X → R ∪ {+∞} تابع ۲مترجم:
باشد. نا تهی آن دامنه ی هرگاه گويند سره را f تابع ۴مترجم:

3Minty 5Rockafellar 6 J. J. Moreau.: Fonctions convexes duales et points proximaux dans un espace hilbertien, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. A,

255 (1962), pp. 2897–2899. 7hemicontinuous
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سازد. می آشکار را يکنوايی به کارگيری نحوه ی خوب ابزار يک عنوان به زيرا گوياست و مهم بعدی ساده ی گزاره ی

است. ماکسيمال باناخ، فضای کل دامنه ی با تک مقدار شعاعی پيوسته ی عملگريکنوای .۱ گزاره

x ∈ X هر به ازای می کنيم فرض (۲) گيری به کار با اثبات.

⟨y∗ − T (x), y − x⟩ ≥ 0.

t > 0 و h ∈ X هر به ازای خاص حالت در به ويژه

⟨y∗ − T (y + th), y − (y + th)⟩ ⩾ 0.

t > 0 و h ∈ X هر به ازای لذا

⟨T (y + th)− y∗, h⟩ ≥ 0,

مطلوب حکم همان که (y∗, y) ∈ T می دهد نشان جداسازی قضيه ی .⟨T (y) − y∗, h⟩ ≥ 0 که می دهد نشان شعاعی پيوستگی و
□ است.

آن اثبات ولی درست است ای گزاره است ماکسيمال ∂f باناخ، فضای يک بر f سره ی و بسته محدب، تابع هر ازای به که مطلب اين
است. ساده تر چشمگيری بطور اثبات پيوسته حالت در .( [۱۲] است نادرست ۸ کامل غير فضاهای در مطلب (اين [۴۲] است دشوار
آلوز به متعلق ساده ای بسيار اثبات اخيراً است. کشيده طول دهه چندين گراديان زير بودن ماکسيمال اثبات سازی ساده طولانی داستان

است. شده ارائه [۹ فصل ،۱۲] در است شده استفاده مقدماتی محدب آناليز روشهای از فقط که ۱۰ اسويتر و ۹

که بطوری min⟨c, x⟩ خطی برنامه ی اگر نيست. چنين اما بيگانه اند قضيه اين با قدری کج، عملگر های که کنيم فکر است ممکن
کج ماتريس به ،[۳ .۷ بخش ،۱۲] وابسته تغييراتی معادله ی آنگاه شود، گرفته نظر در مختصاتی ترتيب به نسبت x ≥ 0 و Ax ≤ b

T :=

[
0 A

−A∗ 0

]
,

عملگرهای طبقه بندیِ از کاملی طيف است. ارتباط در کج های عملگر با خطی ريزی برنامه دوگانی نظريه کل رو اين از دارد. بستگی
را عملگر  باشند يکنوا −n گراديان ها زير n ∈ N هر برای که هنگامی و يکنواست −2 حالت فوق تعريف دارد. وجود يکنوا −n

دوری غير دوران θ := π
n به ازای مثال به عنوان .[۱۲ ،۵] نامند دوری يکنوای

Sθ :=

[
cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

]
,

اثباتی اينک شد. اثبات انداز) (غلط فريبنده عنوانی با مقاله ای در [۲] ۱۱ آسپلاند توسط ابتدا مطلب اين يکنواست. −n بوضوح
.[۱۲] دارد فيتزپاتريک تابع اساس بر تکنيکی کاملاً و مستدل

8 incomplete 9 Alvez 10 Svaiter 11 Aspland
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ماكسيمال يكنوای عملگر های مطالعه ی اصلی انگيزه و عامل جزئی مشتقات با معادلات ابتدا در لاپلاس). (عملگر لاپلاسين .۳ .۱ .۱
می دهيم. ارائه را است ممکن آنچه از نمونه يک فقط ازاين رو، گرفت انجام ۱۲ سوبولف فضای در منحصراً مطالعه اين و [۱۴] بود

مولفان ،L2(Ω) در دوم مرتبه غيرخطی بيضوی معادلات برای ويژه بردارهای وجود مورد در آن ها مطالعه از کاربردی عنوان به
آن ها باشد. α > 0 ازای به C2,α به متعلق مرزی با کراندار باز مجموعه ی يک ،(n > 1) برای Ω ⊂ Rn کردند فرض [۳۲] مقاله ی
υ؛ > 0 و a ∈ L2(Ω) به ازای |a0(x, u)| ≤ ν|u| + a(x) و 1 ≤ i ≤ n برای |ai(x, u)| ≤ ν داريم توابعی که کردند فرض
در را زير شده ی نرمال ويژه ی مقدار مسأله ی آن ها سپس . جا)پيوسته اند همه (تقريباً u در و اندازه پذيرند x در ها ai همه ی آن در که

گرفتند نظر

(۴) ∆u+ λ{
n∑

i=1

ai(x, u)
∂u

∂xi
+ a0(x, u)} = 0, x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ bdry Ω, ∥ x ∥2= 1

است. کلاسيک عملگرلاپلاس ∆u = −∇2u = −
∑n

i=1

∂2u

∂x2i
آن در كه

وقتی و 0 ⩽ λ ⩽ 1 به ازای (۴) معادله برای ضعيف جواب يک سوبولف، نظريه چارچوب در مسئله اين کردن قابل دسترس برای
يک وجود ( ∥ u ∥2= 1 شرط (با f ∈ L2 هر و τ > 0 هر به ازای چارچوب، اين در است. نياز مورد ،u ∈ W 2,2

⋂
W 1,2

0 که
جواب

∆u+ τu = f(x),

يکنوای و خطی W 2,2
⋂
W 1,2

0 دامنه ی با L2(Ω) روی T := ∆ که می کند ايجاب ( ۳ (قضيه مينتی پوشايی قضيه است. شده تضمين
شکل به جز به جز انتگرال گيری از استفاده با را يکنوايی بايد ابتدا البته باشد. ∫ماکسيمال
Ω
⟨ν,∆u⟩ =

∫
Ω
⟨∇ν,∇u⟩,

(۴) برای فردهلم جايگزين نوع از عملگر يک می توان حال کرد. بررسی u ∈ C∞
0 (Ω) ⊆ W 1,2(Ω) , ν ∈ W−1,2 هر ازای به

ماکسيمال يکنوای △p لاپلاس −p عملگر 2 ⩽ p < ∞ ازای به که کرد ادعا می توان مشابه روشی به .[۱۰ قضيه ،۳۲] ساخت فراهم
با ∆pu عملگر ،1p + 1

q = 1 شرط با u ∈ W−1,p(Ω) هر برای هرگاه است

∇pu := −div(|∇u|p−2∇u) ∈ W−1,q(Ω),

شود. تعريف

دهه پنج تاريخ ماکسيمال: يکنوايی .۲

الکتريکی ارتباطی شبکه های انتزاعی مطالعه ی به کمک برای مينتی جرج توسط بار نخستين چند-مقداری) توابع (يا يکنوا عملگرهای
من .[۱۶] شد گرفته به كار جزئی مشتقات با معادلات چارچوب در ايشان مکتب و ۱۳ برودر فليکس توسط سپس ،[۳۴] شد معرفی
زير در سرعت به ماکسيمال يکنوای عملگرهای ببينيد. را [۵۲] گرفتم، ياد ۱۴ زارانتونلو اوليه ی کارهای از را زيادی مطالب شخصه به
مفيدی شرح ۱۹۶۸ سال در گرفتند. قرار استفاده مورد غيره و رياضی اقتصاد الگوريتم ها، تغييراتی، نامساوی های سازی، بهينه گراديان ها،
بطور و هيلبرت فضای به سادگی-در نه اصلی-ولی ايده ۱۹۷۵ سال در .[۳۷] شد ارايه مينتی خود توسط موضوع پيشروی مرحله از
يکنوا عملگرهای با را آن ها و کرد مطالعه را عملگرها انقباضی گروه نيم ،[۱۴] در ۱۶ برزيس شد. نمايان ۱۵ بازتابی باناخ فضای در کلی تر

12Sobolev 13 Felix Browder 14 Zarantonello 15reflexive 16Brezi
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هيلبرت فضای خارج در بود. هيلبرت فضای در برزيس ابتدايی نتايج از رضايت بخش تر نظريه، وضعيت مرحله اين در ساخت، مرتبط
شد. داده توسعه ۱۷ تجمعی عملگر های به مشابهی نظريه ی

.۱۹۵۹ -۱۹۶۹ .۱ .۲
به بخشيد. [۳۴]۱۸ مينتی اوليه ی مقاله ی در جديد آشکار موضوع نديدن خاطر به بتوان را توجه کم خواننده ی شايد مينتی. .۱ .۱ .۲
زارانتونلو رکافلار، ،[۲] آسپلاند ديگران)، و [۱۷] ۱۹ هس برزيس، همکاری با (به ويژه برودر مينتی، مانند محققينی بعد سال چند حال، هر
معادلات حل در و ارائه [۳۵] مينتی توسط مهم واقعاً قضيه ی نخستين کردند. گذاری پايه دقت به را جديد نظريه ی شالوده ی [۵۳ ،۵۱]

شد: گرفته به کار

آنگاه باشد، يکنوا و پيوسته H هيلبرت فضای روی T اگر مينتی،۱۹۶۲) پوشايی (قضيه .۱ قضيه

R(T + I) = H.

گالرکين تقريبات روش به عمدتاً بيضوی جزيی مشتقات با معادلات در يکنوايی کاربرد شد تشريح ۳ .۱ .۱ بخش در که طوری همان
ديگر يا ۲۱ درجه نظريه ی طبق می توانند (ضعيف) نحيف مفروضات تحت پوشايی اساسی نتايج متناهی، ابعاد در بود. متناهی بعد در ۲۰

بود. ضروری و لازم يکنوايی حد، گذر برای شوند. اثبات توپولوژيکی مفاهيم
۲۳ يعنی است، دنباله ای ۲۲ بسته ی نيمه ماکسيمال، يکنوای عملگر هر که است آن ماکسيماليتی ساده ی نتايج از يکی

(۵) x∗n ∈ T (xn) , x
∗
n −→s x

∗ , xn −→w x =⇒ x∗ ∈ T (x),

می توان را موضوع اين از مطلوب توصيف يک است. لازم تقريب روش های از بسياری برای که است ويژگی همان دقيقاً خاصيت اين و
دارای باناخ فضای يک که گوييم يافت. [۵۴] در می توان را پيش سال ۲۰ حدود وضعيت از جامع تر بسيار گزارشی يافت. [۲۰] در
آن کراندار و محدب بسته ی مجموعه ی هر روی نگاشت، خود لزوماً نه ، ۲۵ غير انبساطی نگاشت هر هرگاه است ۲۴ برودر-گوده خاصيت
فضای هيلبرتی نرم اگر آنکه جالب تر [۲۹]؛ است برودر-گوده خاصيت دارای هيلبرت فضای که شود می داده نشان باشد. بسته نيمه فضا،

.[۲۹] نيست (برودر-گوده) خاصيت اين دارای كنيم، جايگزين ||(x, r)∥| := max(||x||2, | r |) معادل نرم با را `2(N)× R
به باتوجه ترتيب، همين به

(۶) 0 ∈ T (x) + ∂δc(x) ⇐⇒ ∃x∗ ∈ T (x), x ∈ C, sup
c∈C

⟨x∗, c− x⟩ ≤ 0,

در می شود. داده تقليل چپ سمت در مجموعه ای شمول يک به است، شده ارائه (۶) رابطه راست سمت در که تغييراتی نامساوی يک
گيرد. می +∞ مقدار صورت اين غير در و صفر مقدار C روی كه است محدب نشانگر تابع δc اينجا

Tc(x) := با شده عملگرتعريف ،C و T بر معقولی شرايط تحت که می شد معلوم بايد عام، نظريه ی از استفاده به اميدی داشتن برای
قضيه ی منتظر همچنين و باشند داشته اميد گراديان ها زير بودن ماکسيمال به که بود طبيعی لذا، است. ماکسيمال هنوز T (x) + ∂δc(x)

از يک هيچ باشد هموار Tc و مقدار تک T اگر حتی که می کنيم تاکيد بالاخره باشند. بعدی بخش زير در ۲ قضيه راستای “در ”مجموع
نيستند. قرار بر اخير حکم دو

است. کرده نتيجه گيری چنين پايان در و آورده مينتی مقاله ی چکيده ی از را پاراگراف دو ايشان که است کرده ارائه نقد پاراگراف سه مقاله اين برای هاردی فرانک گراف، نظريه دان Math. Reviews در ۱۸

مجموعه ی از b شاخه ی که گيريم و شده اند افراز C و B ،A مجوعه ی سه به آن سودار) (خطوط های شاخه  که باشد سودار) (گراف شبکه  يک N کنيد فرض است. زير به شکل گراف نظريه ی جديد قضيه ی ”تنها
که است b (cocycle) هم دور يک شامل يا شده اند سودار مشابه طور به B خطوط همه ی آن در که نيست C از خطی هيچ شامل که است b شامل دور يک شامل يا N صورت اين در است. شده مشخص B
منجر خطی غير و خطی ريزی برنامه در مهمی کاربردهای به که است جالبی ذات دارای گراف نظريه ی در قضيه، اين آن بر علاوه شده اند. سودار مشابه بطور B خطوط همه ی آن در که نيست A از خطی هيچ شامل

.“ ندارد) را آن ها گنجايش اينجا که است لازم نتايج اين کردن معرفی برای بسياری تعاريف ) دارد خطی غير شبکه های حل در پايا حالتی و می شود
شوند. می داده نشان −→w و −→s نمادهای با بترتيب ضعيف و قوی همگرايی ۲۳مترجم:

17accretive 19Hess 20Galerkin 21 degree theory 22demiclosed 24 Browder-Godeh 25 nonexpansive
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.۱۹۷۹ -۱۹۶۹ .۲ .۲
کلاسيک کتاب در می کند، ايفا آناليزمحدب و بهينه سازی در بزرگی نقش اکنون ماکسيمال يکنوايی که حالی در رکافلار. .۱ .۲ .۲
بلندی بسيار گام های رکافلار همزمان حال، اين با .[۴۳] است شده اشاره يکنوايی به گذرا بصورت فقط رکافلار تری ۱۹۷۰ محدب آناليز

محدب تابع کرد. معرفی را دوری يکنوايی مفهوم [۴۱] در ايشان بود. برداشته بازتابی فضاهای در يکنوا عملگر های نظريه ی در را

(۷) fT (x) := sup{⟨x∗n, x− xn⟩+
n−1∑
k=1

⟨x∗k−1, xk − xk−1⟩ : x∗k ∈ T (xk), n ∈ N},

بود تابع اين از استفاده با می ناميم. رکافلار تابع را fT می شود. گرفته زنجير هايی چنين تمام روی سوپريمم آن در که بگيريد نظر در را
۲۶ هستند. يکسانی گراديان زير دارای و بوده ماکسيمال يکنوای ماکسيمال، دوری يکنوای عملگرهای که دهد نشان توانست رکافلار که

کرد: اثبات را زير ی قضيه [۴۲] در رکافلار

کنيد فرض باشند. بازتابی باناخ فضای يک بر ماکسيمال يکنوای عملگر های T و S که کنيد فرض رکافلار) مجموع (قضيه .۲ قضيه

(۸) D(S) ∩ intD(T ) ̸= ∅.

است. ماکسيمال يکنوای S + T صورت اين در

بود. ۱ قضيه ی بهبود پايه ی بر رکافلار ظريف بسيار اثبات

يکنوای هستند) مقداری تک دو هر JX و J−1
X ) ،X بازتابی باناخ فضای بر T کنيد فرض ( مينتی پوشايی (قضيه .۳ قضيه

صورت اين در باشد. ماکسيمال
R(T + JX) = X∗.

قضيه ی از اثباتی بعدی بخش در می شود. تضمين معادل نرم با فضا نرم جايگزينی با و ۲۷ بود لازم تکنيکی دلايل به پرانتز داخل شرط
دامنه ی درون سرتاسر در يکنوا عملگر يک موضعی کرانداری اثبات ،۲ قضيه ی برهان برای کرد. خواهيم ارائه کلی تر حالتی در را ۳

بود. دشوار کاملا خود زمان در آن اثبات اما دارد آناليز در ساده اثبات يک حالا نيز مطلب اين بود. لازم نيز تعريفش
در ماکسيمال، يکنوای عملگر يک دامنه ی بودن محدب مجازاً اثبات کرد ارائه سال۱۹۷۰، در رکافلار که العاده ای فوق نتيجه آخرين
يکنوای عملگر يک دامنه ی يعنی می شود: ناميده نيز محدب تقريبا منابع، از برخی در بودن محدب مجازاً .[۴۴] بود بازتابی باناخ فضای
نيز R(T ) بازتابی حالت در که می دهد نشان T−1 بر نتيجه اين گيری به کار باشد. محدب D(T ) هرگاه است محدب مجازاً ماکسيمال
فضای هر در اما است محدب intD(T ) کلی حالت در می شکند. هم در کاملاً دوگانی اين بازتابی فضای از خارج در است. محدب
مشخص از نتيجه ای مطلب اين .[۱۰ قضيه ،۳۲] ،[۸] دارد وجود محدب غير intR(T ) با ماکسيمال يکنوای عملگر يک غير بازتابی،

است. بازتابی فضای از ۲۸ جيمز ار.سی. سازی
بود ۲۹ پروکسيمال نقطه ی الگوريتم روی بر ۱۹۷۶ سال در [۴۵] رکافلار توجه شايان مقاله دهه، اين شاخص کارهای از ديگر يکی

می کنيم. بسنده زير مورد به ما دارد. نياز کامل مقاله ی يک به آن تاثير و توصيف بود. شده معرفی ۳۰ مارتينه توسط ابتدا که
دوری يکنوای عملگر يک همچنين است، ماکسيمال يکنوای عملگر يک باناخ فضای يک بر بسته و سره محدب تابع يک ”زيرگراديان است: شده درج نويسنده، خود از چکيده ای هم باز ،Math. Review در ۲۶

اثبات ديگر روشی به اينجا در قضيه نبود؛ کامل شده ارائه استدلال ولی بود شده منتشر ،[Same J. 17 (1966), 497-510, MR0193549 33 ♯ 1769] قبلی مقاله ی در مؤلف همين توسط نتيجه اين است. ماکسيمال
است.” شده ارائه غيربازتابی فضاهای در آن مزدوج ديفرانسيل زير و محدب تابع يک ديفرانسيل زير بين رابطه ی مورد در جديد واقعيت يک همچنين، است. ساده تر بازتابی باناخ فضاهای در که است شده

پرانتز داخل شرط از توان می [۹ .۳ .۱ قضيه ،۱۲] به توجه با اما تبصره۱۰. ۸]، ،۴۶] بود لازم R(T + JX) = X∗ شرط يعنی ،(hypermaximality) ماکسيماليتي ابر بودن معادل برای شرط ۲۷اين

کرد. صرف نظر
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T (عملگر پوشاست. ،۳۱ تراكمی ماکسيمال يکنوای عملگر هر که است اين می کند فراهم بودن بازتابی که آن چه (پوشايی) .۱ مثال
مينتی پوشايی قضيه ی باناخ، فضای بودن بازتابی واقع، در .( ||x|| → ∞ که وقتی infx∗∈T (x) ∥x∗∥ → ∞ هرگاه گويند تراکمی را

حلال بازتابی، فضای در که می کند تضمين ۳ قضيه ی آن بر علاوه می کند. مشخص را جيمز) قضيه ی طريق از هم (باز ۳

Rλ := (T + λJX)−1,

[۲۰ ،۱۳] يوشيدا تقريب و
(۹) Tλ := (T−1 + λJ−1

X )−1,

تحدب و مجموع بودن ماکسيمال همزمان بطور رکافلار دادند اجازه که بودند موضوع دو اين باشند. رفتار خوش و شده تعريف جا همه
نيست. يافتنی دست بازتابی غير مجموعه های در يک هيچ که کند، اثبات بازتابی فضاهای در را مجازی

،∥ x∗ − y∗ ∥≤∥ x− y ∥ نامساوی هرگاه گويند انبساطی غير را P عملگر كه است آوری ياد به لازم انبساطی) (غير .۲ مثال
توجه است. تک-مقداری خود دامنه ی روی الزاماً P انبساطی غير عملگر همچنين باشد. برقرار (x∗, x), (y∗, y) ∈ P هر به ازای
با فقط J−1

H و JH کنيدکه (توجه .JH = I زيرا می کند فراهم را حلال بودن غير انبساطی خاصيت هيلبرت، فضای که باشيد داشته
توجه قابل مشاهده ی نتيجه ی ، مطلب اين است. انبساطی غير نبز Rλ اين، بر علاوه شوند.) می هموار همزمان طور به H نرم تجديد

است. اثبات قابل راحتی به کشف، از پس که است زير

با P و T و بوده هيلبرت فضای يک H کنيد فرض .۲ گزاره

(x, y) ∈ P ⇐⇒ (
x− y

2
,
x+ y

2
) ∈ T,

است). تک-مقداری لزوما P ) باشد غير انبساطی P اگر فقط و اگر يکنواست T صورت اين در باشند. ارتباط در
توانايی و اقتدار است. معادل [۱۱] ۳۲ کراسنوسلسکی الگوريتم با که است پروکسيمال نقطه ی الگوريتم تحليل برای کليدی گزاره، اين

می کنيم. تشريح می دهد نتيجه را زير اساسی قضيه ی آن، چطور که اين دادن نشان با را ۲ گزاره ی

P̂ انبساطی غير نگاشت به A ⊆ H روی P انبساطی غير نگاشت هر ( (۱۹۳۲ -۱۹۴۵) ۳۳ والنتاين–کيرزبراون (قضيه .۴ قضيه
می يابد. توسيع D(P̂ ) = H با

ماکسيمال توسيع را T̂ می کند ايجاب زرن لم که طور همان و کنيد وابسته ،۲ گزاره ی همانند را، T يکنوای عملگر P به اثبات.
استفاده با شود). انجام سازنده تر به صورت کار اين که می کند فراهم را امکان اين [۵ بخش ،۷] اخير مقاله ی واقع، (در می کنيم فرض T
،۱ قضيه ی مينتی، پوشايی قضيه ی به کارگيری با می دهد. نشان را T̂ به وابسته غير انبساطی نگاشت P̂ کنيد فرض ۲ گزاره ی از دوباره
□ می کنيم. بررسی را P̂ |A= P تساوی نهايت در .D(P̂ ) = R(T̂ ) = H که می کنيم ملاحظه

همچنين .[۲۰ ،۱۳] است ليپ شيتز -λ ، Tλ که بگيريم نتيجه و داده نشان را Rλ بودن انبساطی غير که می دهد اجازه ما به قضيه اين
فوق در که طوری همان لذا، و است ماکسيمال يکنوای I − P آنگاه باشد، فضا کل P دامنه ی اگر هيلبرت فضای در که کنيد توجه
نتيجه هيلبرت فضای حالت در را معروف قضيه ی اين سريع خيلی که می دهد اجازه ما به مطلب اين است. نيمه پيوسته کرديم، ملاحظه

بگيريم:
“ دارد. ثابت نقطه C در P آنگاه باشد، C ⊂ H بسته ی کراندار محدب مجموعه ی زير از خودنگاشت يک P : C ↪→ C اگر ”

Pn(x) := دهيد قرار 0 < n ∈ N هر ازای به و بگيريد نظر در ثابت را c0 ∈ C می کنيم. استدلال زير صورت به را مطلب اين
C چون و است جواب دارای Pn(xn) = xn ∈ C معادله ی است انقباض يک C روی Pnکه آنجايی از .(1 − 1

n)P (x) + 1
nc0

31 coercive 32 Krasnoselski 33 Valentine-Kirszbrun
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کراندار C (چون همگراست نرم با xnk
−P (xnk

) → 0 پس دارد. وجود xnk
⇁w c ∈ C دنباله ی زير يک است فشرده - ضعيف

.P (c) = c داريم بودن نيمه بسته طبق لذا و است)
و است صحيح محدب يکنواخت بطور فضای در قضيه اين باشد. صادق دلخواه بازتابی فضای يک در نتيجه اين که نيست معلوم

دارد. وجود زمينه اين در بيشتری بسيار اطلاعات
شرط در که بطوری گرفتند نظر در را T : H → H عملگر ۳۴ هارو و برِزيس [۱۵] مقاله ی در هارو. و برِزيس .۲ .۲ .۲

sup
(z,h)∈T

(h− f, y − z) < ∞, (∗)

T اگر می کنند. صدق در(∗) ۳۶ تراکمی يکنوای يا ۳۵ کراندار-زاويه عملگر های صدق کند. y ∈ D(T ) و f ∈ R(T ) هر به ازای
می کنند. صدق (∗) در (T−1 + λI)−1 و (I + λT )−1 ،T + λI عملگرهای ،λ > 0 هر ازای به آنگاه باشد، ماکسيمال يکنوای

از: عبارتند توجه قابل نتايج
R(S + T ) = R(S) +R(T ),

int[R(S + T )] = int[R(S) +R(T )],

می کنند. صدق زير شرايط از يکی در T و S آن ها در که
می کنند؛ صدق (∗) در دو هر T و S (آ)

D(S)؛ ⊆ D(T ) و می کند صدق در(∗) T (ب)
. S = ∂φ و φ((I + λT )−1·) ≤ φ(·) (پ)

اقليدسی فضای روی بر T يکنوای عملگر يک بگوييم که است منطقی محدب، توابع دوم مرتبه تحليل انگيزه ی با ميگنو. .۳ .۲ .۲
ضعيف تر شرط اما کرد ضعيف تر توان می را شرط (اين باشد عضوی تک T (x) هرگاه است (فرشه) پذير ديفرانسيل x ∈ D(T ) در E

که بطوری باشد داشته وجود A = ∇T (x) ماتريس يک و می دهد) نتيجه را T (x) بودن عضوی تک هم

(۱۰) T (x′) ⊂ T (x) +∇T (x)(x′ − x) + o(∥ x′ − x ∥)BE ,

است. فضا يکه گوی BE آن در که
درون سرتاسر در يکنوا عملگر يک متناهی، بعد در داد نشان ايشان که بود اين شد تکميل [۳۳] ۳۷ ميگنو توسط که ديگری بزرگ کار
مشتق دو بار محدب توابع برای را الکساندروف قضيه ی متعارف اثبات يک مطلب اين است. مشتق پذير جا همه تقريباً تعريفش دامنه ی
نيست معلوم است. مهم بسيار جزئی مشتقات با معادلات ۳۸ چسبناکی جواب های مطالعه ی در و می کند، ارائه اقليدسی فضای در پذير
برای نتيجه، اين می دهد نشان بعدی مثال که همان طور اما نه. يا داد تعميم تفکيک پذير هيلبرت فضای به ميگنو قضيه ی توان می آيا که

نيست. برقرار تفکيک ناپذير هيلبرت فضاهای
هرگاه گويند کراندار-زاويه A : X → X∗ ۳۵عملگر

|⟨Ax − Ay, x − y⟩| ≤ ∥Ax − Ay∥ ∥x − y∥.

هرگاه گويند تراکمی يکنوای A : X → X∗ ۳۶عملگر

⟨A(x), x⟩
∥x∥

→ +∞ هرگاه ∥x∥ → ∞.

34 Haraux 37Mignot 38viscosity
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۱۸–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و رياضی نشريه ماکسيمال، يکنوايی سال پنجاه

مشتق پذير جايی هيچ که می کند ارائه را H تفکيک ناپذير هيلبرت فضای بر d محدب پيوسته ی تابع يک ،[۱۰] از زير مثال .۳ مثال
دهيد قرار و دهيد نشان d با را C از فاصله تابع باشد. `2(A) مثبت مخروط C و باشد شمارش ناپذير A گيريم نيست: دوم مرتبه ی

.P := ∇d

.a+α = max{0, aα} و a+ = (a+α )α∈A آن در که P (a) = a+ داريم ،a ∈ `2(A) هر به ازای است واضح (الف) اثبات.
eα اينجا در .xα ̸= 0 اگر فقط و اگر است مشتق پذير eα جهت در P صورت اين در کنيد. انتخاب را α ∈ A و x ∈ `2(A) عضو
هيچ d پس است، صفر غير مختصات شمارش پذير تعدادی دارای فقط x ∈ `2(A) هر چون است. متعارف پايه ی عضو يک نماينده ی

نيست. مشتق پذير جايی هيچ ميگنو مفهوم به P ماکسيمال يکنوای عملگر طور همين نيست. دوم مرتبه ی از مشتق پذير جايی
صفر) غير مختصات با نقاط در هم (باز چگال مجموعه ی يک روی بر `2(N) در مثبت مخروط بر فاصله تابع ديگر طرف از (ب)
از شمارش پذير مجموعه ای I ⊂ A گيريم باشد. `2(A) پذير تفکيک فضای زير يک X کنيد فرض حال است. مشتق پذير دوبار
d |ℓ2(I) صورت اين در ( X ̸= `2(A) کلی حالت در اما است. `2(I) فضای زير يک X که کنيد (توجه باشد. X صفر غير مختصات
مرتبه مشتق پذير صفر) غير مختصات با نقاط همه ی (در چگال مجموعه ی يک بر لذا است، منطبق `2(I) مثبت مخروط بر فاصله تابع با
خلاصه داريم. X چگال مجموعه زير در را d |X دوم مرتبه مشتق چگالند، X در X صفر غير مختصات با عناصر چون است. دوم
به تحويل تکنيک های لذا نيست. چنين d خود اما است دوم مرتبه پذير مشتق پذير، تفکيک فضای زير هر به d تحديد که می بينيم
□ برد. به کار نمی توان را تفکيک پذير

`p(N) در p ≠ 2 به ازای پذير تفکيک فضاهای در ميگنو نتيجه که دهند نشان تا شده اند ارائه [۱۲ ،۱۰] در مشابهی نقض مثال های
نيست. برقرار

توابع مشتق پذيری نتايج دريافت که است بوده کسی نخستين [۵۳] ۳۹ زارانتونلی که می رسد به نظر کندروف. و زارانتونلی .۴ .۲ .۲
اين [۳۰] مقاله ی در و ۱۹۷۵ سال در ۴۰ کندروف هستند. يکنوا های عملگر مقداری تک نتايج برای مفيدی چشم انداز مثابه ی به محدب

کند. اثبات را زير زيبای نتيجه ی تا کرد ترکيب عمومی توپولوژی از خود دانش با را مطلب
اکيداً آن دوگان فضای با معادل نرمی يا آن دوگان فضای نرم که بطوری باشد باناخ فضای يک X کنيد فرض ( (کندروف .۵ قضيه
عملگر هر صورت اين در است.) صادق پذير تفکيک و بازتابی فضاهای تمام در جمله از فضاها از بسياری در مطلب (اين است. محدب
مشتق پذير فضا بر پيوسته محدب تابع هر به ويژه است. مقداری تک دامنه اش درون از مجموعه زير هر بر فضا روی (ماکسيمال) يکنوای

است. گاتو مفهوم به
بهينه سازی مساله ی اثبات.

(۱۱) kT (x) := inf{∥ x∗ ∥∗: x∗ ∈ T (x)},

که می کنيم بررسی و گرفته نظر در را
است. پايينی پيوسته نيم kT (آ)

بدان مطلب اين ما، مفروضات توجه با باشند. داشته يکسانی نرم T (x) عناصر همه ی هرگاه باشد پيوسته x در می تواند فقط kT (ب)
پيوستگی [۲۴] ۴۱ فورت قضيه از ساده ای نتيجه خاتمه، در باشد. پيوسته نقاط آن در kT که است تک- مقداری نقاطی در T که معناست
□ می کند. تضمين را kT
مانده ی نقاط تمام در Y متريک فضای يک فشرده زيرمجموعه های همه ی مجموعه ی توی به X توپولوژيک فضاي از بالايی نيم پيوسته نگاشت يک (فورت) قضيه ۴۱

است. پيوسته X
39 Zarantonello 40Kenderov
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۱۸–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و رياضی نشريه ، مترجم ، بوروين م. جاناتان

مرتبط يکنوا عملگرهای نرم-نرم پيوستگی به را محدب تابع فرشه مشتق پذيری جذاب، بسيار نتيجه يک با [۳۱] مقاله ی در کندروف
کرد.

معرفی را [۲۸] چگال نوع از عملگرهای مفهوم ۴۲ گوسز مقالات، از سری يک در هفتاد، دهه ی اواسط تا اوايل از گوسز. .۵ .۲ .۲
گاه هر است، (D) چگال نوع از T ∈ X∗∗ ×X∗ عملگر کرد:

inf
(x,x∗)∈T

⟨x∗ − z∗, x− z∗∗⟩ ⩾ 0,

باشد. داشته وجود (xα, x
∗
α) →w∗×s (z∗∗, z∗) کراندار تور يک که کند ايجاب دارد) ۴۳ يکنوايی ارتباط T با (z∗, z∗∗) (گوييم

ماکسيمال يکنوای عملگر های تمام بديهی بطور و محدب های f ازای به را ها ∂f همه ی چگال - نوع های عملگر دادند نشان ايشان
را نظريه از قسمتی ،R(T + JX) = X∗ کامل اثبات ارائه ی در شکست عليرغم شد قادر گوسز آن از پس دارد. بر در را بازتابی
حادث می تواند گوناگونی سرکش های رفتار که دهد نشان توانست ايشان که بود اين نتيجه مهمترين شايد دهد. ترفيع بازتابی فضای در

داد. ارائه را چگال غير نوع از خطی ماکسيمال يکنوای عملگر ايشان ۱۹۷۴ سال در شود.

با S : `1(N) −→ `∞(N) پيوسته ی خطی نگاشت گوسز) (عملگر .۴ مثال

(۱۲) (Sx)n := −
∑
k<n

xk +
∑
k>n

xk ∀x = (xk) ∈ `1, n ∈ N,

يکنواست. −S∗ که حالی در نيست يکنوا S∗ آن در که است کج خطی عملگر يک ±S : `1 −→ `∞ صورت اين در است. مفروض

با نقطه نا متناهی که داد ارائه ماکسيمالی يکنوای عملگر ايشان (يعنی داد. نشان را يکنوا توسيع های نبودن يکتا گوسز ۱۹۷۶ سال در
ماکسيمال يکنوای عملگر های از مثال اولين ايشان ۱۹۷۷ سال در نداشتند). را ارتباطی چنين ديگر هم با اما داشتند يکنوايی ارتباط آن

اند. شده داده توسيع و توصيف [۹ فصل ،۱۲] در نتايج اين همه نبود. بسته مجازاً آن برد که داد ارائه را
است ماکسيمال M و محدب f آن در که T = ∂f +M از هرگاه است دور بی T ماکسيمال يکنوای عملگر آسپلاند. .۶ .۲ .۲
شرح کرد. ثابت ماکسيمال يکنوای عملگرهای برای را جالبی تجزيه ی قضيه ی يک [۲] در ۴۴ آسپلاند است. آفين f که بگيريم نتيجه
آن بر (مشروط ماکسيمال يکنوای عملگر يک که می کند ايجاب مطلب اين بويژه است. شده ارائه [۲ .۹ بخش ،۱۲] در آن از جديدی
بخش (بدون دور بی قسمت يک و گراديان) زير (يک دوری قسمت يک مجموع صورت به می توان را باشد) تهی غير intD(T ) که
اخيراً صريح، بی دور غير خطی نگاشت يک از مثال نخستين هستند. بی دور کج نگاشت های که است واضح نوشت. ( نا بديهی زيرگراديان

است. شده ارائه [۲ .۹ بخش ،۱۲] در

با را S : R2 −→ R2 تابع ((۲۰۰۷) ۴۶ -ويرسما ۴۵ (بوروين .۵ مثال

(۱۳) S(x, y) := (−y, x),

است بی دور دارد، قرار واحد قرص در آن برد که S از Ŝ ماکسيمال يکنوای توسيع صورت اين در کنيد. تعريف x2 + y2 ≤ 1 به ازای
داريم ∥ x ∥≥ 1 به ازای و

(۱۴) Ŝ(x) =

√
1− 1

∥ x ∥2
x

∥ x ∥
+

1

∥ x ∥
S(

x

∥ x ∥
).
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۱۸–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و رياضی نشريه ماکسيمال، يکنوايی سال پنجاه

از شده اند. مطالعه کمتر بی دور خطی نگاشت های عموماً اما ،[۳۸] دارند وجود ۴۸ -ريبارسکا ۴۷ موسف از جالبی توسيع های اخيراً
بيشتری مطالعه ی سزاوار آن ها هستند اکسترمال ماکسيمال يکنوای نگاشت های ميان در نوعی به بی دور و دوری نگاشت های که آنجايی

هستند.

در حتی می توان را اقتصادی تعادل های بهينه سازیِ و ۴۹ متمرکز مدل های در يکنوا عملگر های از استفاده استقلال. پروژه ی .۷ .۲ .۲
محرمانه ابتدا در که پروژه اين .[۲۶ ،۴] کرد مشاهده فورد و نيکسون دولت های در متحده ايالات انرژی وزارت انرژی استقلال پروژه ی
ارزيابی سامانه ی الگوريتم خاص، به طور است. ننشسته ثمر به هنوز بوضوح و گرفت، شکل دوره آن نفت قيمت شوک های پی در بود،

۵۱ می کرد. مدل سازی يکنوا عملگرهای از استفاده با را تقاضا ،[۱] ۵۰ استقلال پروژه ی
که کرد پيشنهاد آکسفورد در ۱۹۷۲ سال در من راهنمای استاد بود. خوشايند اشتباه يک نتيجه يکنوا عملگر های با من خود آشنايی
من و داد نشان من به اشتباهی را ژورنال ايشان خوشبختانه بنويسم. ۵۲ مسکو از مقاله ای اساس بر را ارشدم کارشناسی نامه پايان من

کردم. مطالعه بود، ايشان نظر مورد که مجموعه ای همگرايی بجای را، ماکسيماليتی جديد حوزه

.۱۹۸۹ -۱۹۷۸ .۳ .۲
[۴۹] مقاله ی در و ۱۹۸۳ سال در می توان را الگوريتمی ايده های ترين مفيد از يکی تئوريک نظر نقطه از اسپينگارن. .۱ .۳ .۲
از مناسبی تعميم اسپينگارن مقاله اين در يافت. بود) کرده تکميل رکافلار با را خود دکتری رساله ی تازگی به (که ۵۳ اسپينگارن نوشته ی
اساسی مسأله کرد. شايانی کمک هيلبرت فضای در يکنوا عملگر ۵۴ همگرايی-مؤکد تجزيه روش های به و آورد به دست اينفيمال پيچش

است: زير بصورت
بطوری باشند H برهم عمود و بسته برداری فضاهای زير B و A که کنيد فرض

. a ∈ A, b ∈ B که آن بر مشروط بيابيد را b ∈ T (a) جواب A⊕B = H که
حل برای می توان را اسپينگارن تکراری الگوريتم می گيرد، سرچشمه پروکسيمال نقطه ی الگوريتم از آن از بخشی که انگيزه ای با
[۴۹] در اسپينگارن توسط که جزئی معکوس های برد. به کار سايرمسائل و شدنی محدب مسائل ، ۵۵ متمم مسائل يکنوا، شمول های موثر
مسائل جزئی، مشتق با معادلات در کاربرد هايی با تجزيه الگوريتم های بر غنی بسيار و مداوم مقالات سير از اوليه ای مثال شد، نام گذاری

.[۵۰ ،۲۷ ،۲۵ ،۲۱ ،۱۹] از عبارتند مهم مقالات از برخی است. غيره و تصوير پردازش معکوس،
است: ثبت Mathematical Review در فيتزپاتريک. .۲ .۳ .۲

E×E روی زينی تابع ديفرانسيل های زير کمک با يکنوا عملگر های از نمايش يک (۱۹۸۵) ۵۶ کراوس اوليه ی کارهای از يکی ”در
LT : E × E −→ محدب تابع از استفاده با را T ⊂ (E × E∗) يکنوا ی عملگر مؤلف نقد، تحت مقاله ی در است. شده ارائه

با که R ∪ {+∞}

LT (x, x
∗) = sup{⟨x∗, y⟩+ ⟨y∗, x− y⟩ : (y, y∗) ∈ T},

است.“ کرده مطالعه است شده تعريف
عنوان به که کانبرا، در پيش رو کارگاهی برای را موضوعی خواست من از که کرد ابداع زمانی را ساختار اين فيتزپاتريک سايمون
است صورت بدين تاريخی، لحاظ از ماجرا بقی ما دادم. ارجاع کراوس مقاله ی به را او من کنم. پيشنهاد بود، شده دعوت آن به سخنران

فدرال وزارت استقلال پروژه ”در می کنم. قول نقل فرصت سوزی سال ۳۵ از عهدنامه يک عنوان به را [۲۶] من دارم. کتاب هايم قفسه ی در را [۱] از کپی يک ۵۱هنوز

وابستگی و آمريکا در انرژی عرضه و تقاضا درباره ی مطالعه اين برسد. انرژی استقلال به ۱۹۸۵ سال در ايالات متحده که می رفت اميد آن در که بود طرحی انرژی،
“ هستند. دست نيافتنی استقلال پروژه ی اهدافِ اين که می گيرد نتيجه ۱۹۸۵ تا ۱۹۷۵ از نفت واردات به
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۱۸–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و رياضی نشريه ، مترجم ، بوروين م. جاناتان

LT به آخر جمله ی اين که حالی در می برد بين از را تحدب که بود کرده استفاده sup{⟨x∗, y⟩ : (y, y∗) ∈ T} از پيشتر برزيس که
محدب تابع پيوستگی طريق از را intD(T ) بر T عملگر موضعی کرانداری من و فيتزپاتريک همچنين . داد را لازم آيی کار و قدرت

(۱۵) fT (x) := sup{⟨y∗, y − x⟩ : (y, y∗) ∈ T},

رسانديم. اثبات به
بود: زير نتيجه ی کرد اثبات فيتزپاتريک آن چه

آن بر علاوه است. محدب LT صورت اين در باشد. ماکسيمال يکنوای عملگر يک T کنيد فرض فيتزپاتريک) (تابع .۶ قضيه
.x∗ ∈ T (x) اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و LT (x, x

∗) ≥ ⟨x∗, x⟩

کرد. کمک حوزه اين بازآفرينی به کامل به طور بعدی قرن در که اين تا ماند بی استفاده عمدتاً قضيه اين

.۱۹۹۹ -۱۹۸۹ .۴ .۲
[۳۹] مشتق پذيری و يکنوا عملگرهای محدب، توابع عنوان با خود کتاب ويرايش اولين ۵۷ فلپس باب سال۱۹۸۹ در فلپس. .۱ .۴ .۲
مشتق پذيری قضا، از کرد. آوری جمع جا يک بود معلوم جالب تيتر سه اين در باره ی که آن چه هر بار اولين برای واقعاً که کرد منتشر را
به دست برای X ×X∗ از تابع يک گرفتن نظر در باور است. نداشته چندانی کاربرد آن در زمان آن تا فيتزپاتريک تابع که بود جايی تنها

است. مشکل X در مشتق پذيری نتايج آوردن
نتايج، ديگر ميان در ،[۵۳ ،۳۱ ،۳۰] از توسعه يافته روش های تمامی تلفيق با [۴۰] ۵۹ -فلپس-ناميوکا ۵۸ پريس سال۱۹۹۰، در
است مقداری تک تعريف اش دامنه ی درون در عمومی به طور هموار، نرم با فضايی بروی ماکسيمال يکنوای عملگر يک که دادند نشان

مشتق پذيرند. گاتو عموماً فضايی چنين بر پيوسته محدب توابع تمام ولذا
مجموعه در يوشيدا تقريب و حلال برای جايگزينی چگونه که اين برای مهم ايده  ی چند [۲۳] فيتزپاتريک و فلپس ،۱۹۹۲ سال در
گرفته به کار و يافته توسيع بيشتر [۱۲ ،۸] در و يافته توسعه بيشتر اندکی ايده ها اين اگرچه کردند. معرفی را شود ساخته بازتابی غير های

هستند. بيشتری مطالعه ی نيازمند ايده ها اين هنوز اما شدند
ماکسيمال يکنوايی از نظام مند تبيين نخستين آن در ۶۰ سيمونز که بود [۴۶] انتشار دهه، اين واقعه ی مهم ترين شايد سيمونز. .۲ .۴ .۲
برداری بهره و بازنگری- در پيچيده- کاملا دنباله ای فضاهای گرفتن به کار درگير کار اين کرد. فراهم محدب آناليز پيکره ی داخل در را
ساده تر محسوس به شکلی و تأخير دهه يک با [۴۷] دوم ويرايش هستند. ای حرفه بسيار ضمينه اين در ايشان که بود مينيماکس نظريه از
است. شده سازی ساده واقعا محدب آناليز [۲۲] فيتزپاتريک تابع وجود سايه ی در اکنون است. شده منتشر مناسب نامی تغيير با و شده

است (NI) منفی اينفيمم نوع از T عملگر کرد: معرفی را ماکسيمال يکنوای عملگرهای از ديگری بنيادی رده ی همچنين سيمونز
باشيم داشته (z∗, z∗∗) ∈ (X∗, X∗∗) هر به ازای هرگاه

(۱۶) inf
(x∗,x)∈T

⟨x∗ − z∗, x− z∗∗⟩ = 0.

داد نشان ايشان که جايی شد، برداشته رساله ی دکترايش در و ۱۹۹۶ سال در ۶۱ بائوشکه توسط ديگر، مهم گام بائوشکه. .۳ .۴ .۲
نوع از اگر فقط و اگر و باشد چگال نوع از اگر فقط و اگر يکنواست T ∗ که است ويژگی اين دارای T (ماکسيمال) يکنوای خطی عملگر

هستند. منطبق هم بر (NI) و چگال نوع کلی، حالت در که است شده معلوم اکنون .[۶] باشد (NI)
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ضابطه ی با T : L1[0, 1] −→ L∞[0, 1] عملگر ولترا نوع از کراندار خطی عملگر فيتزپاتريک-فلپس(۱۹۹۶)) (عملگر .۶ مثال

(۱۷) T (x)(t) :=

∫ t

0
x(s)ds−

∫ 1

t
x(s)ds,

نيست. يکنوا ±T زيرا نيست چگال نوع از ±T کدام هيچ اما است کج
صورت به عملگرهايی در ،۶ مثال در فيتزپاتريک-فلپس عملگر و ۴ مثال در شده داده گوسز عملگر مانند سرکش، رفتارهای همه ی
باناخ شبکه فضای يک بر نمی توانند آن ها که اين بويژه نيست. يکنوا T ∗ ولی يکنواست خطی عملگری T آن در که هستد T + λJX

باناخی فضای در جز شود، ثابت است ممکن مقاله اين تحرير زمان در بنابراين .[۶] X = `1(N)
⊕

Y آنکه مگر باشند داشته وجود
است. چگال نوع از فضا بر ماکسيمال يکنوای عملگر هر باشد، `1(N) از کپی يک شامل که

از ما درک در چشمگيری پيشرفت شاهد دهه اين مستعد، محققين از کثيری تعداد توجه و تمرکز دليل به .۲۰۰۹ -۱۹۹۹ .۵ .۲
۶۷ مارتينز-لگاز، ۶۶ يوسم، ۶۵ ابرهارد، ۶۴ بوراچيک، ۶۳ بوچ، ۶۲ -آلوز، مارکوس اسامی من است. بوده ماکسيمال يکنوای عملگرهای
فهرست اين بودن ناقص به و کنم می ذکر را داشتند زيادی خيلی سهم که ۷۳ زالينسکو و ۷۲ ووسی، ۷۱ ثرا، ۷۰ اسويتر، ۶۹ سيمونز، ۶۸ پنو،

يافت. [۹ فصل ،۱۲] در می توان ۲۰۰۹ اواسط تا را کار اين دقيق ارجاع های و کامل جزئيات دارم. آگاهی
تقريباً نمودار زالينسکو با ووسی و مارکوس-آلوز جديد کار سايه ی در دهد. می نشان نموداری به صورت را کنونی وضعيت ۱ شکل
(D) و (NI) بر رده اين که است شده معلوم اينک زيرا نمی شود شامل را (ED) سايمون علاقه ی مورد رده ی نمودار اين است. کامل

دهم. می ارجاع [۱۲] به اختصاری علامات تعاريف از استفاده برای هم باز .[۴۸] است منطبق
يکنوايی FP)؛ فيتزپاتريک-فلپس( موضعی(LMM)؛ ماکسيمال يکنوای برونستد-رکافلار(BR)؛ (ANA)؛ منفی راستای در تقريباً

.(MM)ماکسيمال

تنها نقطه چين استلزام های هستند. اکيد شده اند، مشخص «؟» با که آن هايی به جز استلزام ها، همه کلی، بازتابی غير فضای در :۱ شکل
هستند. حدس حد در

دانيم می اکنون تا که آن چه :۱ شکل
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فيتزپاتريک از بعد ماکسيمال يکنوايی .۳

به اثبات اينک کنم. اثبات را ميتنی قضيه ی کامل فرم می خواهم بفردمان، منحصر بررسی و مجمل مطالعه ی به بخشيدن پايان برای
[۱۲ ،۸] و [۱ .۵ بخش ،۱۳]) است. شده ساده اندازه همان به تقريباً ۲ رکافلار مجموع قضيه اثبات و است شده ساده آوری حيرت طور

ببينيد.) را
صورت اين در باشد. ماکسيمال يکنوای X بازتابی باناخ فضای بر T کنيد فرض مينتی) پوشايی (قضيه ۷ قضيه

R(T + JX) = X∗.

،x∗ و xهر ازای به که می کند ايجاب ۶ فيتزپاتريک قضيه ی و کوشی نا مساوی اثبات.

(۱۸) LT (x, x
∗) +

∥ x ∥2 + ∥ x∗ ∥2

2
≥ 0.

که بطوری دارد وجود (w∗, w) ∈ X∗ ×X نقطه ی که می گيريم نتيجه [۴ فصل ،۱۲] هان-باناخ ساندويچ قضيه ی به توجه با

(۱۹) 0 ≤ LT (x, x
∗)− ⟨w∗, x⟩ − ⟨x∗, w⟩+ ∥ y ∥2 + ∥ y∗ ∥2

2
+ ⟨w∗, y⟩+ ⟨y∗, w⟩.

داريم (۱۹) نامساوی در y∗ ∈ −Jw و y ∈ −Jw∗ انتخاب با

(۲۰) LT (x, x
∗)− ⟨w∗, x⟩ − ⟨x∗, w⟩ ≥ ∥ w ∥2 + ∥ w∗ ∥2

2
.

LT (x, x
∗) = ⟨x∗, x⟩ به توجه با و فوق نا مساوی طرف دو هر به ⟨w∗, w⟩ کردن اضافه با x∗ ∈ T (x) هر به ازای

(۲۱) ⟨x∗ − w∗, x− w⟩ ≥ ∥ w ∥2 + ∥ w∗ ∥2

2
+ ⟨w∗, w⟩ ≥ 0,

قرار با حال .w∗ ∈ Tw داريم الزاماً پس است، ماکسيمال T و است برقرار x∗ ∈ Tx هر ازای به (۲۱) چون می آوريم. به دست را
می شود معلوم (۲۱) در x = w و x∗ = w∗ دادن

∥ w ∥2 + ∥ w∗ ∥2

2
+ ⟨w∗, w⟩ = 0,

مطلوب نتيجه ی برد، به کار T انتقال هر به می توان را استدلال همين چون .0 ∈ (T + J)w بنابراين می دهد. نتيجه −w∗ ∈ Jw که
□ می آوريم. به دست را R(T + J) = X∗

فيتزپاتريک تابع مطالعه ی و گرفته بر در را n-يکنوايی آن که داريم دسترسی فيتزپاتريک توابع خانواده ی به اکنون که می کنيم ياد آوری
از مجموعه يک همچنين می سازد. پارچه يک است، شده توصيف [۹ .۲ بخش ،۱۲] و [۵] در که طوری همان را، (۷) رکافلار تابع و
از قياسی همانند آن ها به می توان و [۱۸] کنند می رشد سرعت به که دارد وجود يکنوا های عملگر ۷۴ گسترش با رابطه در علمی مقالات
و فيتزپاتريک تابع از که دارند وجود ديگری بسيار حوزه های است شده تأکيد [۴۷ ،۱۲ ،۸] در که طور همان نگريست. -مشتق پذيری ε

می سازد. ممکن را پيشين منتظره ی غيره پيشرفت اين و می کنند استفاده نماينده توابع ساير

74enlargement
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است) مانده باقی دادن انجام برای که (هرآن چه باز مسائل .۴

به متن، در شده مطرح گوناگون سوالات ساير و ۱ نمودار نشده ی حل استلزام های بر علاوه باز، اساسی بسيار سوالات من نظر از
هستند: زير شکل

ماکسيمال يکنوای T و S اگر ديگر، عبارت به است؟ قرار بر X باناخ فضای هر در ۲ قضيه يعنی رکافلار مجموع قضيه ی آيا •
و باشند

D(S) ∩ intD(T ) ̸= ∅.

ووسی ) باشند چگال نوع از T و S گاه هر يا intD(S) ∩ intD(T ) ̸= ∅ اگر است؟ ماکسيمال S + T آيا
است. قرار بر نيز ديگری متفاوت مفروضات تحت مطلب اين و است؛ ماکسيمال واقع در S + T صورت دراين -زالينسکو)

است؟ صحيح چگال نوع از عملگر های تمام برای مطلب اين است؟ محدب D(T ) دارای يکنوا عملگر هر آيا •
يکنواهای همه ی بطوری که دارند وجود بازتابی غير فضا های آيا يعنی است؟ (D) نوع از X بازتابی غير فضای هر آيا •
از آنگاه نباشد، l1(N) از کپی هيچ شامل X اگر که می زنم “حدس ضعيف ”بطور من باشند. (D)نوع از X روی ماکسيمال

است. برقرار X = c0 برای که طور همان است (D) نوع
x در fT (x)اگر که طوری به کرد الصاق T ماکسيمال يکنوای عملگر های به را fT محدب تابع که دارد وجود راهی آيا •
باشد؟) نداشته تکيه نرم هندسه به که دارد وجود (۱۱) نظير تحدبی آيا باشد؟(يعنی، مقداری تک T (x) آنگاه باشد، مشتق پذير
به می توان داراست را ممکن سرکش رفتار های تمام ماکسيمال يکنوای عملگر يک بی دور قسمت که رسمی غير شهود اين آيا •

: زنم می حدس من يعنی آورد. در فرمول صورت
می دهد؛ انجام بی دور قسمت را آن باشد بدی خاصيت دارای T اگر (آ)

می دهد؛ انجام دوری قسمت را آن باشد خوبی خاصيت دارای T اگر (ب)
دارد. نيز T + ∂f آنگاه باشند، خوبی مشترک خاصيت دارای ∂fو T اگر (پ)

نتيجه .۵

قضايايی دارند: وجود بسياری جذاب باز سوالات هنوز دارد. قرار شکوفايی نو مرحله ی در تازه ماکسيمال يکنوای عملگر نظريه ی
دوريم. به نهايی داستان دانستن از ما و دارند وجود يافتن برای نقضی مثال های و اثبات برای

سپاسگزاری

داشته اند مشارکت تحقيق نيم قرن اين در که آنانی کنم؛ تشکر محققين گروه دو از و توجه شان بذل خاطر به مقاله داور دو از می خواهم
دهند. ارائه را خود سهم است قرار که کسانی و
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۱۸–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و رياضی نشريه ، مترجم ، بوروين م. جاناتان

مدنی دبيرستان از فيزيک و رياضی ديپلم دارای وی است. چالدران شهرستان توابع از حراملو روستای در ۱۳۵۱ اسفندماه متولد مترجم
كارشناسی مقطع وارد ۱۳۷۵ سال در و شد تهران دانشگاه محض رياضی رشته كارشناسی مقطع وارد ۱۳۷۱ سال در و است ماکو شهرستان
يونان کشور به دکتری دوره در تحصيل ادامه برای سپس شد. مصاحب) رياضی (موسسه خوارزمی دانشگاه در محض رياضی رشته ارشد

شد. التحصيل فارغ اژه دانشگاه از و رفته
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