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EQUIVARIANT T -HARMONIC MAPS BETWEEN COMPACT RIEMANNIAN

MANIFOLDS OF COHOMOGENEITY ONE

MEHRAN AMINIAN ∗ AND MEHRAN NAMJOO

Abstract. In this paper, Urakawa’s work on equivariant harmonic maps between compact Rie-

mannian manifolds with codimension one is extended to equivariant T -harmonic maps between them.

The Euler-Lagrange equation for the harmonicity of these maps has been transformed into their T -

harmonicity. It is assumed that both the domain and target Riemannian manifolds have codimension

one, meaning they both have isometry group actions with orbits of codimension one. Then, the or-

dinary differential equations for equivariant T -harmonic maps between them have been derived. As

an application, T -harmonic maps from 2-dimensional flat tori into spheres have been constructed. All

equivariant T -harmonic maps from a flat torus into a Riemannian manifold that admits a codimension

one action of a compact Lie group have been identified by solving a system of ordinary differential

equations.

1. Introduction

The aim of this paper is to develop works of Urakawa [28] on equivariant harmonic maps between

compact Riemannian manifolds of cohomogeneity one, to equivariant T -harmonic maps between them,

which is introduced in [1] (see also [2]), and also his reduction of the Euler-Lagrange equation on
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harmonicity of these maps to T -harmonicity of them. As applications, we construct T -harmonic maps

from 2-flat tori into spheres.

To construct T -harmonic maps, We assume that both domain and target Riemannian manifolds

are of cohomogeneity 1; that is, both admit the isometry group actions having orbits of codimension

1. Then we derive the ordinary differential equations of the equivariant T -harmonic maps between

them.

We recall the prerequisites from [1, 2, 27, 28]. Let (M, g) be a compact Riemannian manifold and

K a compact Lie group acting effectively and isometrically on M with cohomogeneity one; that is,

there is an orbit of codimension one, so dim(Kx) = dimM−1 for some x ∈ M . The orbit space M/K

is either a closed interval [0, l] or a circle. Focusing on the interval case, we describe the structure of

K and (M, g), following [28]. Let c(t), 0 < t < l, be a geodesic in M representing M/K. The isotropy

subgroup at c(t) is Jt, which is constant J for t ∈ (0, l). The Lie algebra k of K admits an orthogonal

decomposition relative to an Ad(K)-invariant inner product ⟨, ⟩:

k = j⊕m,

where j is the Lie algebra of J , and m is Ad(J)-invariant.

The map K/J × [0, l] → M defined by (kJ, t) 7→ kc(t) is surjective; restricted to K/J × (0, l) it is

smooth and its image M̊ is an open dense subset of M . On M̊ , the metric can be expressed as

g = dt2 + gt,

where gt is the K-invariant metric on the orbit Kc(t). For X,Y ∈ m,

gt(Xc(t), Yc(t)) = αt(X,Y ),

with X extended to a vector field on M by Xp = d
ds

∣∣
s=0

exp(sX) · p. The inner product αt on m is

diagonal with respect to an orthonormal basis {Xi}m−1
i=1 :

αt(Xi, Xj) = fi(t)
2δij , 1 ≤ i, j ≤ m− 1,

where m = dimM . Finally, an orthonormal frame {ei}mi=1 near c(t) is constructed on

W := {kc(s) | k ∈ U ⊂ exp(m), |s− t| < ε}

by

(1.1)

(ei)kc(s) := fi(s)
−1τk∗Xic(s), 1 ≤ i ≤ m− 1,

(em)kc(s) := τk∗ċ(s),

where τk denotes the action of k ∈ K on M , ċ(s) is the tangent vector to c at s, and U is a small

neighborhood of e in exp(m).

82 https://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.143572.1714

https://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.143572.1714


Equivariant T -harmonic maps between compact ..., Mathematics and Society/ 11 no. 1 (2026) 81–108

Definition 1.1. [1] Let T : X (M) → X (M) be a smooth tensor on M , ϕ : (M, g) → (N,h) be a

smooth map. The differential operator
T
□ is defined as follow:

T
□(ϕ) =

m∑
i=1

(∇̃Teiϕ∗(ei)− ϕ∗(∇Teiei)).

Theorem 1.2. [1] The map ϕ is T -harmonic map if and only if

(1.2)
T
□(ϕ) +

1

2
ϕ∗
(
div(T + T t)

)
= 0 .

The L.H.S of equation (1.2), is called Amin-tension field and denoted by

AT (ϕ) =
T
□(ϕ) +

1

2
ϕ∗
(
div(T + T t)

)
,

which is a generalization of the notion introduced in [2].

2. Main Results

Consider compact Riemannian manifolds (M, g) and (N,h), each admitting effective, isometric

cohomogeneity-one actions by compact Lie groups K and G, respectively. Their orbit spaces can be

identified as intervals M/K = [0, l] and N/G = [0, l̄], with corresponding geodesics c(t) on M for

t ∈ [0, l] and c̄(r) on N for r ∈ [0, l̄]. Denote the isotropy subgroups at these points by Jt ⊂ K and

Hr ⊂ G. For 0 < t < l and 0 < r < l̄, these stabilize to fixed groups J and H, respectively [28].

Let A : K → G be a Lie group homomorphism. A map ϕ : M → N is called A-equivariant if it

satisfies ϕ(kx) = A(k)ϕ(x) for all k ∈ K,x ∈ M . Such an ϕ induces a function r : [0, l] → [0, l̄] and a

map Ψ : [0, l] → G with

ϕ(c(t)) = Ψ(t)c̄(r(t)), t ∈ [0, l].

The A-equivariance condition requires

(2.1) Ψ(t)−1A(Jt)Ψ(t) ⊂ Hr(t), t ∈ [0, l].

Conversely, any pair (r,Ψ) satisfying the condition (2.1) defines an A-equivariant map by

ϕ(kc(t)) = A(k)Ψ(t)c̄(r(t)), k ∈ K, t ∈ [0, l].

Moreover, all A-equivariant maps from M to N arise in this manner.

Since G act isometrically on (M, g) , we get {τk∗ei}mi=1 a local orthonormal frame field on M and

T
□(ϕ)(kx) =

∑
i

(∇̃Tτk∗eiϕ∗(τk∗ei)− ϕ∗(∇Tτk∗eiτk∗ei)).

Throughout the paper, assume that T ◦ τk∗ = τk∗ ◦ T . Therefore
T
□(ϕ)(kx) =

∑
i

(∇̃τk∗Teiϕ∗(τk∗ei)− ϕ∗(∇τk∗Teiτk∗ei)).
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Since ϕ ◦ τk = τA(k) ◦ ϕ, k ∈ K, we have ϕ∗ ◦ τk∗ = τA(k)∗ ◦ ϕ∗, and by isometry of τA(k),

T
□(ϕ)(kx) =

∑
i

(
∇̃τk∗Teiϕ∗ (τk∗(ei))− ϕ∗τk∗∇Teiei

)
=
∑
i

(
∇̃τk∗TeiτA(k)∗ (ϕ∗(ei))− τA(k)∗ ◦ ϕ∗∇Teiei

)
= τA(k)∗

T
□(ϕ)(x),

where k ∈ K, x ∈ M̊ . Then we only have to calculate
T
□(ϕ) at c(t), 0 < t < l.

To proceed, recall that the metrics g and h on M and N are described as follows: Let m ⊂ k and

n ⊂ g be the subspaces invariant under Ad(J) and Ad(H), respectively, and orthogonal to j and h

with respect to the inner products ⟨, ⟩ on k and g. Then

g = dt2 + gt, h = dr2 + hr,

and the inner products αt, and βr, on m and n are induced from gt, and hr. Choose orthonormal bases

{Xj}m−1
j=1 and {Ya}n−1

a=1 of (m, ⟨, ⟩) and (n, ⟨, ⟩) in such a way that

αt(Xi, Xj) = fi(t)
2δij and βr(Ya, Yb) = ha(r)

2δab.

As in formula (1.1), define orthonormal frame fields {ej}m−1
j=1 and {ēa}n−1

a=1 on neighborhoods W and

W̄ of c(t) and c̄(r), respectively. Then we obtain the following proposition.

Proposition 2.1. Assume that the function r(t) : [0, l] → [0, l̄] satisfies r(0) = 0, r(l) = l̄, and

0 < r(t) < l̄ for 0 < t < l. Then
T
□(ϕ) which ϕ : (M, g) → (N,h) is an A-equivariant map and smooth

on M̊ , can be described as

T
□(ϕ)(c(t)) =

n−1∑
a=1

m−1∑
i,j=1

Tij(c(t))
(
fi(t)

−1fj(t)
−1ha(r)

−1βr(Ya, [Vi, Uj ])
)
ēa

+

n−1∑
a=1

m−1∑
j=1

(Tjm + Tmj)
(
ṙ(t) ha(r)

−2fj(t)
−1
( d
dr

ha(r)
)
− fj(t)

−2
( d
dt
fj(t)

)
ha(r)

−1
)
βr(Ya, Uj)ēa

+

n−1∑
a=1

m−1∑
j=1

Tmj(c(t))ha(r)
−1fj(t)

−1βr(Ya,
d

dt
Uj)ēa

+

(
Tmm(c(t))r̈(t) +

m−1∑
i=1

Tii fi(t)
−1dfi

dt
ṙ(t)

−
n−1∑
a=1

m−1∑
i,j=1

Tij ha(r)
−3
( d
dr

ha(r)
)
fi(t)

−1fj(t)
−1βr(Ya, Ui)βr(Ya, Uj)

)
ēn
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+
m−1∑
i,j=1

Tij fi(t)
−1fj(t)

−1τΨ∗

{
1

2
[Ui, Uj ] + Vr(Ui, Uj)−

(
Ad(Ψ−1)A

(1
2
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

))
n

}
c̄(r)

,

for r = r(t), Ψ = Ψ(t), 0 < t < l. Here we put Tij = ⟨T (ej), ei⟩g where {ei}mi=1 is an orthonormal

frame field given by equations (1.1), A(Xj) = Ad(Ψ)(Uj + Vj), Uj ∈ n, Vj ∈ h, and Xn is the

n-component of X ∈ g = h⊕ n. Also Ut(X,Y ) ∈ m and Vr(X
′, Y ′) ∈ n are defined by

2αt(Ut(X,Y ), Z) = αt(X, [Z, Y ]m) + αt([Z,X]m, Y ), X, Y, Z ∈ m;

2βr(Vr(X
′, Y ′), Z ′) = βr(X

′, [Z ′, Y ′]n) + βr([Z
′, X ′]n, Y ′), X ′, Y ′, Z ′ ∈ n.

Now By Theorem 1.2 and Proposition 2.1 we get the following result.

Theorem 2.2. (i) Assume that the function r(t) : [0, l] → [0, l̄] satisfies r(0) = 0, r(l) = l̄, and

0 < r(t) < l̄ for 0 < t < l. Then the Amin-tension field AT (ϕ) which ϕ : (M, g) → (N,h) is an

A-equivariant map and smooth on M̊ , can be described as

AT (ϕ)(c(t)) =
n−1∑
a=1

[
m−1∑
i,j=1

Tij(c(t))
(
fi(t)

−1fj(t)
−1ha(r)

−1βr(Ya, [Vi, Uj ])
)

+
m−1∑
j=1

(Tjm + Tmj)
(
ṙ(t) ha(r)

−2fj(t)
−1
( d
dr

ha(r)
)
− fj(t)

−2
( d
dt
fj(t)

)
ha(r)

−1
)
βr(Ya, Uj)

+
m−1∑
j=1

Tmj(c(t))ha(r)
−1fj(t)

−1βr(Ya,
d

dt
Uj)

+
1

2

m−1∑
j=1

((
d

dt
(Tjm + Tmj)

)
+

(
(Tmj + Tjm) fj(t)

−1
( d
dt
fj(t)

))
+

m−1∑
i=1

fi(t)
−1dfi

dt
(Tjm + Tmj)

−
m−1∑
i,k=1

(Tjk + Tkj) fi(t)
−2fk(t)

−1αt (Ut(Xi, Xi), Xk)

)
ha(r)

−1fj(t)
−1βr(Ya, Uj)

]
ēa

+

[
Tmm(c(t))r̈(t)−

n−1∑
a=1

m−1∑
i,j=1

Tij ha(r)
−3
( d
dr

ha(r)
)
fi(t)

−1fj(t)
−1βr(Ya, Ui)βr(Ya, Uj)

+

(
d

dt
Tmm +

m−1∑
i=1

fi(t)
−1dfi

dt
Tmm

− 1

2

m−1∑
i,j=1

(Tmj + Tjm) fi(t)
−2fj(t)

−1αt (Ut(Xi, Xi), Xj)

)
ṙ(t)

]
ēn

+

m−1∑
i,j=1

Tij fi(t)
−1fj(t)

−1τΨ∗

{
1

2
[Ui, Uj ] + Vr(Ui, Uj)−

1

2

(
Ad(Ψ−1)A

(
[Xi, Xj ]m

))
n

}
c̄(r)

.
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(ii) In particular, ϕ is T -harmonic map if and only if the following equations satisfied

m−1∑
i,j=1

Tij(c(t))
(
fi(t)

−1fj(t)
−1ha(r)

−1βr(Ya, [Vi, Uj ])
)

+
m−1∑
j=1

(Tjm + Tmj)
(
ṙ(t) ha(r)

−2fj(t)
−1
( d
dr

ha(r)
)
− fj(t)

−2
( d
dt
fj(t)

)
ha(r)

−1
)
βr(Ya, Uj)

+

m−1∑
j=1

Tmj(c(t))ha(r)
−1fj(t)

−1βr(Ya,
d

dt
Uj)

+
1

2

m−1∑
j=1

((
d

dt
(Tjm + Tmj)

)
+

(
(Tmj + Tjm) fj(t)

−1
( d
dt
fj(t)

))
+

m−1∑
i=1

fi(t)
−1dfi

dt
(Tjm + Tmj)

−
m−1∑
i,k=1

(Tjk + Tkj) fi(t)
−2fk(t)

−1αt (Ut(Xi, Xi), Xk)

)
ha(r)

−1fj(t)
−1βr(Ya, Uj)

+

m−1∑
i,j=1

Tij fi(t)
−1fj(t)

−1ha(r)
−1βr

(
1

2
[Ui, Uj ] + Vr(Ui, Uj)−

1

2

(
Ad(Ψ−1)A

(
[Xi, Xj ]m

))
n
, Ya

)
= 0,

for a = 1, . . . , n− 1, and

Tmm(c(t))r̈(t)−
n−1∑
a=1

m−1∑
i,j=1

Tij ha(r)
−3
( d
dr

ha(r)
)
fi(t)

−1fj(t)
−1βr(Ya, Ui)βr(Ya, Uj)

+

(
d

dt
Tmm +

m−1∑
i=1

fi(t)
−1dfi

dt
Tmm − 1

2

m−1∑
i,j=1

(Tmj + Tjm) fi(t)
−2fj(t)

−1αt (Ut(Xi, Xi), Xj)

)
ṙ(t) = 0.

3. Summary of Proofs/Conclusions

From this point on, we will consider an A-equivariant map ϕ satisfying the condition

(3.1) ϕ(c(t)) = c̄(r(t)), that is, Ψ ≡ 1.

and classify all A-equivariant T -harmonic maps satisfying the condition (3.1) from a flat torus into a

Riemannian manifold (N,h). Let (M, g) = (T 2, g) be a flat torus where

K = SO(2) =

{(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
; θ ∈ R

}
acts cohomogeneity 1. Then T 2 = R/2πZ × R/TZ with some T > 0. The constant T > 0 will be

determined as the period of the periodic solution of some ODE. In this case, the isotropy subgroup Jt

of K consists only of the identity,

m = RX1 with X1 =

(
0 −1

1 0

)
and f1(t) ≡ 1 .
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Let A be a homomorphism of K = SO(2) with the compact Lie group G. Then any A-equivariant

map ϕ with condition (3.1) of (T 2, g) into (N,h) is of the form

ϕ(t, θ) := exp θA(X1)c̄(r(t)),

where c̄(r), 0 ≤ r ≤ l̄, is the representing geodesic of (N,h), and A satisfies always the condition (2.1).

Proposition 3.1. Let A be a homomorphism K = SO(2) → G satisfying A(X1) = U1 + V1, U1 ∈ n,

V1 ∈ h, and [U1, V1] = 0. Then all the A-equivariant T -harmonic maps ϕ : (T 2, g) → (N,h) with

condition (3.1) which admit cohomogeneity 1 action of G are exhausted by all solutions r(t) of ODE

system

(T12 + T21) (c(t)) ṙ(t) ha(r)
−1
( d
dr

ha(r)
)
βr(Ya, U1) +

d

dt
((T12 + T21) (c(t)))βr(Ya, U1)

+ T11(c(t)) βr (Vr(U1, U1), Ya) = 0,

for a = 1, . . . , n− 1, and

T22(c(t))r̈(t)−
n−1∑
a=1

T11(c(t)) ha(r)
−3
( d
dr

ha(r)
)
βr(Ya, U1)

2 + ṙ(t)
d

dt
(T22(c(t))) = 0,

such that c̄(r(t)) is periodic in t with period T , and the corresponding T -harmonic maps are given by

ϕ(t, θ) := exp θU1c̄(r(t)).

Proof. Since exp θA(X1) = exp θU1 exp θV1 due to [U1, V1] = 0 and exp θV1c̄(r(t)) = c̄(r(t)), and by

Theorem 2.2 we get the result. □

Example 3.2. Consider the natural action of G = SO(p + 1) × SO(n − p) ⊂ SO(n + 1) on Sn, (cf.
[28]). In this case, the map ϕ in Proposition 3.1, is of the form

ϕ(t, θ) = cos r(t) exp θ

(
0 −Xt

X 0

)
ξ1 + sin r(t) exp θ

(
0 −Y t

Y 0

)
ξp+2 ∈ Sn,

where {ξj}n+1
j=1 is the standard basis of Rn+1, and X ∈ Rp and Y ∈ Rn−p−1 are arbitrary vectors such

that both matrices

exp θ

(
0 −Xt

X 0

)
and exp θ

(
0 −Y t

Y 0

)
,

are periodic in θ with period 2π. The function r(t) is a solution of ODE system

(
− (T12 + T21) (c(t)) ṙ(t) sin r +

d

dt
((T12 + T21) (c(t))) cos r

)
∥X∥= 0,(

(T12 + T21) (c(t)) ṙ(t) cos r +
d

dt
((T12 + T21) (c(t))) sin r

)
∥Y ∥= 0,

T22(c(t))r̈(t) + T11(c(t))
(
∥X∥2−∥Y ∥2

)
cos r sin r + ṙ(t)

d

dt
(T22(c(t))) = 0,
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such that (cos r(t), sin r(t)) is periodic in t with period T . Then these exhaust all the A-equivariant

T -harmonic maps with the condition (3.1) of (T 2, g) into (Sn, can) with the (SO(p+1)×SO(n− p))–

action. In special case T = fI, where f is a smooth function on torus and f(kc(t)) = f(c(t)), the

function r(t) is a solution of ODE

f(t)r̈(t) + f(t)
(
∥X∥2−∥Y ∥2

)
cos r sin r + ḟ(t)ṙ(t) = 0.

The case f is a non zero constant, we recover [28, equation (3.6)].
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یک همگنی نقص با فشرده ریمانی خمینه های بین هموردا T‑همساز نگاشت های

 

 

نامجو مهران و ∗
 

 

امینیان مهران

به یک، همگنی نقص با فشرده ریمانی خمینه های بین هموردا همساز نگاشت های روی اوراکاوا کارهای مقاله، این در چکیده.
T‑همسازی به ها نگاشت این همسازی برای اویلر‑لاگرانژ معادله است. شده داده گسترش آن ها بین هموردا T‑همساز نگاشت های
عمل دو هر یعنی برخوردارند، یک همگنی نقص از هدف و دامنه ریمانی خمینه دو هر که است شده فرض است. شده تبدیل آنها
آن ها بین هموردا T‑همساز نگاشت های معمولی دیفرانسیل معادلات سپس دارند. یک بعد نقص با مدارهایی که دارند طولپایی گروه
همه است. شده ساخته کره ها درون به ۲‑بعدی تخت چنبره های از T‑همساز نگاشت های کاربرد، به عنوان است. شده استخراج
می پذیرد، را فشرده لی گروه از یک همگنی نقص عمل که ریمانی خمینه یک به توی تخت چنبره یک از هموردا T‑همساز نگاشت های

شده اند. شناسایی معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک حل با

مقدمه .۱

اصلی، تمرکز مثابه به آن ها بین نگاشت ها رفتار و هندسی ساختارهای بین پیچیده روابط درک دیفرانسیل، هندسه مطالعه در
تعریف شده، انرژی تابع بحرانی نقاط که است همساز نگاشت های بررسی زمینه، این در تحقیق حوزه های از یکی است. باقی مانده
معرفی سامپسون و ایلز از برجسته ای کار در که همساز نگاشت های هستند. ریمانی خمینه های بین هموار نگاشت های فضای بر
فیزیک در مختلفی کاربردهای در بلکه می کنند، فراهم خمینه ها هندسی ویژگی های خصوص در عمیقی بینش نه تنها ،[۱۰] شدند
نگاشت های همساز، نگاشت های از جالب به ویژه رده یک .[۱۶] می شوند ظاهر نیز مایع کریستال های نظریه مانند مواد علم و

.[۹ ،۲۳ ،۲۴] می گیرند نظر در را مربوطه خمینه های تقارن ویژگی های که است هموردایی همساز
اعمال این زمانی که به ویژه می شوند، ظاهر گروهی عمل دارای خمینه های مطالعه در طبیعی به طور هموردا همساز نگاشت های
نگاشت ها این تحلیل در محوری نقش و است گروهی عمل عمومی مدارهای بعد نقص به اشاره همگنی نقص مفهوم باشند. طولپا
چارچوب می شود، یک بعد نقص با مدارهای به منجر لی فشرده گروه یک عمل جایی که یک ، همگنی نقص با فضاهای می کند. ایفا

.[۵ ،۲۱ ،۲۹] می کنند فراهم هموردا همساز نگاشت های رفتارهای و ویژگی ها کاوش برای غنی ای
است، بوده فشرده ریمانی خمینه های بستر در نگاشت ها این درک زمینه ساز ،[۲۷ ،۲۸ ،۲۶ ،۲۵] اوراکاوا، بنیادی کارهای
T‑همساز نگاشت های معرفی مفاهیم، این بر تکیه با می کند. تضمین را انرژی تابع برای بحرانی نقاط وجود فشردگی جایی که
نگاشت های تعریف به T هموار تانسوری میدان یک کردن وارد با ،[۱۴ ،۱۵ ،۱۲ ،۳ ،۲۲ ،۱۰] را، همسازی کلاسیک مفهوم
تعامل از عمیق تری درک و کرده فراهم را کاربردها از وسیع تری دامنه از استفاده امکان تعمیم این .[۲ ،۱] می دهد گسترش همساز

همگنی. نقص تانسور، همساز، نگاشت کلیدی: کلمات و عبارات
پژوهشی مقاله: نوع
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استاندارد همساز نگاشت های اساسی ویژگی های T‑همساز نگاشت های نظریه می دهد. ارائه نگاشت ها رفتار و خمینه هندسه بین
مسائل به که می کند، معرفی تانسوری میدان تأثیر طریق از را بیشتری انعطاف پذیری حالی که در می کند حفظ ،[۸ ،۱۸ ،۷] را،

می شود. منجر متنوعی جدید
نگاشت های بررسی با ،[۲۸] را، وی نظریه هموردا، همساز نگاشت های درباره اوراکاوا بنیادی نتایج اساس بر ما مقاله، این در
همسازی بر حاکم اویلر‑لاگرانژ معادلات بر تمرکز با می دهیم. توسعه یک، همگنی نقص با فشرده ریمانی خمینه های بین T‑همساز
این می کنیم. برقرار نگاشت ها نوع این بر حاکم اصول بین ارتباطی T‑همسازی زمینه در ،[۲۸ ،۴ ،۱۳ ،۱۹] نگاشت ها این

آوریم. به دست را مرتبط دیفرانسیل معادلات و کرده بهره برداری گروهی اعمال ذاتی تقارن از تا می دهد اجازه ما به رویکرد
ساختار دارای هم دامنه، و دامنه ریمانی خمینه دو هر که می کنیم فرض T‑همساز، نگاشت های ساخت تسهیل برای
معادلات و کرده بهره برداری گروهی اعمال توسط فراهم شده تقارن از تا می دهد امکان ما به فرض این هستند. یک نقص همگنی
معادلات این دهیم. کاهش معمولی دیفرانسیل معادلات به ،[۱۱ ،۲۰ ،۵] را، همساز نگاشت های بر حاکم جزئی دیفرانسیل
خاص حالات در را آن ها پیامدهای و کرده استخراج می کنند توصیف را هموردا T‑همساز نگاشت های که معمولی دیفرانسیل

می کنیم. بررسی
این می سازیم. کره ها به تخت چنبره های از هموردا T‑همساز نگاشت های نظری، یافته های این از مهم کاربردی به عنوان
خمینه ها مختلف انواع بین تعامل از که را غنی ای هندسی ساختارهای بلکه می دهد، نشان را نتایج بودن کاربردی تنها نه مثال
چنبره بودن تخت بین تعامل است. شده بررسی موارد این همساز نگاشت های در که همان گونه می کند، برجسته نیز می آید به وجود

.[۱۷ ،۶ ،۳۰] است کرده فراهم آن ها ویژگی های و همساز نگاشت های بیشتر کاوش برای حاصل خیزی زمینه کره خمیدگی و
بدین و می کنیم آغاز را T‑همساز نگاشت های مبحث و اوراکاوا کار از لازم پیش نیازهای یادآوری با ابتدا مقاله، این در
نگاشت های رفتار که معمولی دیفرانسیل معادلات سپس می سازیم. برقرار را خود تحلیل برای نیاز مورد ریاضی چارچوب ترتیب
این ساخت مورد در را خود نتایج سپس می کنیم. استخراج می کنند حاکم را همگنی یک نقص خمینه های بین هموردا T‑همساز
عمیق تر را موجود نظریه های درک تنها نه ما نتایج می پردازیم. ۲‑بعدی تخت چنبره های در آن ها کاربرد به و داده ارائه نگاشت ها

می سازند. هموار را آن ها نگاشت های و خمینه ها هندسی ویژگی های خصوص در آتی تحقیقات برای را راه بلکه می کنند،

اساسی مفاهیم و پیش نیازها .۲

نقص با فشرده ریمانی خمینه های بین هموردا همساز نگاشت های روی [۲۸] اوراکاوا کارهای توسعه مقاله، این از هدف
این، بر علاوه .([۲] ببینید (همچنین شده معرفی [۱] در که است آن ها بین هموردا T‑همساز نگاشت های به یک، همگنی
کاربرد، یک به عنوان می گیرد. قرار بررسی مورد نیز آنها T‑همسازی به نگاشت ها این همسازی در اویلر‑لاگرانژ معادله تبدیل

می کنیم. بررسی و ساخته را کره ها درون به ۲‑بعدی تخت چنبره های از T‑همساز نگاشت های
برخوردار یک همگنی نقص از هدف و دامنه ریمانی خمینه دو هر که می کنیم فرض T‑همساز، نگاشت های ساخت برای
معادلات ما سپس هستند. یک بعد نقص با مدارهایی دارای که باشند داشته طولپایی گروه عمل دو هر که معنی این به باشند؛

می نماییم. استخراج را آن ها بین هموردا T‑همساز نگاشت های معمولی دیفرانسیل
K و فشرده ریمانی خمینه یک (M, g) کنید فرض می کنیم. یادآوری را [۲۸ ،۲۷ ،۲ ،۱] از نیاز مورد مقدمات ابتدا، در
طولپا به طور K اگر می کند، عمل (M, g) روی بر یک همگنی نقص به صورت K گروه که می شود گفته باشد. فشرده گروه لی یک
به طوری که دارد وجود M در x نقطه یک یعنی، باشد؛ یک بعد نقص با مدارهایی دارای که کند عمل (M, g) روی بر مؤثر و
بر ما مقاله، این در است. دایره یا [۰, l] بسته بازه ،M روی بر K از M/K مداری فضای باشد. dim(Kx) = dimM − ۱

می نماییم. دنبال را [۲۸] از مثالی و تمرکز M/K = [۰, l] یعنی اول مورد
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است نگاشتی ،M هموار خمینه روی آفین هموستار یک

∇ : X (M)×X (M) → X (M),

کند: صدق پایین خواص در که

i) ∇fX+lY Z = f∇XZ + l∇Y Z,

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,

ریمانی خمینه هر هستند. M روی هموار توابعی ،f, l و (M خمینه روی هموار برداری (میدان های X,Y, Z ∈ X (M) که
g ریمانی متریک با سازگار و متقارن آن به طوری که کرد مجهز (۱ (لوی‑چویتا یکتا آفین هموستار یک به می توان را (M, g)

باشد: پایین خواص دارای یعنی باشد.

iv) ∇XY −∇Y X = [X,Y ],

v) Z ⟨X,Y ⟩ = ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩ .

برای ∇ċ(t)ċ(t) = ۰ اینکه یعنی می دهد، نشان را M/K مدار فضای که باشد (M, g) ژئودزی ،۰ ≤ t ≤ l ،c(t) کنید فرض
همسان گردی زیرگروه ،Jt کنید فرض است. (M, g) لوی‑چویتا هموستار ∇ که ،M/K = [۰, l] مداری فضای به متعلق t هر
لی جبر هستند. J گروه همان Jt زیرگروه های ،۰ < t < l برای پس، .kc(t) = c(t) ،k ∈ Jt هر برای یعنی باشد، c(t) در K

X,Y ∈ k و k ∈ K هر برای هرگاه گویند Ad(K)‑ناوردا را ⟨, ⟩ داخلی ضرب با K از k

⟨AdkX,AdkY ⟩ = ⟨X,Y ⟩.

به صورت k روی ⟨, ⟩ Ad(K)‑ناوردا داخلی ضرب به نسبت متعامد به طور می تواند K از k لی جبر

k = j⊕m

است. k از Ad(J)‑ناوردا زیرفضای یک m و J لی جبر j آن در که شود تجزیه
است هموار K/J × (۰, l) به تحدیدش و است، پوشا نگاشت یک K/J × [۰, l] ∋ (kJ, t) → kc(t) ∈ M نگاشت
M̊ روی می تواند M روی g متریک است. M در چگال و باز می شود، داده نشان M̊ با که ،K/J × (۰, l) از آن تصویر و

به صورت
g = dt۲ + gt

به صورت ،۰ < t < l ،Kc(t) مدار روی K‑ناوردا متریک ،gt اینجا در شود. بیان

gt(Xc(t), Yc(t)) = αt(X,Y ), X, Y ∈ m,

به صورت می شود، داده نشان X حرف همان با که M روی برداری میدان یک ،X ∈ m برای که است، شده داده

Xp =
d

dt

∣∣∣
t=۰

exp tX.p برای p ∈ M,

1Levi–Civita
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فرض است. X همانی در آن مماس بردار که می باشد K از یکتا پارامتری یک زیرگروه exp tX نمایی نگاشت که می کنیم تعریف
به صورت m روی αt داخلی ضرب می کنیم

αt(Xi, Xj) = fi(t)
۲δij , ۱ ≤ i, j ≤ m− ۱,

است. (m, ⟨, ⟩) از یکه متعامد پایه یک {Xi}m−۱
i=۱ اینجا .m = dimM آن در که باشد

می دهیم: ارائه زیر به صورت ،۰ < t < l ،c(t) از W همسایگی در را {ei}m−۱
i=۱ یکه متعامد کنج میدان یک همچنین ما

W := {kc(s); k ∈ U ⊂ exp(m), |s− t| < ε};

(۱)

(ei)kc(s) := fi(s)
−۱τk∗Xic(s), ۱ ≤ i ≤ m− ۱,

(em)kc(s) := τk∗ċ(s),

است. exp(m) در e از کوچک همسایگی یک U و ،c(s) مماس بردار ċ(s) ،M روی بر K عمل ،k ∈ K ،τk آن در که

بین هموار نگاشت یک ϕ : M → N ،M روی هموار تانسور یک T : X (M) → X (M) کنید فرض [۱] .۱ .۲ تعریف
کلاف روی القائی هموستار همچنین و باشد ∇ و ∇ لوی‑چویتا هموستارهای با به ترتیب (N,h) و (M, g) ریمانی خمینه های

می شود: تعریف زیر شکل به
T
□ دیفرانسیل عملگر دهید. نمایش ∇̃ با را ϕ∗TN برگشتی

T
□(ϕ) =

m∑
i=۱

(∇̃Teiϕ∗(ei)− ϕ∗(∇Teiei))

است. M روی یکه متعامد موضعی کنج یک {ei}mi=۱ که

می شود:  تعریف پایین شکل به Ω ⊂ M فشرده حوزه یک روی T‑انرژی تابعک یک

ET (ϕ) =
۱
۲

m∑
i=۱

∫
Ω
⟨dϕ(Tei), dϕ(ei)⟩h dΩ .

هر برای که معناست بدین مطلب این باشد. T‑انرژی تابعک بحرانی نقطه اگر می شود نامیده T‑همساز نگاشت یک ϕ نگاشت
باشد برقرار پایین معادله Ω فشرده حوزه یک در تکیه گاه با ϕ از {ϕt}t∈I وردش

d

dt

∣∣∣
t=۰

ET (ϕt) = ۰ .

اگر فقط و اگر است T‑همساز نگاشت یک ϕ نگاشت [۱] .۲ .۲ قضیه

(۲)
T
□(ϕ) +

۱
۲
ϕ∗
(
div(T + T t)

)
= ۰.

به صورت و شده شناخته تنش‑امین میدان به عنوان ،(۲) معادله چپ سمت

AT (ϕ) =
T
□(ϕ) +

۱
۲
ϕ∗
(
div(T + T t)

)
,

است. [۲] در شده معرفی مفهوم از تعمیم یک که می شود داده نشان
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هموردا T‑همساز نگاشت های اصلی: بیانیه .۳

از را یک همگنی نقص عمل مؤثر، و طولپا به ترتیب که داریم (N,h) و (M, g) فشرده ریمانی خمینه دو قسمت این در
همچنین و بگیرید نظر در را N/G = [۰, l̄] و M/K = [۰, l] مداری فضاهای می پذیرند. G و K فشرده لی گروه های
M/K مداری فضاهای نمایانگر که (N,h) و (M, g) از به ترتیب را c̄(r) (۰ ≤ r ≤ l̄) و c(t) (۰ ≤ t ≤ l) ژئودزی های
نشان c̄(r) و c(t) در را G و K از همسانگردی زیرگروه های Hr و Jt با میان، این در بگیرید. درنظر ثابت هستند، N/G و

هستند. H و J یکسان گروه های به ترتیب Hr و Jt ،۰ < r < l̄ و ۰ < t < l برای ،[۲۸] اساس بر سپس دهید.
ϕ(kx) = اگر است A‑هموردا ،ϕ : M → N نگاشت یک باشد. لی گروه همریختی یک A : K → G کنید فرض
یک و r : [۰, l] → [۰, l̄] تابع یک ،ϕ : M → N A‑هموردا نگاشت هر برای این صورت، در .k ∈ K, x ∈ M ،A(k)ϕ(x)

بر دلالت ϕ A‑هموردایی .t ∈ [۰, l] ،ϕ(c(t)) = Ψ(t)c̄(r(t)) به طوری که دارد وجود Ψ : [۰, l] → G نگاشت

(۳) Ψ(t)−۱A(Jt)Ψ(t) ⊂ Hr(t), t ∈ [۰, l],

A‑هموردا نگاشت است. شده داده ،(۳) با Ψ : [۰, l] → G نگاشت یک و r : [۰, l] → [۰, l̄] تابع برعکس، دارد.
توسط که داریم را ϕ : M → N

ϕ(kc(t)) = A(k)Ψ(t)c̄(r(t)), k ∈ K, t ∈ [۰, l],

آورد. دست به این صورت به می توان را N به M از A‑هموردا نگاشت هر و می شود تعریف
را {τk∗ei}mi=۱ موضعی یکه متعامد کنج میدان یک می توانیم می کند، عمل (M, g) روی بر طول پا به صورت K آنجایی که از

بنابراین و آوریم دست به M روی بر

T
□(ϕ)(kx) =

∑
i

(∇̃Tτk∗eiϕ∗(τk∗ei)− ϕ∗(∇Tτk∗eiτk∗ei)).

این رو از ،T ◦ τk∗ = τk∗ ◦ T کنید فرض مقاله، طول در
T
□(ϕ)(kx) =

∑
i

(∇̃τk∗Teiϕ∗(τk∗ei)− ϕ∗(∇τk∗Teiτk∗ei)).

می گیریم نتیجه ،τA(k) طولپایی با و ،ϕ∗ ◦ τk∗ = τA(k)∗ ◦ ϕ∗ داریم ،ϕ ◦ τk = τA(k) ◦ ϕ, k ∈ K آنجایی که از

T
□(ϕ)(kx) =

∑
i

(
∇̃τk∗Teiϕ∗ (τk∗(ei))− ϕ∗τk∗∇Teiei

)
=
∑
i

(
∇̃τk∗TeiτA(k)∗ (ϕ∗(ei))− τA(k)∗ ◦ ϕ∗∇Teiei

)
= τA(k)∗

T
□(ϕ)(x),

که بیاوریم یاد به این کار، انجام برای کنیم. محاسبه ۰ < t < l ،c(t) در را
T
□(ϕ) باید فقط پس .k ∈ K, x ∈ M̊ که

و Ad(J) تحت که باشند g و k زیرفضاهای n و m دهید اجازه می شوند: توصیف زیر به شرح N و M روی h و g متریک های
سپس می باشند. g و k در به ترتیب ⟨, ⟩ داخلی ضرب به نسبت h و j به متعامد و هستند ناوردا ،Ad(H)

g = dt۲ + gt, h = dr۲ + hr,

۹۳ https://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.143572.1714

https://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.143572.1714


۱۰۸ –۸۱ (۱۴۰۵) ۱ شماره ،۱۱ جلد جامعه/ و ریاضی نامجو، م. و امینیان م.

و (m, ⟨, ⟩) از {Ya}n−۱
a=۱ و {Xj}m−۱

j=۱ یکه متعامد پایه های می شوند. القا hr و ،gt از n و m در ،βr و ،αt داخلی ضرب و
که: کنید انتخاب گونه ای به را (n, ⟨, ⟩)

αt(Xi, Xj) = fi(t)
۲δij و βr(Ya, Yb) = ha(r)

۲δab.

را c̄(r) و c(t) از W̄ و W همسایگی های در به ترتیب {ēa}n−۱
a=۱ و {ej}m−۱

j=۱ یکه متعامد کنج میدان های ،(۱) فرمول مانند
می آوریم. به دست را زیر گزاره این صورت در کنید. تعریف

T
□(ϕ) آنگاه کند. برآورده ۰ < t < l برای ،r(۰) = ۰, r(l) = l̄ شرط r(t) : [۰, l] → [۰, l̄] تابع که کنید فرض .۱ .۳ گزاره

شود: توصیف پایین به صورت می تواند است، M̊ روی هموار و A‑هموردا نگاشت یک ϕ : (M, g) → (N,h) که

T
□(ϕ)(c(t)) =

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij(c(t))
(
fi(t)

−۱fj(t)
−۱ha(r)

−۱βr(Ya, [Vi, Uj ])
)
ēa

+
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

(Tjm + Tmj)
(
ṙ(t) ha(r)

−۲fj(t)
−۱( d

dr
ha(r)

)
− fj(t)

−۲( d
dt
fj(t)

)
ha(r)

−۱
)
βr(Ya, Uj)ēa

+
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

Tmj(c(t))ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya,
d

dt
Uj)ēa

+

(
Tmm(c(t))r̈(t) +

m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
ṙ(t)

−
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij ha(r)
−۳( d

dr
ha(r)

)
fi(t)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Ui)βr(Ya, Uj)

)
ēn

+

m−۱∑
i,j=۱

Tij fi(t)
−۱fj(t)

−۱τΨ∗

{
۱
۲
[Ui, Uj ] + Vr(Ui, Uj)−

(
Ad(Ψ−۱)A

(۱
۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

))
n

}
c̄(r)

,

یکه متعامد کنج میدان یک {ei}mi=۱ که Tij = ⟨T (ej), ei⟩g می دهیم قرار اینجا در .۰ < t < l ،Ψ = Ψ(t) ،r = r(t) برای
X ∈ g = h⊕ n از n‑مؤلفه Xn و ،Vj ∈ h ،Uj ∈ n ،A(Xj) = Ad(Ψ)(Uj + Vj) است، (۱) معادلات توسط شده داده

شده اند: تعریف پایین رابطه با Vr(X
′, Y ′) ∈ n و Ut(X,Y ) ∈ m همچنین هست.

۲αt(Ut(X,Y ), Z) = αt(X, [Z, Y ]m) + αt([Z,X]m, Y ), X, Y, Z ∈ m;

۲βr(Vr(X
′, Y ′), Z ′) = βr(X

′, [Z ′, Y ′]n) + βr([Z
′, X ′]n, Y

′), X ′, Y ′, Z ′ ∈ n.
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در بگیرید. نظر در را c̄(r(t)) حول {ēa}na=۱ یکه متعامد کنج میدان های ۰ < t < l برای ۰ < r(t) < l̄ فرض با اثبات.
معادله در ،۰ < t < l ،c(t) حول h(ēa, ϕ∗ej) کنیم محاسبه ابتدا

(۴) ∇̃Tejϕ∗ej =

n∑
a=۱

((
∇Tejh(ēa, ϕ∗ej)

)
ēa + h(ēa, ϕ∗ej)∇̃Tej ēa

)
.

می نویسیم ،k ∈ U ⊂ exp(m) برای

A(k) = Ψ(t)n(k)h(k)Ψ(t)−۱

می کنیم. استفاده پایین لم های از سپس .h(k) ∈ H ،n(k) ∈ exp(n) با

:r = r(t) ،Ψ = Ψ(t) برای [۲۸] .۲ .۳ لم

(i)

ϕ∗ejkc(t) =

fj(t)
−۱τΨ∗τn(k)∗Ad(h(k))Ujc̄(r), ۱ ≤ j ≤ m− ۱,

ṙ(t)τΨ∗τn(k)∗ ˙̄c(r), j = m.

(ii)

ēaϕ(kc(t)) =

ha(r)
−۱τΨ∗τn(k)∗Yac̄(r), ۱ ≤ a ≤ n− ۱,

τΨ∗τn(k)∗ ˙̄c(r), a = n.

(iii)

h(ēa, ϕ∗ej)(kc(t)) =


ha(r)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya,Ad(h(k))Uj), ۱ ≤ j ≤ m− ۱, ۱ ≤ a ≤ n− ۱,

۰, j = m, ۱ ≤ a ≤ n− ۱ یا ۱ ≤ j ≤ m− ۱, a = n,

ṙ(t), j = m, a = n.

،βr(Ya, Uj) =
〈
Ya, Uj

〉
n
ha(r)

۲ چون ،۱ ≤ a ≤ n− ۱ ،۱ ≤ j ≤ m− ۱ برای به ویژه

h(ēa, ϕ∗ej)(c(t)) = ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya, Uj)

= ha(r)fj(t)
−۱〈Ya, Uj

〉
n
.(۵)

[۲۸] .۳ .۳ لم

،۱ ≤ i, j ≤ m− ۱ برای (i)

(∇eih(ēa, ϕ∗ej)) (c(t)) =

fi(t)
−۱fj(t)

−۱ha(r)
−۱βr(Ya, [Vi, Uj ]), ۱ ≤ a ≤ n− ۱,

۰, a = n.

۱ ≤ i ≤ m− ۱, ،j = m برای (ii)

(∇eih(ēa, ϕ∗em)) (c(t)) = ۰, ۱ ≤ a ≤ n.

۹۵ https://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.143572.1714
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i = m, ،j = m برای (iii)

(∇emh(ēa, ϕ∗em)) (c(t)) =

۰, ۱ ≤ a ≤ n− ۱,

r̈(t), a = n.

۱ ≤ j ≤ m− ۱, ،i = m برای (iv)

(∇emh(ēa, ϕ∗ej)) (c(t)) =
(۵)



(
ṙ(t)(

d

dr
ha(r))ha(r)

−۲fj(t)
−۱ − ha(r)

−۱(
d

dt
fj(t))fj(t)

−۲
)
βr(Ya, Uj)

+ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya,
d

dt
Uj), ۱ ≤ a ≤ n− ۱,

۰, a = n.

،۱ ≤ j ≤ m− ۱ برای ،c(t) در بنابراین

(۶)
n∑

a=۱

(
∇Tejh(ēa, ϕ∗ej)

)
ēa =

n∑
a=۱

m∑
i=۱

Tij (∇eih(ēa, ϕ∗ej)) ēa

=

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i=۱

Tij(c(t))
(
fi(t)

−۱fj(t)
−۱ha(r)

−۱βr(Ya, [Vi, Uj ])
)
ēa

+

n−۱∑
a=۱

Tmj(c(t))

((
ṙ(t)(

d

dr
ha(r))ha(r)

−۲fj(t)
−۱ − ha(r)

−۱(
d

dt
fj(t))fj(t)

−۲
)
βr(Ya, Uj)

+ ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya,
d

dt
Uj)

)
ēa,

،j = m برای ،c(t) در و

(۷)
n∑

a=۱
(∇Temh(ēa, ϕ∗em)) ēa =

n∑
a=۱

m∑
i=۱

Tim (∇eih(ēa, ϕ∗em)) ēa = Tmm(c(t))r̈(t)ēn.

دیگر طرف از

∇̃Tej ēa(c(t)) =

m∑
i=۱

Tij∇̃ei ēa =

m∑
i=۱

n∑
b=۱

Tij h(ēb, ϕ∗ei)
(
∇ēb ēa

)
ϕ(c(t))

.

،j = m, a = n برای

(۸) ∇̃Tem ēn(c(t)) =

(
m−۱∑
i=۱

n−۱∑
b=۱

Tim hb(r)
−۱fi(t)

−۱βr(Yb, Ui)
(
∇ēb ēn

)
ϕ(c(t))

)
+Tmmṙ(t)

(
∇ēn ēn

)
ϕ(c(t))

.

،۱ ≤ j ≤ m− ۱, ۱ ≤ a ≤ n− ۱ برای

∇̃Tej ēa(c(t)) =
m−۱∑
i=۱

n−۱∑
b=۱

Tij hb(r)
−۱fi(t)

−۱βr(Yb, Ui)
(
∇ēb ēa

)
ϕ(c(t))

+ Tmj ṙ(t)
(
∇ēn ēa

)
ϕ(c(t))

.(۹)
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داریم ،(۴) در
n∑

a=۱
h(ēa, ϕ∗ej)∇̃Tej ēa =

n∑
a,b=۱

m∑
i=۱

Tij h(ēa, ϕ∗ej)h(ēb, ϕ∗ei)
(
∇ēb ēa

)
,

،j = m برای ،(۹) و (۸) معادلات با
n∑

a=۱
h(ēa, ϕ∗em)∇̃Tem ēa(c(t)) =

m−۱∑
i=۱

n−۱∑
b=۱

Tim ṙ(t) hb(r)
−۱fi(t)

−۱βr(Yb, Ui)
(
∇ēb ēn

)
ϕ(c(t))

+ Tmmṙ(t)۲ (∇ēn ēn
)
ϕ(c(t))

,(۱۰)

،۱ ≤ j ≤ m− ۱ برای

(۱۱)
n∑

a=۱
h(ēa, ϕ∗ej)∇̃Tej ēa(c(t)) =

n−۱∑
a=۱

ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya, Uj)

×

[(
m−۱∑
i=۱

n−۱∑
b=۱

Tij hb(r)
−۱fi(t)

−۱βr(Yb, Ui)
(
∇ēb ēa

)
ϕ(c(t))

)
+ Tmj ṙ(t)

(
∇ēn ēa

)
ϕ(c(t))

]

=
n−۱∑
a,b=۱

m−۱∑
i=۱

Tij hb(r)
−۱ha(r)

−۱fi(t)
−۱fj(t)

−۱βr(Yb, Ui)βr(Ya, Uj)
(
∇ēb ēa

)
ϕ(c(t))

+

n−۱∑
a=۱

ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya, Uj)Tmj ṙ(t)
(
∇ēn ēa

)
ϕ(c(t))

.

می آوریم به دست ،(۱۱) و (۱۰) ،(۷) ،(۶) ،(۴) معادلات با

(۱۲)
m∑
j=۱

∇̃Tejϕ∗ej(c(t)) =
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij(c(t))
(
fi(t)

−۱fj(t)
−۱ha(r)

−۱βr(Ya, [Vi, Uj ])
)
ēa

+
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

Tmj(c(t))
(
ṙ(t)(

d

dr
ha(r))ha(r)

−۲fj(t)
−۱ − ha(r)

−۱(
d

dt
fj(t))fj(t)

−۲
)
βr(Ya, Uj)ēa

+

(
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

Tmj(c(t))ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya,
d

dt
Uj)ēa

)
+ Tmm(c(t))r̈(t)ēn

+
n−۱∑
a,b=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij hb(r)
−۱ha(r)

−۱fi(t)
−۱fj(t)

−۱βr(Yb, Ui)βr(Ya, Uj)
(
∇ēb ēa

)
ϕ(c(t))

+

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya, Uj)Tmj ṙ(t)
(
∇ēn ēa

)
ϕ(c(t))

+

(
m−۱∑
i=۱

n−۱∑
b=۱

Tim ṙ(t) hb(r)
−۱fi(t)

−۱βr(Yb, Ui)
(
∇ēb ēn

)
ϕ(c(t))

)
+ Tmmṙ(t)۲ (∇ēn ēn

)
ϕ(c(t))

.
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،c(t) نقطه یک در .([۲۸ ،۲۷]) ۴ .۳ لم
،۱ ≤ i, j ≤ m− ۱ برای (i)

∇eiej = fi(t)
−۱fj(t)

−۱
{
− fi(t)

dfi
dt

δij ċ(t) +
۱
۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

}
.

،۱ ≤ i ≤ m برای (ii)

∇emei = ۰.

،۱ ≤ i ≤ m− ۱ برای (iii)

∇eiem = fi(t)
−۲( d

dt
fi(t)

)
Xic(t) = fi(t)

−۱( d
dt
fi(t)

)
eic(t) .

،ϕ(c(t)) = Ψ(t)c̄(r(t)) نقطه در
،۱ ≤ a, b ≤ n− ۱ برای (iv)

∇ēb ēa = ha(r)
−۱hb(r)

−۱τΨ∗

{
− hb(r)

dhb
dr

δab ˙̄c(r) +
۱
۲
[Yb, Ya]n + Vr(Yb, Ya)

}
.

،۱ ≤ a ≤ n برای (v)

∇ēn ēa = ۰.

،۱ ≤ a ≤ n− ۱ برای (vi)

∇ēa ēn = ha(r)
−۲( d

dr
ha(r)

)
τΨ∗Yac̄(r) = ha(r)

−۱( d
dr

ha(r)
)
ēaϕ(c(t)) .

داریم ،۴ .۳ لم و (۱۲) معادله با بنابراین

(۱۳)
m∑
j=۱

∇̃Tejϕ∗ej(c(t)) =
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij(c(t))
(
fi(t)

−۱fj(t)
−۱ha(r)

−۱βr(Ya, [Vi, Uj ])
)
ēa

+
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

Tmj(c(t))
(
ṙ(t)(

d

dr
ha(r))ha(r)

−۲fj(t)
−۱ − ha(r)

−۱(
d

dt
fj(t))fj(t)

−۲
)
βr(Ya, Uj)ēa

+
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

Tmj(c(t))ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya,
d

dt
Uj)ēa

+
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

Tjm ṙ(t) ha(r)
−۲fj(t)

−۱βr(Ya, Uj)
( d
dr

ha(r)
)
ēa

+

(
Tmm(c(t))r̈(t)−

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij ha(r)
−۳( d

dr
ha(r)

)
fi(t)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Ui)βr(Ya, Uj)

)
ēn

+
n−۱∑
a,b=۱

m−۱∑
i,j=۱

(
Tij hb(r)

−۲ha(r)
−۲fi(t)

−۱fj(t)
−۱βr(Yb, Ui)βr(Ya, Uj)τΨ∗

{۱
۲
[Yb, Ya] + Vr(Yb, Ya)

})
,
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و

(۱۴)
m∑
j=۱

ϕ∗∇Tejej =
m∑

i,j=۱
Tijϕ∗∇eiej =

m−۱∑
i,j=۱

Tij fi(t)
−۱fj(t)

−۱ϕ∗

{
− fi(t)

dfi
dt

δij ċ(t) +
۱
۲
[Xi, Xj ] + Ut(Xi, Xj)

}

+

m−۱∑
i=۱

Tim fi(t)
−۱( d

dt
fi(t)

)
ϕ∗ei =

−
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
ṙ(t)ēn +

m−۱∑
i,j=۱

Tij fi(t)
−۱fj(t)

−۱ϕ∗

{۱
۲
[Xi, Xj ] + Ut(Xi, Xj)

}

+

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i=۱

Tim fi(t)
−۱( d

dt
fi(t)

)
h(ēa, ϕ∗ei)ēa =

−
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
ṙ(t)ēn +

m−۱∑
i,j=۱

Tij fi(t)
−۱fj(t)

−۱ϕ∗

{۱
۲
[Xi, Xj ] + Ut(Xi, Xj)

}

+
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i=۱

Tim fi(t)
−۲( d

dt
fi(t)

)
ha(r)

−۱βr(Ya, Ui)ēa .

داریم ،(۱۴) و (۱۳) معادلات با اکنون

T
□(ϕ)(c(t)) =

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij(c(t))
(
fi(t)

−۱fj(t)
−۱ha(r)

−۱βr(Ya, [Vi, Uj ])
)
ēa

+
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

(Tjm + Tmj)
(
ṙ(t) ha(r)

−۲fj(t)
−۱( d

dr
ha(r)

)
− fj(t)

−۲( d
dt
fj(t)

)
ha(r)

−۱
)
βr(Ya, Uj)ēa

+
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

Tmj(c(t))ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya,
d

dt
Uj)ēa

+

(
Tmm(c(t))r̈(t) +

m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
ṙ(t)

−
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij ha(r)
−۳( d

dr
ha(r)

)
fi(t)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Ui)βr(Ya, Uj)

)
ēn

+
n−۱∑
a,b=۱

m−۱∑
i,j=۱

(
Tij hb(r)

−۲ha(r)
−۲fi(t)

−۱fj(t)
−۱βr(Yb, Ui)βr(Ya, Uj)τΨ∗

{۱
۲
[Yb, Ya] + Vr(Yb, Ya)

})

−
m−۱∑
i,j=۱

Tij fi(t)
−۱fj(t)

−۱ϕ∗

{۱
۲
[Xi, Xj ] + Ut(Xi, Xj)

}
.
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□ می آوریم. به دست را ۱ .۳ گزاره ،X ∈ m برای ،ϕ∗Xc(t) = τΨ∗
(
Ad(Ψ−۱)A(X)

)
nc̄(r)

چون

۴ .۳ لم از استفاده با ،c(t) نقطه یک در divT پس کنیم. بررسی را T‑همسازی تا داریم نیاز را divT ،۲ .۲ قضیه طبق
می کنیم. محاسبه

divT =
m∑
i=۱

(∇eiT )ei =
m∑
i=۱

(∇ei(Tei)− T∇eiei) =
m∑

i,j=۱
((∇eiTji)ej + Tji∇eiej)− T

m∑
i=۱

∇eiei =

m∑
i,j=۱

(∇eiTji)ej +

m−۱∑
i,j=۱

Tjifi(t)
−۱fj(t)

−۱
{
− fi(t)

dfi
dt

δij ċ(t) +
۱
۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

}

+

m−۱∑
i=۱

Tmi fi(t)
−۱( d

dt
fi(t)

)
ei − T

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۲
{
− fi(t)

dfi
dt

ċ(t) + Ut(Xi, Xi)
}
=

m∑
i,j=۱

(∇eiTji)ej −
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
em +

m−۱∑
i,j=۱

Tjifi(t)
−۱fj(t)

−۱
{۱

۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

}

+

m−۱∑
i=۱

Tmi fi(t)
−۱( d

dt
fi(t)

)
ei +

m−۱∑
i=۱

m∑
j=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tjmej − T

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۲Ut(Xi, Xi) =

m∑
i=۱

m−۱∑
j=۱

(∇eiTji)ej +

m∑
i=۱

(∇eiTmi)em −
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
em

+
m−۱∑
j=۱

Tmj fj(t)
−۱( d

dt
fj(t)

)
ej +

m−۱∑
i=۱

m−۱∑
j=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tjmej +

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmmem

+
m−۱∑
i,j=۱

Tjifi(t)
−۱fj(t)

−۱
{۱

۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

}
− T

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۲Ut(Xi, Xi) =

m−۱∑
j=۱

(
m∑
i=۱

(∇eiTji) +

(
Tmj fj(t)

−۱( d
dt
fj(t)

))
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tjm

)
ej

+

(
m∑
i=۱

(∇eiTmi)−
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmm

)
em

+
m−۱∑
i,j=۱

Tjifi(t)
−۱fj(t)

−۱
{۱

۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

}
− T

m−۱∑
i,j=۱

fi(t)
−۲ ⟨Ut(Xi, Xi), ej⟩g ej =

m−۱∑
j=۱

(
m∑
i=۱

(∇eiTji) +

(
Tmj fj(t)

−۱( d
dt
fj(t)

))
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tjm

)
ej

+

(
m∑
i=۱

(∇eiTmi)−
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmm

)
em
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+

m−۱∑
i,j=۱

Tjifi(t)
−۱fj(t)

−۱
{۱

۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

}

−
m−۱∑

i,j,k=۱

Tjkfi(t)
−۲fk(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xk) ej −
m−۱∑
i,j=۱

Tmjfi(t)
−۲fj(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xj) em =

m−۱∑
j=۱

(
m∑
i=۱

(∇eiTji) +

(
Tmj fj(t)

−۱( d
dt
fj(t)

))
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tjm

−
m−۱∑
i,k=۱

Tjkfi(t)
−۲fk(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xk)

)
ej

+

(
m∑
i=۱

(∇eiTmi)−
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmm

−
m−۱∑
i,j=۱

Tmjfi(t)
−۲fj(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xj)

)
em

+

m−۱∑
i,j=۱

Tjifi(t)
−۱fj(t)

−۱
{۱

۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

}
.

داریم لذا

ϕ∗(divT ) =

m−۱∑
j=۱

(
m∑
i=۱

(∇eiTji) +

(
Tmj fj(t)

−۱( d
dt
fj(t)

))
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tjm

−
m−۱∑
i,k=۱

Tjkfi(t)
−۲fk(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xk)

)
ϕ∗ej

+

(
m∑
i=۱

(∇eiTmi)−
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmm

−
m−۱∑
i,j=۱

Tmjfi(t)
−۲fj(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xj)

)
ϕ∗em

+
m−۱∑
i,j=۱

Tjifi(t)
−۱fj(t)

−۱ϕ∗

{۱
۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

}
=

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

(
m∑
i=۱

(∇eiTji) +

(
Tmj fj(t)

−۱( d
dt
fj(t)

))
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tjm

−
m−۱∑
i,k=۱

Tjkfi(t)
−۲fk(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xk)

)
ha(r)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Uj)ēa
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+

(
m∑
i=۱

(∇eiTmi)−
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmm

−
m−۱∑
i,j=۱

Tmjfi(t)
−۲fj(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xj)

)
ṙ(t)ēn

+
m−۱∑
i,j=۱

Tjifi(t)
−۱fj(t)

−۱τΨ∗

(
Ad(Ψ−۱)A

{۱
۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

})
nc̄(r)

.

بنابراین

ϕ∗
(
div
(
T + T t

))
=

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

(
m∑
i=۱

(∇ei (Tji + Tij)) +

(
(Tmj + Tjm) fj(t)

−۱( d
dt
fj(t)

))

+
m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
(Tjm + Tmj)

−
m−۱∑
i,k=۱

(Tjk + Tkj) fi(t)
−۲fk(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xk)

)
ha(r)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Uj)ēa

+

(
m∑
i=۱

(∇ei (Tmi + Tim))− ۲
m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
+ ۲

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmm

−
m−۱∑
i,j=۱

(Tmj + Tjm) fi(t)
−۲fj(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xj)

)
ṙ(t)ēn

+

m−۱∑
i,j=۱

(Tji + Tij) fi(t)
−۱fj(t)

−۱τΨ∗

(
Ad(Ψ−۱)A

{۱
۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

})
nc̄(r)

.

داریم بنابراین ،Tji(kc(t)) = Tji(c(t)) اگروتنهااگر T ◦ τk∗eic(t) = τk∗ ◦ Teic(t) چون،

(∇eiTji) (c(t)) =

۰ ۱ ≤ i ≤ m− ۱
d

dt
(Tji(c(t))) i = m.
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لذا

(۱۵) ϕ∗
(
div
(
T + T t

))
=

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
j=۱

((
d

dt
(Tjm + Tmj)

)
+

(
(Tmj + Tjm) fj(t)

−۱( d
dt
fj(t)

))

+
m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
(Tjm + Tmj)

−
m−۱∑
i,k=۱

(Tjk + Tkj) fi(t)
−۲fk(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xk)

)
ha(r)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Uj)ēa

+

(
۲
d

dt
Tmm − ۲

m−۱∑
i=۱

Tii fi(t)
−۱dfi

dt
+ ۲

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmm

−
m−۱∑
i,j=۱

(Tmj + Tjm) fi(t)
−۲fj(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xj)

)
ṙ(t)ēn

+

m−۱∑
i,j=۱

(Tji + Tij) fi(t)
−۱fj(t)

−۱τΨ∗

(
Ad(Ψ−۱)A

{۱
۲
[Xi, Xj ]m + Ut(Xi, Xj)

})
nc̄(r)

.

می رسیم. پایین نتیجه به (۱۵) معادله و ۱ .۳ گزاره ،۲ .۲ قضیه با اکنون

برآورده ۰ < t < l برای ۰ < r(t) < l̄ و ،r(۰) = ۰, r(l) = l̄ شرط r(t) : [۰, l] → [۰, l̄] تابع کنید فرض (i) .۵ .۳ قضیه
به شرح است هموار ،M̊ روی و است A‑هموردا نگاشت یک ϕ : (M, g) → (N,h) که AT (ϕ) تنش‑امین میدان آنگاه کند.

می شود: توصیف زیر

AT (ϕ)(c(t)) =
n−۱∑
a=۱

[
m−۱∑
i,j=۱

Tij(c(t))
(
fi(t)

−۱fj(t)
−۱ha(r)

−۱βr(Ya, [Vi, Uj ])
)

+
m−۱∑
j=۱

(Tjm + Tmj)
(
ṙ(t) ha(r)

−۲fj(t)
−۱( d

dr
ha(r)

)
− fj(t)

−۲( d
dt
fj(t)

)
ha(r)

−۱
)
βr(Ya, Uj)

+
m−۱∑
j=۱

Tmj(c(t))ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya,
d

dt
Uj)

+
۱
۲

m−۱∑
j=۱

((
d

dt
(Tjm + Tmj)

)
+

(
(Tmj + Tjm) fj(t)

−۱( d
dt
fj(t)

))
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
(Tjm + Tmj)

−
m−۱∑
i,k=۱

(Tjk + Tkj) fi(t)
−۲fk(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xk)

)
ha(r)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Uj)

]
ēa

+

[
Tmm(c(t))r̈(t)−

n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij ha(r)
−۳( d

dr
ha(r)

)
fi(t)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Ui)βr(Ya, Uj)
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+

(
d

dt
Tmm +

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmm

− ۱
۲

m−۱∑
i,j=۱

(Tmj + Tjm) fi(t)
−۲fj(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xj)

)
ṙ(t)

]
ēn

+
m−۱∑
i,j=۱

Tij fi(t)
−۱fj(t)

−۱τΨ∗

{
۱
۲
[Ui, Uj ] + Vr(Ui, Uj)−

۱
۲

(
Ad(Ψ−۱)A

(
[Xi, Xj ]m

))
n

}
c̄(r)

.

باشند: برقرار پایین معادلات اگروتنهااگر است T‑همساز نگاشت ϕ به ویژه، (ii)

m−۱∑
i,j=۱

Tij(c(t))
(
fi(t)

−۱fj(t)
−۱ha(r)

−۱βr(Ya, [Vi, Uj ])
)

+
m−۱∑
j=۱

(Tjm + Tmj)
(
ṙ(t) ha(r)

−۲fj(t)
−۱( d

dr
ha(r)

)
− fj(t)

−۲( d
dt
fj(t)

)
ha(r)

−۱
)
βr(Ya, Uj)

+
m−۱∑
j=۱

Tmj(c(t))ha(r)
−۱fj(t)

−۱βr(Ya,
d

dt
Uj)

+
۱
۲

m−۱∑
j=۱

((
d

dt
(Tjm + Tmj)

)
+

(
(Tmj + Tjm) fj(t)

−۱( d
dt
fj(t)

))
+

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
(Tjm + Tmj)

−
m−۱∑
i,k=۱

(Tjk + Tkj) fi(t)
−۲fk(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xk)

)
ha(r)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Uj)

+

m−۱∑
i,j=۱

Tij fi(t)
−۱fj(t)

−۱ha(r)
−۱βr

(
۱
۲
[Ui, Uj ] + Vr(Ui, Uj)−

۱
۲

(
Ad(Ψ−۱)A

(
[Xi, Xj ]m

))
n
, Ya

)
= ۰,

و ،a = ۱, . . . , n− ۱ برای

Tmm(c(t))r̈(t)−
n−۱∑
a=۱

m−۱∑
i,j=۱

Tij ha(r)
−۳( d

dr
ha(r)

)
fi(t)

−۱fj(t)
−۱βr(Ya, Ui)βr(Ya, Uj)

+

(
d

dt
Tmm +

m−۱∑
i=۱

fi(t)
−۱dfi

dt
Tmm − ۱

۲

m−۱∑
i,j=۱

(Tmj + Tjm) fi(t)
−۲fj(t)

−۱αt (Ut(Xi, Xi), Xj)

)
ṙ(t) = ۰.
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چنبره از هموردا T‑همساز نگاشت های .۴

کند: برآورده را پایین شرط که کرد خواهیم بررسی را ϕ A‑هموردا نگاشت یک قسمت این در

(۱۶) ϕ(c(t)) = c̄(r(t)), یعنی Ψ ≡ ۱,

می کند، برآورده (N,h) ریمانی خمینه یک به توی تخت چنبره یک از را (۱۶) شرط که A‑هموردا T‑همساز نگاشت های همه و
که باشد تخت چنبره یک (M, g) = (T ۲, g) دهید قرار می کنیم. دسته بندی

K = SO(۲) =

{(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
; θ ∈ R

}

حل از تناوب دوره به عنوان T > ۰ ثابت .T > ۰ یک برای T ۲ = R/۲πZ×R/TZ آنگاه می کند. عمل یک همگنی نقص با
است، شده تشکیل همانی از تنها K از Jt همسان گرد زیرگروه این حالت در آمد. خواهد به دست معمولی دیفرانسیل معادله یک

m = RX۱ با X۱ =

(
۰ −۱
۱ ۰

)
و f۱(t) ≡ ۱ .

(T ۲, g) از (۱۶) شرط با ϕ A‑هموردا نگاشت هر آنگاه باشد. G فشرده لی گروه با K = SO(۲) از همریختی یک A گیریم
است: پایین شکل به (N,h) به

ϕ(t, θ) := exp θA(X۱)c̄(r(t)),

می کند. صدق (۳) شرط در همیشه A و است ،(N,h) در ژئودزی نشان دهنده ،۰ ≤ r ≤ l̄ ،c̄(r) که

و ،V۱ ∈ h ،U۱ ∈ n ،A(X۱) = U۱ + V۱ می کند برآورده که باشد K = SO(۲) → G همریختی یک A گیریم .۱ .۴ گزاره
یک همگنی نقص عمل که (۱۶) شرط با ϕ : (T ۲, g) → (N,h) A‑هموردا T‑همساز نگاشت های همه آنگاه .[U۱, V۱] = ۰

می شوند: شناخته پایین معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه از r(t) حل های همه با می پذیرند را G از

(T۱۲ + T۲۱) (c(t)) ṙ(t) ha(r)
−۱( d

dr
ha(r)

)
βr(Ya, U۱) +

d

dt
((T۱۲ + T۲۱) (c(t)))βr(Ya, U۱)

+ T۱۱(c(t)) βr (Vr(U۱, U۱), Ya) = ۰,

و ،a = ۱, . . . , n− ۱ برای

T۲۲(c(t))r̈(t)−
n−۱∑
a=۱

T۱۱(c(t)) ha(r)
−۳( d

dr
ha(r)

)
βr(Ya, U۱)

۲ + ṙ(t)
d

dt
(T۲۲(c(t))) = ۰,

می شوند داده پایین رابطه با متناظر T‑همساز نگاشت های و است T تناوب دوره با t در متناوب c̄(r(t)) به طوری که

ϕ(t, θ) := exp θU۱c̄(r(t)).

۵ .۳ قضیه با و ،exp θV۱c̄(r(t)) = c̄(r(t)) و [U۱, V۱] = ۰ به خاطر exp θA(X۱) = exp θU۱ exp θV۱ چون اثبات.
□ می رسیم. به نتیجه
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در بگیرید. نظر در را ([۲۸] (ببینید ،Sn روی G = SO(p + ۱) × SO(n − p) ⊂ SO(n + ۱) طبیعی عمل .۲ .۴ مثال
است: پایین شکل به ،۱ .۴ گزاره در ϕ نگاشت این حالت

ϕ(t, θ) = cos r(t) exp θ

(
۰ −Xt

X ۰

)
ξ۱ + sin r(t) exp θ

(
۰ −Y t

Y ۰

)
ξp+۲ ∈ Sn,

ماتریس های دوی هر به طوری که هستند دلخواهی بردارهای Y ∈ Rn−p−۱ و X ∈ Rp و است Rn+۱ استاندارد پایه {ξj}n+۱
j=۱ که

exp θ

(
۰ −Xt

X ۰

)
و exp θ

(
۰ −Y t

Y ۰

)
,

است پایین معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه از حل یک r(t) تابع هستند. ۲π تناوب دوره با θ در متناوب

(
− (T۱۲ + T۲۱) (c(t)) ṙ(t) sin r +

d

dt
((T۱۲ + T۲۱) (c(t))) cos r

)
∥X∥= ۰,(

(T۱۲ + T۲۱) (c(t)) ṙ(t) cos r +
d

dt
((T۱۲ + T۲۱) (c(t))) sin r

)
∥Y ∥= ۰,

T۲۲(c(t))r̈(t) + T۱۱(c(t))
(
∥X∥۲−∥Y ∥۲) cos r sin r + ṙ(t)

d

dt
(T۲۲(c(t))) = ۰,

با A‑هموردا T‑همساز نگاشت های همه مطلب این است. T تناوب دوره با t در متناوب (cos r(t), sin r(t)) به طوری که
،T = fI خاص حالت در می کند. شناسایی را +SO(p)–عمل ۱)× SO(n− p)) با (Sn, can) به (T ۲, g) از (۱۶) شرط

است: پایین معادلات دستگاه از حل یک r(t) تابع ،f(kc(t)) = f(c(t)) و است چنبره روی هموار نگاشت یک f که

f(t)r̈(t) + f(t)
(
∥X∥۲−∥Y ∥۲) cos r sin r + ḟ(t)ṙ(t) = ۰.

می شود. بازیابی [(۳ .۶) معادله ،۲۸] باشد، صفر غیر ثابت یک f حالتی که در
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