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OF CHEESE AND CRUST: A PROOF OF THE PIZZA CONJECTURE AND
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Abstract. [Translator’s abstract]: For a given natural number N , a circular pizza is divided into

2N equiangular slices by means of N straight, concurrent cuts at an arbitrary point P of the interior

of the pizza. Then, each slice of the pizza is shared by two individuals (“Gray” and “White”), who

alternate slices. A natural question that may arise is that does the area of the gray slices exceed that

of white slices? When N is even, an answer to this question has already been given. In this paper,

whenever N is an odd number, a complete answer to this problem is given. Moreover, the method of

proof are generalized to three dimensional pizzas, so called “calzones”, that are some type of pizzas

which are obtained by filling the space above the circular pizzas with cheese surrounded by means of

upper surfaces such as paraboloid, semi-ellipsoid or cone, and both volumes and surface areas of the

Gray and White slices are computed.

1. Introduction

A geometric dissection is a cutting of one or more geometric figures into finitely many pieces that can

be rearranged to form one or more other geometric figures. As visual demonstration of relationships
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such as the Pythagorean theorem, dissections have had a surprisingly rich history, reaching back to

Greek mathematicians more than two millennia ago. Other examples of mathematical relationships

illustrated by dissections include identities of sums of squares and sums of cubes of natural numbers.

More published dissections are either polygons or polyhedra. However there are a few dissections

of curved figures. They are challenging to create, because a convex curved boundary in an original

figure persists in a target figure unless there is a matching concave curved boundary in the original

figure to offset it. It is not easy to identify curved figures that have this property and also interesting

objects for dissection.

A remarkable example arises when the pieces are created from a circular disk that is divided by

chords, all of which pass through a single point within the disk equally spaced angles. This sort of

partition is typical of the way circular pizzas are cut, recognizing that whoever cuts the pizzas may

not be careful to have the intersection of the chords be at the center of the disk.

When this chordal intersection point is at the center of the disk, then all resulting slices are con-

gruent. However, when this point does not coincide with the center, then no two slices of opposite

color are congruent, unless one of the chords is a diameter. So a natural and intriguing question may

arises:

Question: For an arbitrary natural number N , a circular pizza is divided into 2N equiangular

slices by means of N straight, concurrent cuts at an arbitrary point P of the interior of the pizza.

Then, each slice of the pizza is shared by two individuals (“Gray” and “White”), who alternate slices.

When does the total area of the gray slices exceeds that of white slices?

When N = 1 the situation is completely clear. When N = 2, the result seems pretty obvious, but

a “proof with few words” may be given. A half century ago, Leslie J. Upton, of suburban Toronto in

Canada, observed a curious fact that holds even when two slices are congruent [16]: His observation

was based on the fact that if four lines in a plane are concurrent at a point P so that the angle between

the lines are each 45◦. Then a circle is superimposed on the configuration of lines so that P lies within

the circles. Then he asked to show that the alternate sectors cover one half of the circle. Moreover he

asked to show this result without use of calculus.

Michael Goldberg was the first person who gave a positive answer to this question and observed

that whenever there are N ≥ 4 chords and N is even, then the total area of one set of slices equals

the total area of the other [6]. By this observation, he was able to give a proof for even N ≥ 4. This

is the so-called “cheese pizza theorem”.

In [4] the case for N = 4 is illustrated by Carter and Wagon as a “proof without word”. Moreover,

Larry Carter and Stan Wagon found a nice dissection proof for Upton’s original case of four chords

[3]. They cut the four slices in one set into eight pieces that assemble to make the four slices in the

other set.
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The results for even N are sprinkled throughout the literature, and seem to make their first ap-

pearance with a solution by Goldberg [6] (see also [7], [8], [13], [14], [1], [2], and [9] ). Proofs for even

N ≥ 4 are accompished by calculating exact area of certain sets of opposite sclices.

For odd N , the total areas of gray slices and the white slices are shown to be unequal by an

elegant continuity argument of Don Coppersmith (see [4]), utilizing the transcendence of π. However

Coppersmith’s proof does not tell us which total area is greater. In [3], Carter, Duncan, and Wagon

proposed the problem for the cases N = 3 and 5. Though it is not stated there, they made the general

conjecture for all odd ≥ 3, observing that the location of the center alone determines which set of

slices has greater area. Stanley Rabinowitz mentions this in exercise 26.3 of his as-yet-unpublished

manuscript [15] which contains a host of related resultsand it is also stated in [11] (a book of intriguing

mathematical mysteries), in the section titled “The Pizza Problem”.

The contribution of this paper to “cheese pizza theorem” will be to settle the case for odd N ≥ 3–

the “pizza conjecture” (as it is known in some circles).

2. Main Results

The main result of this paper is the following theorem, which provides a precise solution to the

above question, had its genesis in a problem posed by L. J. Upton in Mathematics Magazine almost

fifty years ago.

Theorem 2.1. [Cheese Pizza Theorem.] For a positive integer N , divide a pizza into 2N slices by

choosing an arbitrary points P in the pizza and making N straight cuts through P , the cuts meeting

to form 2N equal angles. Alternatively color adjacent slices gray and white. Let O denote the center

of the pizza. The total areas of gray and white will then satisfy the following.

(a) When N ≥ 4 is even, the gray area equals the white, but for all N , gray equals white if and

only if O lies on a cut.

(b) If O does not lie on a cut and N = 1, N = 2 or N is odd with N ≡ 3( mod 4), then gray

exceeds white if and only if O lies in a gray slice.

(c) If O does not lie on a cut and N is odd with N ≥ 5 and N ≡ 1( mod 4), then white exceeds

gray if and only if O lies in a gray slice.

This implies if the disk is a uniformly distributed cheese pizza shared by gray and white, then for

even N ≥ 4, gray and white get equal amounts. When O lies on a cut, gray and white share equally

by symmetry. Therefore, we will henceforth assume that O does not lie on a cut, but lie within a

gray slice, as in Figure 1. In that case, when N = 2 or is odd, gray will never equal white, and we

will know which set of slices to choose to get the greater amount of cheese: if N = 2, 3, 7, 11, . . . , then

gray will get more; if N = 5, 9, 13, . . . , then white will win.
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(a) (b)

Figure 1. Two examples of equiangular sliced pizzas. (a) Gray area equals white when N > 2

is even. (Here, N = 6.) (b) Gray and white areas differ when N is odd. (Here, N = 7.)

3. Summary of Proofs/Conclusions

Our proof of pizza conjecture will amount to calculating gray minus white and will consist of

several parts. First we show that differences of areas of opposite slices can be expressed in terms of

two “central strips” and such strips have an easy area formula we call a “strip function” s(r), where r

is the thickness of the strip. Using these strips we then find a fairly simple expression for the difference

between the total areas of gray and white slices, reducing the pizza problem to an inequality having

an alternative sum involving s(r). Fortunately, s(r) has such a convenient power series expansion that

we are able to further reduce the problem to solving the inequality when the function s(r) is replaced

by the function rn, where n ≥ 3 is odd. Unfortunately, the argument of s take the form of a sum

of sine functions, so we have to deal with binomial expansion of these sums, leading to complicated

sums of powers of sines. The good news is that applying standard manipulations (involving complex

exponential functions and a geometric sum of roots of unity) to those powers of sines yields a sum

that contains a product of two alternating lacunary binomial sums. But the great news is that these

alternating sums turn out to represent the number of certain lattice paths in the plane and hence are

never negative. So at the end we travel along lattice paths to deliver the pizza. And it gets even

better, because the methods here that solve the pizza problem also make it possible to handle some

specialty menu items-similar divisions of hemispheres, cones, and other figures. by filling the space

above the circular pizza with cheese surrounded by upper surface such as parabolid, semi-ellipsoid or

cone, so called “calzone”, slicing them as in the cheese pizza theorem and computing both volumes

and surface area of the gray and white slices. Further modifications include both thick crust and thin

crust pizza and calzone.
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جامعه و ریاضی

۶۵۰۷ −۲۳۴۵ شاپا(الکترونیکی): ،۶۴۹۳ −۲۳۴۵ (چاپی): شاپا

۸۴ –۶۱ صص. ،(۱۴۰۴) ۴ شماره ،۱۰ جلد

اصفهان دانشگاه ۱۴۰۴ © http://www.ui.ac.ir

طعم∗ خوش نتایج دیگر و پیتزا حدس از اثباتی پیتزا: برشته نان و پنیر از سهم میزان

مابری ریک و دی یرمان پاوول
 

 

حقیقی حسن مترجم:

دلخواه نقطه یک انتخاب با را O مرکز به مدّور پیتزای یک می خواهیم ،N دلخواه طبیعی عدد یک برای مترجم: چکیده چکیده.
ایجاد P رأس به مساوی زوایای متوالی برش سه هر به طوری که می گذرند، P از که مستقیم الخط برش N طریق از را آن روی P

این می آید پیش که سؤالی کنیم. تقسیم نفر دو بین متناوب به طور را شده تقسیم قسمت های و کنیم تقسیم قسمت ۲N به کنند،
مساحت های مجموع آیا که کرد معین ،P و O ،N پارامترهای گرفتن درنظر با فقط و تقسیمی چنین از پیش می توان آیا که است
ارائه آن برای ریاضی راه حلی، و صورت بندی ریاضی، به صورت سؤال این مقاله، این در دارند؟. تفاوت یا برابرند فرد دو هر سهم
با که ممکنی تقسیم های تمامی برای ترکیبیات، و عمومی ریاضی مفاهیم از استفاده با (۱ .۱ (قضیه شده ارائه راه حل می شود.
شد، طرح N = ۲ برای اولین بار برای که مسأله این می دهد. به دست دقیقی پاسخ می آیند، پیش متفاوت، P های و N انتخاب
می کردند، دنبال را مسأله این که افرادی طرف از و گرفت خود به مختلفی صورت بندی های دلخواه، N برای خود تکوین مسیر در
آنها از برخی به مقاله این در خلاصه به طور که گردید ارائه کامل، نه اگرچه مناسب، راه حل هایی شده، طرح حالت های برخی برای
از بزرگتر و فرد عددی N که بوده حالتی بود، نیامده به دست آن برای راه حلی که حالت هایی جمله از بین، این در می شود. اشاره
متقابل»، «قطعات قضیه به موسوم قضیه ای ارائه با نویسندگان مقاله، این در بود. شده معروف پیتزا حدس به حالت این بود. ۵
این جدید، قضیه این کمک به می شوند موفق و دادند تغییر بود، شده کارگرفته به زوج N های برای مسأله حل برای که را رویکردی
این که جالب تر کنند. حل کامل به طور را بالا شیوه به پیتزا تقسیم مسأله دلخواه، N برای این ترتیب به و برسانند اثبات به را حدس
علم اگر بنابراین دارد. بستگی پیتزا نان روی O موقعیت به فقط و نداشته بستگی P نقطه انتخاب به راه حل ها این از کدام هیچ
برای پاسخ بی شمار که می دهد نشان ریاضیات علم دارد، کید تأ پیتزا پختن برای اولیه مواد و غذایی منابع بودن محدود بر اقتصاد

کرد. رده بندی کلی رده سه در را راه حل  بی شمار این تمامی می توان و دارد وجود فوق شیوه به پیتزا تقسیم مسأله

میز) چینش و مسأله (طرح مقدمه .۱

سپس می شود. تقسیم متساوی الزاویه قطعه ۲N به ،۱ شکل همانند همرس، مستقیم الخط برش N با مدّور، پیتزای یک
متعلق قطعات مساحت های مجموع هنگام چه می شوند. تقسیم «سفید») و («خاکستری» نفر دو بین متناوب به طور قطعات

می شود؟ بیشتر سفید به متعلق قطعات مساحت های مجموع از خاکستری به

نیم بیضی وار. بیضی وار، سهمی وار، کالزونه، مشبکه، متساوی الزاویه، قطعه های قطعه، نوار، برش، کليدی: کلمات و عبارات
ترجمه ای مقاله: نوع

مقصودی سعید رابط: دبیرتخصصی
۱۴۰۴/۰۴/۲۱ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۴/۰۱/۲۴ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۳/۱۰/۲۷ دریافت: تاریخ
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۸۴ –۶۱ (۱۴۰۴) ۴ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خوش طعم، نتایج دیگر و پیتزا حدس از ثباتی پیتزا: برشته نان و پنیر از سهم میزان

O O

(a) (b)

مساحت است زوج N > ۲ وقتی (a) شده. قطعه قطعه متساوی الزاویه به طور پیتزاهای از مثال دو .۱ شکل
متفاوتند سفید و خاکستری مساحت است فرد N وقتی .(N = ۶ (اینجا، است سفید مساحت برابر خاکستری

.(N = ۷ (اینجا،
Figure 1. Two examples of equiangular sliced pizzas. (a) Gray area equals white when
N > 2 is even. (Here, N = 6.) (b) Gray and white areas differ when N is odd. (Here, N = 7.)

در ۱۹۶۷ در ۱ آپتون جِی. ال. توسط که بوده مسأله ای خاستگاهش، می دهد، سؤال این به دقیقی پاسخ که زیر، قضیه
.[۱۶] شده بود مطرح مگزین متمتیکس مسایل بخش

آن روی P دلخواه نقطه یک انتخاب با را پیتزا یک ،N مثبت و صحیح عدد یک برای پنیر.] پیتزای [قضیه .۱ .۱ قضیه
رنگ های با متناوب به طور را قطعات کنیم. می تقسیم متساوی الزاویه قطعه ۲N به P از گذرنده مستقیم الخط برش N با و
خاکستری قطعه های مساحت های مجموع آنگاه باشد. پیتزا مرکز نشان دهنده O کنیم فرض کنیم. می رنگ سفید و خاکستری

می کنند. صدق زیر شرایط در سفید و

اما بود، خواهد سفید نواحی مساحت  مجموع برابر خاکستری نواحی مساحت  مجموع است، زوج N ≥ ۴ وقتی (الف)
اگر فقط و اگر بود خواهد سفید نواحی مساحت  مجموع برابر خاکستری نواحی مساحت مجموع Nها، بقیه برای

گیرد. قرار برش خط یک روی O نقطه
آنگاه باشد، N ≡ ۳(ⅿoⅾ ۴) با فرد عدد یک N یا و N = ۲ ،N = ۱ و نگیرد قرار برش خط یک روی O اگر (ب)
یک روی O اگر فقط و اگر بود خواهد سفید نواحی مساحت مجموع از بیشتر خاکستری نواحی مساحت مجموع

باشد. خاکستری قطعه
مساحت مجموع آنگاه باشد، N ≡ ۱(ⅿoⅾ ۴) و N ≥ ۵ با باشد فرد N و نگیرد قرار برش خط یک روی O اگر (پ)
باشد. خاکستری قطعه یک روی O اگر فقط و اگر می شود سفید نواحی مساحت مجموع از بیشتر خاکستری نواحی

و خاکستری فرد دو بین و است شده توزیع یکنواخت به طور آن روی پنیر که باشد پیتزایی یکه، قرص اگر این ترتیب به
برش خط یک روی O وقتی بود. خواهد برابر سفید و خاکستری سهم زوج، N های ≥ ۴ برای آنگاه باشد، شده  تقسیم سفید
همچون ،O می کنیم فرض به بعد این از بنابراین، برد. خواهند سهم مساوی به طور سفید و خاکستری تقارن، بنابر گیرد، قرار
فرد یا N = ۲ وقتی این حالت، در می گیرد. قرار خاکستری قطعه یک داخل اما نمی گیرد، قرار برش خط یک روی ،۱ شکل
مقدار تا کنیم انتخاب را قطعه ها مجموعه از یک کدام می دانیم و بود نخواهد سفید سهم برابر هیچ گاه خاکستری سهم است،

1L. J. Upton
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از بعد و چپ به راست از را علامت ها اثبات. .۴ × مستطیل = سفید منهای خاکستری ،N = ۲ برای .۲ شکل
ببرید. پایین به بالا

Figure 2. For N = 2, gray minus white = 4× rectangle. Proof. Move signs from bottom to
top, then from left to right.

N = ۵,۹,۱۳, . . . اگر آورد؛ خواهد به دست بیشتری سهم خاکستری آنگاه ،N = ۲,۳,۷,۱۱, . . . اگر آوریم: به دست بیشتری پنیر
برد. خواهد سفید آنگاه

«اثباتی ۲ شکل اما است بدیهی کاملا نتیجه می آید به نظر ،N = ۲ وقتی است. روشن کاملا وضعیت باشد، N = ۱ اگر
ما نقش شده اند. معلوم که است مدت ها جواب ها زوج، Nهای برای می کند. ارائه این حالت برای کلمه»  دوسه حد در کوتاه
است. می شود) نامیده ریاضی محافل برخی در (آن طور که پیتزا» فرد‑«حدس Nهای ≥ ۳ حالت اثبات پنیر، پیتزای قضیه در
در موجود پیتزای می دهد اجازه ما به که می آوریم به دست کلی کافی اندازه به قضیه ای ما، اثبات حین در شده آماده دِسر، برای

کنیم. قطعه بندی را نامتعارف تری بشقاب های
اولین می آید نظر به و شده اند پراکنده موضوع این با مرتبط نوشتگان سراسر در آمده اند به دست که نتایجی ،N ≥ ۴ برای
به کنید نگاه (همچنین است گردیده ارائه [۱۶] آپتون توسط شده طرح مسأله برای [۶] گولدبرگ توسط که بوده حلی راه آنها
زوج معین مجموعه های مساحت های دقیق محاسبه با اثبات ها ،N ≥ ۴ برای .([۹] و [۲] ،[۱] ،[۱۴] ،[۱۳] ،[۸] ،[۷]
از استفاده با و بدون   کلام اثبات یک به عنوان ترسیمی، به صورت N = ۴ حالت [۴] در شده اند. انجام هم روبروی قطعات

شده است. ارائه واگن و کارتر توسط هم نهشت دو به دو ناحیه های مجموعه  به خاکستری و سفید قطعات تنصیف
متعالی از استفاده با و کنید) نگاه را [۴]) کاپراسمیت دون از پیوستگی بر مبتنی زیبایی استدلال طریق از فرد، N برای
ما به کاپراسمیت اثبات لیکن نیستند. برابر سفید قطعات و خاکستری قطعات مساحت های مجموع شده داده نشان ،π بودن
N = ۳,۵ حالت های برای را مسأله واگن و دانکن کارتر، ،[۳] در است. بزرگتر قطعات کدام مساحت های مجموع نمی گوید
می تواند مرکز مکان که واقعیت این مشاهده با آنها لیکن است، نشده ذکر مرجع این در صریحاً نکته این هرچند کرده اند. مطرح
کرده اند. صورت بندی N ≥ ۳ برای را کلی  حدسی دارند، بزرگتر مساحتی قطعات مجموعه از کدامیک کند تعیین تنهایی به
است. کرده ذکر [۱۵] خود نشده چاپ هنوز کتاب پیش نویس از ۲۶ ·۳ تمرین در را موضوع این نیز ۲ رابینوویتز استنلی

است. گردیده مطرح پیتزا» «مسأله عنوان تحت بخشی در شگفت انگیز) ریاضی اسرار (کتاب [۱۱] در همچنین
از معینی مجموعه های مساحت های مقایسه آن ها، اصلی ایده ارائه شده اند. N = ۳,۵ حالت های برای اثبات هایی [۵] در
Nهای برای اثبات تا می کند کمک نهایتاً و کرده پیدا «تکامل» حاضر مقاله در راه کار این است. قطعات به وابسته «نوارهای»

شود. کامل فرد

2Stanley Rabinowitz
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۸۴ –۶۱ (۱۴۰۴) ۴ شماره ،۱۰ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خوش طعم، نتایج دیگر و پیتزا حدس از ثباتی پیتزا: برشته نان و پنیر از سهم میزان

مرحله چندین از و می شود آغاز سفید نواحی مساحت منهای خاکستری نواحی مساحت محاسبه با پیتزا حدس از ما اثبات
دو مساحت های برحسب می تواند رأس به متقابل قطعه دو مساحت های تفاضل  که می دهیم نشان ابتدا است. شده تشکیل
یک آن را و دارند ساده ای مساحت محاسبه فرمول یک نوارهایی چنین و ببینید) را ۵ و ۴ (شکل های شود بیان مرکزی نوار
بین تفاضل های برای ساده ای عبارت نوارها این از استفاده با سپس است. نوار ضخامت r آن در که می نامیم s(r ) نوار» «تابع
شامل متناوب مجموع یک دارای که نامساوی یک به را پیتزا مسأله و می یابیم سفید و خاکستری قطعات مساحات مجموع
مسأله می سازد قادر را ما و است راه گشا که است توانی سری بسط یک دارای s(r ) خوشبختانه، می دهیم. تقلیل است، s(r )

را نامساوی بتوانیم می کنیم، جایگزین است، فرد n ≥ ۳ آن در که ،r n تابع با را s(r ) وقتی نهایت در تا دهیم تقلیل بیشتر را
دوجمله ای بسط باید نتیجه در و می آید در پیچیده ای سینوسی توابع توانی مجموع های شکل به ،s شناسه متأسفانه کنیم. حل
هندسی مجموع یک و مختلط نمایی توابع (شامل استاندارد عملیات انجام با که است این خوب خبر بیابیم. را مجموع ها این
متناوب دوجمله ای مجموع دو از حاصل ضربی شامل که می آید به دست مجموعی سینوسی، توان های این روی واحد) ریشه های
صفحه در را معینی مشبکه ای مسیرهای تعداد متناوب، جمع  های این می شود ثابت که است این خوبتر خبر اما می شود.
به را پیتزا تا می کنیم حرکت مسیرها این طول در آخر، در نتیجه، در نمی شوند. منفی هرگز این ترتیب به و می دهند به دست
میسر را امکان این می کنند حل را پیتزا مسأله این جا در که تکنیک هایی زیرا می شود، هم بهتر روند این حتی برسانیم. مقصد
درباره گردند. بررسی نیز شکل ها دیگر و مخروط ها نیم کره ها، متشابه تقسیم های مثل خاص، منوهای اقلام برخی تا می سازند

کرد. خواهیم بحث ۴ بخش در حالت ها این

پیتزا) قرص کردن تقسیم (راه های نوارها و قطعات .۲

مجموعه های در به هم متقابل قطعات که می بینیم می زنیم، برش قطعات از فردی تعداد به P نقطه ی در را پیتزامان وقتی
رنگ های قطعات آن آنگاه باشند، مختلف قطعات در Y و X و باشند هم خط Y و P، X اگر یعنی می افتند. متفاوتی شده رنگ
می کند کمک ما به که هم» به متقابل قطعه های «قضیه می آوریم به دست کوچکی نتیجه بخش این در داشت. خواهند متفاوتی
به متقابل قطعات تفاضل است، زوج Nهای حالت در اصلی ابزار که قطعاتی، چنین از مشخصی مجموع های محاسبه به جای

کنیم. محاسبه را هم
داده نشان |C | با C قوس یک طول می کنیم. تیز را خود چنگال و کارد قرارداد، و تعریف تعدادی سر بر توافق با ابتدا
می کنند، قطع را یکدیگر ناحیه دو کردیم ادعا اگر می شود. داده نمایش | R | با R ناحیه مساحت مشابه به طور و می شود
نواحی بین تمایزی هیچ گاه باشد، مشخص قراین از اگر است. باز مجموعه زیر یک شامل آنها تقاطع که است این منظورمان

نمی شویم. قایل آنها مساحت های و
غیره، و قطاع ها پرتوها، تمام آنگاه است. مبداء دهنده نشان O و است، واحد قرص یک به صورت ما پیتزای کنیم فرض
.r̂(θ) = 〈cosθ, sinθ〉 یعنی باشد، θ جهت در واحد شعاعی بردار r̂(θ) کنید فرض هستند. واحد شعاع یک شامل ضمنی به طور
.r ay(P,θ) = {

P+t r̂(θ) | t ≥ ۰
}

یعنی باشد، r̂(θ) جهت در P نقطه یک از شده ساطع پرتو نشان دهنده r ay(P,θ) کنید فرض
پرتو توسط که می کنیم تعریف واحد قرص از ناحیه ای درون را γ تا β از P در قطعه ،β < γ و واحد قرص در P برای
π+β از P در قطعه ای قطعه، این به متقابل قطعه از منظور می شود. پیموده می یابد، افزایش γ تا β از θ وقتی r ay(P,θ)

این اما می گویند، هم قطاع ها شبه قطعات؛ به نویسندگان (برخی است P =O با قطعه یک فقط قطاع، یک است. π+γ تا
پیتزا). شبه نه است پیتزا یک از بخشی قطاع

نباشد، مبداء شامل که L وتر) یک (به ترتیب خط یک برای شوند. گرفته نظر در جهت دار باید خط ها قطعه و خط ها همه
قطع را دایره Lی چنین وقتی می گذرد. مبداء از و است L موازی که باشد وتری) (به ترتیب خطی نشان دهنده L′ کنیم فرض
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و L بین که که می کنیم تعریف قرص از ناحیه ای می شود، داده نشان str (L) با که را L توسط شده تولید (مرکزی) نوار می کند،
می گیرد. قرار L′

r ay(P,γ) و r ay(P,β) که باشند نقاطی به ترتیب C و B اگر قرص، در P نقطه برای می بریم. به کار هم را زیر علامت
برای مشابه، به طور ببینید). را ۳ (شکل باشد γ تا β از P در قطعه نشان دهنده PÙBC می کنیم قرارداد می کنند، قطع را دایره
شامل B ′C ′ به طوری که باشند L موازی دو هر ،B ′C ′ و BC اگر نیست، مرکز شامل اما می کند قطع را دایره که L خط یک
نشان ÙBB ′ ÙCC ′ با را str (L) آنگاه شده اند، حاصل دایره با L′ و L تلاقی از که باشند جهت داری وترهای به ترتیب است، مبداء

ببینید). را ۴ (شکل می دهیم

O
P

C

C ′

L

L′

B

B ′

.str (L) = ÙB ′B ÙCC ′ نوار یک .۴ شکل
Figure 4. A strip: str (L) = ÙB ′B ÙCC ′.

O P
β

γ

C

B

.γ= PÙBC تا β از P قطعه یک .۳ شکل
Figure 3. A slice: slice at P from β to γ= PÙBC .

مساحت های کردن کم  یا اضافه با می توانیم را به هم متقابل قطعات مساحت های تفاضل می گوید اساساً که را پیش گفته قضیه حال
می کنیم. ثابت و بیان کنیم، محاسبه وابسته نوار دو

فرض و می کنند قطع قرص درون در P نقطه تک در را یکدیگر M و L وتر دو کنیم فرض متقابل] قطعات [قضیه .۱ .۲ قضیه
برابر | T | − | S | مساحت های تفاضل آنگاه باشد. وترها این توسط شده تشکیل به هم، متقابل قطعات زوج یک T و S کنیم
که قسمت هایی آن منهای می کنند قطع را T که str (M) و str (L) نوارهای از قسمت هایی آن مساحت های مجموع با است

می کنند. قطع را S

هستند، متفاوت اساساً که می دهند نشان را حالت دو تصویر، دو هستند. روشن ۵ شکل تصاویر از قضیه نتیجه اثبات.
یعنی،

یا می گیرد، قرار قطعات از یکی در مبداء (الف)
نمی گیرد. قرار قطعات از یک هیچ در مبداء (ب)
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B ′
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(a) (b)

نیست. قطعه ای هیچ داخل در مبداء (b) است. قطعه یک داخل در مبداء (a) متقابل. قطعات .۵ شکل
Figure 5. Opposing slices. (a) Origin in a slice. (b) Origin in neither slice.

قطرهای M ′ =C ′D ′ و L′ = A′B ′ کنیم فرض .T = P ÙBD و S = PÙAC که باشند چنان M =C D و L = AB کنیم فرض
باشند. C D و AB با موازی به ترتیب جهت دار

متقابل قطعات از هیچ یک حالی که در می کنند، قطع را مبداء شامل قطعه str (M) و str (L) نوار دو هر (الف)، حالت در
داریم واقع در نمی کنند. قطع را به هم

| T | − | S | =| P ÙBD | − | PÙAC |
=| ÙA′A ÙBB ′ | + | ÙC ′C ÚDD ′ | + |O ÙB ′D | − |OÚA′C ′ |
=| str (L) | + | str (M) |

در این ترتیب، به هستند. مساحت یک دارای OÚA′C ′ و O ÚB ′D ′ متقابل قطاع دو که است برقرار دلیل این به آخر تساوی که
نوارهاست. مجموع برابر قطعات مساحت های تفاضل که می گیریم نتیجه (الف) حالت

داریم مشابه به طور و می کند قطع را تک قطعه یک، نوار هر (ب)، حالت در

| T | − | S |=| str (L) | − | str (M) | .

می گردد. وابسته نوارها تفاضل به قطعات تفاضل نیز (ب) حالت در بنابراین
دیگر با مرتبط جزئیات می تواند خواننده نیست. هم به متقابل قطعات از ممکن پیکربندی های تمام دربردارنده ۵ شکل

نماید. بررسی آسانی به شده، تشریح ۶ شکل در که را پیکربندی ها

پیتزا حدس اثبات .۳

مساحت های نشان دهنده که ∆S برای متقابل»، «قطعات قضیه از استفاده با می کنیم. ثابت فرد N برای را ۱ .۱ قضیه حال
نقطه یک برای می نویسیم. ساده فرمولی است، قطعات از مجموعه دو سفید نواحی مساحت های منهای خاکستری نواحی
با ،r ay(P, jπ/N ) پرتو و دایره تلاقی نقطه نشان دهنده Q j کنید فرض ، j = ۰,۱,۲, . . . ,۲N هر برای و قرص در P ثابت
۷۱ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.143345.1722
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متقابل. قطعات باقی مانده حالت های .۶ شکل
Figure 6. Opposing slices, remaining subcases.

همرسند، P نقطه در که هستند j = ۰,۱, . . . , N −۱ ،C j =Q j Q j+۱ خط پاره N پیتزا» «برش های باشد. ،Q۰ =Q۲N شرط
می دهیم قرار کلیت، دادن دست از بدون می کنند. راقطع یکدیگر رادیان π

N مساوی زاویه های با پیاپی، دورانی به طور برش های
گیرد. قرار P ÜQN QN+۱ درون در O می شود موجب فرض این .۰<α<π/N و ۰≤ R ≤ ۱ که ،P = Rr̂(α)

آنگاه . j = ۰,۱, . . . , N −۱ ،A j =| P ÜQ j Q j+۱ | کنیم فرض

∆S =
۲N−۱∑

j=۰
(−۱) j−۱ A j =

N−۱∑
j=۰

(−۱) j (AN+ j − A j ).(۱)

P حول ساعت عقربه های حرکت خلاف جهت در که است متوالی قطعات دوره ای به طور مساحت های متناوب مجموع این
طوری علامت ها شده است. نوشته هم به متقابل قطعات تفاضل های متناوب مجموع برحسب به علاوه، می گیرند، دارند قرار

باشد. مثبت مبداء، حاوی قطعه مساحت ،AN علامت که شده اند انتخاب
از یکی روی O گرفتن قرار امکان ۰ <α< π

N و می گردد، مبداء در P گرفتن قرار از مانع R > ۰ قید که می شویم یادآور
روی O کرده ایم فرض زیرا کنیم، جلوگیری حالت ها این روی دادن از می توانیم اما می سازد. منتفی نیز را C۱ و C۰ برش های

نمی گیرد. قرار برشی هیچ
برای ∆S < ۰ و ∆S > ۰ ،N = ۳,۷,۱۱, . . . برای کـنـیم ثابت باید می شود: روشـن ما هدف این ترتـیـب به اکـنون،

خلاصه تر به صورت یا .N = ۵,۹,۱۳, . . .

(−۱)(N−۱)/۲∆S < ۰, فرد Nهای ≥ ۳ همه .برای

به را C j برش های موازی و O از گذرنده C ′
j مرکزی برش های آن در که است مرکزی نوارهای درباره متقابل»، «قطعات قضیه

،AN −A۰ = S۰+S۱ داریم قضیه به توجه با .S j =| str (C j ) | می دهیم قرار ،S۰ = SN با ۰≤ j ≤ N برای سپس می گیرد. کار
که می کند ایجاب (۱) همراه به این .AN+ j − A j =−(S j −S j+۱) داریم ۱≤ j < N برای حالی که در

∆S = S۰ +S۱ +
N−۱∑
j=۱

(−۱) j−۱(S j −S j+۱) = ۲
N∑

j=۱
(−۱) j−۱S j .

از متناوب مجموعی به بود، شده آغاز (۱) در قطعات مساحت های از متناوب مجموعی شکل به که ∆S باشید داشته توجه
می گردد. ختم متوالی نوارهای دوره ای به طور مساحت های

s(r؛ ) =| str (L) | می کنیم فرض و ،(str (L) پهنای (یعنی باشد L وتر یک تا مبداء فاصله نشان دهنده r ≤ ۱ کنیم فرض
رابطه از آسانی به که باشد C j برش از مبداء فاصله r j کنیم فرض ،۱≤ j ≤ N برای می نامیم. پنیر پیتزای برای نوار تابع را s ما
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Q j+۱
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Q ′
N Q ′

۰

Q ′
۱

Q ′
N+۱

Q ′
N+ j

Q ′
j

Q ′
N+ j+۱

Q ′
j+۱

.ÛQ j Q ′
j

ÜQ ′
N+ j QN+ j نوار .۸ شکل

Figure 8. Strip ÛQ j Q ′
j

ÜQ ′
N+ j QN+ j .

π/N

P

Q۰QN

Q۱

QN+۱

QN+ j

Q j

QN+ j+۱

Q j+۱

A j

AN+ j

Q ′
N Q ′

۰

Q ′
۱

Q ′
N+۱

Q ′
N+ j

Q ′
j

Q ′
N+ j+۱

Q ′
j+۱

متقابل قطعات .۷ شکل
.str (L) = ÙB ′B ÙCC ′ و ÜPQ j Q j+۱

Figure 7. Opposing slicesÜPQ j Q j+1 and str (L) = ÙB ′B ÙCC ′.

و d = R csc(π/N )sin(α) دهیم قرار اگر و S j = s(r j ) که می شود نتیجه اینجا از می شود. محاسبه r j = R sin( jπ/N −α)

می گردد. زیر فرمول های به منجر مثلثاتی اتحادهای عادی کاربست یک آنگاه ،w = R csc(π/N )sin(π/N −α)

∆S = ۲
N∑

j=۱
(−۱) j−۱s

(
R sin

(
jπ

N
−α

))

= ۲
N∑

j=۱
(−۱) j−۱s

(
d sin

(
( j −۱)π

N

)
+w sin

(
jπ

N

))
.(۲)

که می دهد نشان سرراست محاسبه یک

s(r ) =
∫r

۰
۲
√

۱− y۲d y.(۳)

مهم نتیجه که ،
√

۱− y۲ = ۱− ۱
۲ y۲ − ۱

۸ y۴ −·· · از است عبارت انتگرال علامت زیر تابع لورن مک سری

s(r ) = ۲r +
∞∑

n=۳
n فرد

cnr n , cn < هر۰ (۴)با

دارد. همراه به ما برای را
که می دهد نشان سینوس تابع بودن متقارن

N∑
j=۱

(−۱) j−۱ sin

(
jπ

N

)
=

N∑
j=۱

(−۱) j−۱ sin

(
( j −۱)π

N

)
= ۰.
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جمله از ناشی مشارکت مجموع می بریم، کار به (۲) در ∆S در مربوطه جمعوند روی را s(r ) برای (۴) بسط وقتی بنابراین
داشت خواهیم دوجمله ای قضیه گرفتن کار به و جمع ها ترتیب تعویض از پس است. صفر خطی

(−۱)
N−۱

۲ ∆S = (−۱)
N−۱

۲
∞∑

n=۳
n فرد

۲cn

N∑
j=۱

(−۱) j−۱
[

w sin

(
jπ

N

)
+d sin

(
( j −۱)π

N

)]n

= (−۱)
N−۱

۲
∞∑

n=۳
n فرد

۲cn

n∑
k=۰

(
n

k

)
wk d n−k

N∑
j=۱

(−۱) j−۱ sink
(

jπ

N

)
sinn−k

(
( j −۱)π

N

)

=
∞∑

n=۳
n فرد

۲cn

n∑
k=۰

(
n

k

)
wk d n−kW (N ,n,k).

داده ایم قرار اینجا در که

W (N ,n,k) = (−۱)
N−۱

۲
N∑

j=۱
(−۱) j−۱ sink

(
jπ

N

)
sinn−k

(
( j −۱)π

N

)
.(۵)

علامت که می شود داده نشان باقی مانده، حالت های برای .W (N ,n,k) = ۰ داریم تقارن، بنابر دوباره ،n = k یا k = ۰ وقتی
□ کنیم. حل زیر قضیه اثبات با را پیتزا حدس می توانیم حال است. k و n ،N از مستقل اعجاب آوری، طرز به ،W (N ,n,k)

،۰< k < n عدد نیز و ،n ≥ ۳ ،N ≥ ۳ فرد عدد دو هر برای پیتزا.] علامت [قضیه .۱ .۳ قضیه

W (N ,n,k) > ۰,

.n < N اگر فقط و اگر W (N ,n,k) = ۰ و

باشد. W (N ,n,k) نشان دهنده W می کنیم فرض می کنیم، تقسیم لم دو به را قضیه اثبات که حینی در می آید پی در آنچه در
اختیار است، a < b یا b < ۰ هنگامی که

(a
b

) = ۰ یعنی را، جمله ای دو ضرایب به مربوط استاندارد قرارداد یک دهید اجازه
می کند. بازنویسی مجموع ها) حاصل ضرب ها(ی از زیبا مجموعی به صورت را W لم، اولین کنیم.

آنگاه ،n ≥ N هرگاه و W = ۰ آنگاه ،n < N هرگاه پیتزا.] فرعی محصول [لم .۲ .۳ لم

W = N

۲n−۱

∑
q∈(۰,N )

q 6≡k(ⅿoⅾ ۲)

sin
(πq

N

) ∑
u∈Z

(−۱)u

(
k

k−q+N
۲ −uN

) ∑
v∈Z

(−۱)v

(
n −k

n−k−q
۲ − v N

)
.(۶)

است، شده ثابت آنجا در ۱ .۳ قضیه از (n < N) W = ۰ حالت است. شده آورده ضمیمه در ۲ .۳ لم اثبات کلی چارچوب
فقط ،۱ .۳ قضیه اثبات اتمام برای ،sin

(πq
N

) > ۰ ،q ∈ (۰, N ) همه برای چون .n ≥ N می کنیم فرض به بعد این از بنابراین
بندیم. کار به دوبار را زیر نتیجه داریم نیاز

از مسیرهایی تعداد نشان دهنده L (A,B) کنیم فرض باشند. مثبت صحیح عدد دو N و B کنیم فرض مشبکه). (لم ۳ .۳ لم
آنگاه باشد. | A−B |≤ N و نمی کنند قطع را y = x ±N خط دو از هیچ یک که باشد (A,B) به (۰,۰)

L (A,B) = ∑
u∈Z

(−۱)u

(
A+B

A−uN

)
.(۷)
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y =
x+

N

y =
x−

N

y =
x+

N

y =
x−

N

(A,B) (A,B)

نمی کنند. قطع را y = x ±N یک هیچ که (A,B) به (۰,۰) از ای مشبکه مسیرهای .۹ شکل
Figure 9. Lattice paths from (0,0) to (A,B) not touching y = x ±N .

،(A,B) به (۰,۰) از مشبکه ای مسیر یک ،A,B > ۰ برای این جا، در نمی شود. منفی هیچ گاه (۷) مجموع به خصوص،
برای باشد. شده  تشکیل مثبت جهت در y های یا مثبت، جهت در x های یا از، آن صحیح گام های که می شود تعریف مسیری
که آنهایی یعنی لم، در پذیرفتنی مسیرهای که است روشن کنید. نگاه را ۹ شکل مشبکه ای، مسیرهای از نمونه هایی دیدن

است. | x − y |< N مسیر، روی ,x) های y) تمام برای که هستند آنهایی دقیقاً نمی کنند، قطع را y = x ±N خطوط
بودن مثبت با رابطه در ما که لم، قوی تر صورت کرد. پیدا [4Aلم ،۱۲] و [۱ گزاره ،۱۰] در می توان را مشبکه لم صورت

داریم. نیاز مشبکه لم از زیر نتیجه به یعنی است. نشده ذکر آنجا در داریم نیاز آن به

.| A−B |< N و N > ۱ اگر فقط و اگر L (A,B) > ۰ .۴ .۳ نتیجه

هستند، نزدیک یکدیگر به خیلی y = x±۱ خطوط زیرا است بدیهی است صفر برابر (۷) مجموع است N = ۱ وقتی این که
بسط مقدار برابر مجموع که آورد یاد به می توان (یا کند قطع را خط دو از یکی بایستی کند، ترک را مبداء که مشبکه ای مسیر هر
بنابراین است. واقع y = x±N خطوط از یکی روی (A,B) نقطه ،| A−B |= N حالتی که در است). (۱−۱)A+B جمله ای دو
آسانی به است. | A−B |< N و N > ۱ می کنیم فرض نهایت در ندارد. وجود حالت ها از کدام هیچ در پذیرفتنی ای مسیر هیچ
و L (A,B) می دهد نشان این که نکند، قطع را y = x ±N خطوط که ساخت (A,B) به (۰,۰) از مسیر یک حداقل می شود

است. مثبت (۷) مجموع نتیجه در
می بریم. کار به (۶) مجموع های روی را آن نتیجه و مشبکه لم پنیر، پیتزای قضیه اثبات کردن کامل برای

مجموع با

∑
u∈Z

(−۱)u

(
k

k−q+N
۲ −uN

)
(۸)

و A > ۰ که می شود مشاهده ،۰ < N − q < N چون .B = k − A و A = k−q+N
۲ کنیم فرض می کنیم. شروع (۶) در

برآورده آن نتیجه و مشبکه لم  شرایط و B > ۰ آنگاه ،q > N − k باشیم داشته اگر همچنین .| A −B |=| N − q |< N

اگر فقط و اگر
( k

k−q+N
۲ −uN

)> ۰ که می شویم یادآور ابتدا .q ≤ N −k کنیم فرض اکنون بنابراین است. مثبت (۸) و شده اند
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به است q ≤ N −k که فرض مان بردن کار به و آرایش باز .۰≤ k−q+N
۲ −uN ≤ k

۰≤ −k −q +N

۲
≤ uN ≤ k −q +N

۲
≤ N −q < N

این که می دهد، به دست ممکن حالت تنها به عنوان را u = ۰ مقدار ۰ ≤ uN < N نامساوی های اینجا در اما می شود. منجر
غیر در می یابد؛ تقلیل مثبت تک جمله یک به (۸) مجموع آنگاه q = N −k هرگاه .q = N −k که می کند ایجاب نهایت در

.q ≥ N −k اگر فقط و اگر است مثبت (۸) بنابراین ندارد. ناصفری جمله ی هیچ مجموع ،q < N −k اگر این صورت،
مجموع حال

∑
v∈Z

(−۱)v

(
n −k

n−k−q
۲ − v N

)
(۹)

.q ≤ n−k اگر فقط و اگر است مثبت (۹) که می شود نشان داده می کنیم، استدلال (۸) همانند دقیقاً بگیرید. درنظر را (۶) در
و ،q = N − q∗ و k = n −k∗ قراردادن طریق از ،(۸) و (۹) بین ظریف تقارن یک کاربستن به از نتیجه این واقع (در

می آید). به دست (۸) در u =−u∗

N −k ≤ q ≤ اگر فقط و اگر هستند مثبت همزمان به طور (۹) و (۸) می شود نتیجه (۹) و (۸) درباره نتایج مان ترکیب با
داریم ،q = N −k برای این صورت، در بود. خواهد برقرار q = N −k خاص حالت (حداقل) برای این ،n ≥ N هرگاه .n−k

برای چون بنابراین، است. شده داده نشان (۶) جمع حاصل  در q مقدار این این ترتیب به ،۰< N −k < N و q 6≡ k(ⅿoⅾ ۲)

نتیجه در داشت، خواهد وجود (۶) مجموع در مثبت جمله یک حداقل است n ≥ N وقتی ،sin(qπ/N ) > ۰ ،q ∈ (۰, N )

بود. خواهد مثبت (۶) آنگاه باشد n ≥ N هرگاه
است مثبت اکیداً W =W (N ,n,k) مقدار n ≥ N هنگامی که ،۰< k < n، N ≥ ۳ فرد عدد فرد، n برای که دادیم نشان

می کند. کامل را پنیر پیتزای قضیه اثبات نتیجه گیری، این .n < N هرگاه است صفر برابر و

شام منوی .۴

اجازه اگر می شد چه بگیریم. نظر در نیز را خود بعدی غذای داریم نیاز اما است، شده پخته سیری آور ناهار یک برای پیتزا
می کردیم؟ پر را پیتزا داخل اگر می شد چه می آمد؟ بالا خمیر دارد، دربر را ما پیتزای که واحدی شعاع به تاوه روی می شد داده
به نفره مان دو مهمانی برای نیز را ممکن حالت های این کرده ایم ثابت کنون تا آنچه از ساده تعمیم یک که می شود داده نشان

می گردد. ارائه زودی به نمونه ها از سینی یک می کند. مهیا آسانی
شود. داده تعمیم زیر به صورت می تواند متقابل قطعات قضیه اول، گام در

باشد، قطاع یک یا قطعه یک نوار، یک ،۱ .۲ قضیه در مذکور R ناحیه هرگاه کلی.] متقابل قطعات [قضیه .۱ .۴ قضیه
انتگرال معین، تابعی f (r,θ) = f (r ) اگر اما است. f ≡ ۱ یکه قرص روی که شرط این با است

Î
R f d A برابر مساحتش

،۱ .۲ قضیه آنگاه دارد، بستگی قطبی مختصات به فقط مقادیرش که باشد یکه قرص روی شده تعریف مقدار، حقیقی و پذیر
ماند. خواهد باقی معتبر

Î
R f d A با R ناحیه هر مساحت کردن جایگزین با

می دهند اجازه ما به شکل ها این کرد. پیدا ۱ .۲ قضیه شکل های روی از می توان را اثبات تغییری هیچ بدون قبل، همچون
بیاندیشیم. حجم ها درباره

رسیده اثبات به قبلا پیتزا علامت قضیه قوی تر روایت که کرد خواهد قبول سیر کاملا خواننده تعمیم، این کردن کامل  برای
است.
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[−۱,۱] روی همگرا توانی سری یک توسط که است تابعی s(r ) که کنیم فرض یافته.] تعمیم پیتزای علامت [قضیه .۲ .۴ قضیه
یک برای کنیم فرض دقیق تر، به طور هستند. هم علامت نهایت در سری ضرایب کنیم فرض همچنین است. شده داده نمایش

N ≥ ۱ فرد عدد

s(r ) =∑{
bnr n : فرد n,۱≤ n < N

}+∑{
cnr n : فرد ,n ≥ N

}
(۱۰)

cها همه (i i ) صفرند؛ cها همه (i ) باشند: برقرار زیر شرایط از یکی به طوری که هستند ثابت هایی c ها و b ها آن در که است
مجموع آنگاه است. منفی آنها از یکی حداقل و نامثبت اند c ها همه (i i i ) است: مثبت آنها از یکی حداقل و نامنفی اند

(−۱)
N−۱

۲
N∑

j=۱
(−۱) j−۱s

(
R sin

(
jπ

N
−α

))
(۱۱)

باشد. برقرار (i i i ) یا ،(i i ) ،(i ) ترتیب به هرگاه است منفی یا مثبت صفر، ترتیب به

s(r ) هرگاه بود. خواهد صفر (۱۱) مجموع ،N > M وقتی آنگاه باشد، M درجه از فرد چندجمله ای یک s(r ) اگر بنابراین
علامت دارای n ≥ M برای آن cnrی n جملات اما نباشد، چندجمله ای یک که باشد داشته فرد توان های با نامتناهی سری یک
(به مثبت N ≥ M برای (۱۱) مجموع منفی)، ترتیب (به باشند مثبت همه علامت ها آن اگر آنگاه باشند، صفر) (یا یکسان

است. (صفر) تهی (۱۰) در bها) (از جمع اولین آنگاه N = ۱ اگر که می شویم یادآور بود. خواهد منفی) ترتیب

از را «کالزونه» اصطلاح ما است. پرشده پنیر با آن درون که است بعدی سه پیتزای یک کالزونه۴، یک ما، نظر از کالزونه ها۳.
روشی به کره ها قطعه بندی درباره زیبایی قضیه مرجع، آن در که کرده ایم اقتباس گرفت) قرار استناد مورد [۲] از بعد (که [۱۵]
به طور و نامنفی تابع یک توسط که رویه ای زیر و تاوه یکه بالای فضای پرکردن با ما کالزونه های است. شده ذکر متفاوت نسبتاً
،
∫۱

۰ f (r )dr > ۰ اینکه به الزام با مثلا ، f که می کنیم فرض همچنین می گردند. تهیه شده، تعریف z = f (r ) متقارن شعاعی
تاوه بر عمود که برش دهنده صفحه  تا N با را خود غذای تاوه یکه، در P مفروض نقطه یک برای حال است. نابدیهی اساساً
دوباره می زنیم. برش می سازیم) P در مساوی زاویه ۲N هنوز (ما می گذرند P شامل اصلی خط های از قید که این و هستند
رنگ به قطعه یک در تاوه مرکز به طوری که می زنیم رنگ سفید و خاکستری رنگ های با متناوب به طور را مجاور «قطعات»
هستند مرکزی نوار بالای که حجم هایی به فقط را خود است لازم کلی»، متقابل «قطعات قضیه بنابر بگیرد. قرار خاکستری

نواری تابع کلی تر شکل حجم ها این کنیم، محدود

s(r ) =
Ï

str (L)
f d A(۱۲)

می باشد. r پهنای به مرکزی مان نوار str (L) آن در که می گیرند را

پخته ضمن تا می گذارند اجاق داخل را شده تا خمیر و می کنند پر مخصوص غذایی مواد سایر و پیتزا پنیر از را شده زده تا  قسمت داخل و می زنند تا را پیتزا خمیر که است پیتزا نوعی کالزونه ۴یک

شود. برشته نیز آن خمیر شدن،

3Calzones
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باشد. f (r ) = H(۱−r ۲) کلاه)، (بلندی H > ۰ برای کنیم فرض پیتزا). مواد از پرشده سهمی وار (کلاه های ۱ اصلی غذای
به صورت نظیرشده نوار تابع این که بررسی

s(r ) =
Ï

str (L)
f d A = ۴H

۳

(
r − r ۳

۳
+∑{

cnr n : فرد n,n ≥ ۵
})

,

آنگاه باشد، N = ۷,۱۱, . . . اگر سهمی وار، کالزونه برای که می کند ایجاب این نیست. مشکل چندان مثبت اند، cها همه آن در که
خاکستری قطعات مجموع N = ۵,۹,۱۳, . . . اگر حالی که در دارند، سفید قطعات از کمتری تجمعی حجم خاکستری قطعه های

دارند. بیشتری حجم
است. پیتزا» «پاد اساساً می گیرد خوردن برای را پیتزا بیشترین که کسی نظر از N ≥ ۵ برای پرشده سهمی وار

شامل قطعه که است این نشان دهنده z محور آمدن بیرون .N = ۵ با مخروطی و نیم کروی کالزونه های .۱۰ شکل
است. مرکز

Figure 10. Hemisphere and cone calzones with N = 5. The z-axis is shown poking through,
to indicate the slice containing the center.

f (r ) = H
√

۱− r ۲ نیم‑ بیضی وار)، (بلندی H > ۰ برای کنیم فرض پیتزا). مواد از پرشده وار ‑بیضی (نیم ۲ اصلی غذای
آنگاه باشد.

s(r ) = Hπ

۲

(
r − r ۳

۳

)
.

فرد، N ≥ ۵ برای حالی که در دارند بیشتری حجم خاکستری قطعات باشد، N = ۳ اگر نیم‑بیضی وار، کالزونه برای بنابراین،
است. سفید حجم برابر خاکستری حجم

قرار ریز و نَرم مواد دیگر و فرنگی، گوجه از نازکی ورقه های پیتزا، خمیر روی دارند دوست افراد برخی پوسته ها. و خمیرها
می خواهیم این بار است. شده قطعه،قطعه ما معمول قاعده اساس بر که بگیرید، نظر در را کالزونه یک نازک» «پوسته دهند.
قطعه ها، حجم های برای فرمول مان مشابه نمائیم. محاسبه را z = f (r ) رویه متناوب قطعات رویه های مساحت های تفاضل

یعنی ،s(r ) می خواهیم خوشمزه قطعات این برای

s(r ) =
Ï

str (L)

√
۱+ ( f ′)۲d A(۱۳)
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کند. توصیف را رویه مساحت قطبی شکل

آنگاه .H > ۰ آن در که ، f (r ) = H(۱− r ) کنیم فرض شکل). مخروطی نازکِ (نانِ ۱ ترکیب

s(r ) =
√

H۲ +۱
(
r
√

۱− r ۲ + sin−۱(r )
)

.

به می باشد. پنیر پیتزای اولین برای (۳) توسط شده داده نوار تابع همان sc (r ) که است
√

H۲ +۱sc (r ) برابر تابع این
‑همان پیتزا» «شبه مخروط ها شده قطعه قطعه، نازک نان های می کند، دریافت را پیتزا بیشترین که شخصی نظر از این ترتیب،

هستند. پیتزای‑پنیر
غیر قابل واقعاً باشد، رضایت بخش چقدر ساده ای، مخلوق چنین این که است. خانه به بردن مخصوص بعدی پیتزای

است. پیش بینی

با است برابر نوار بالای رویه ی مساحت آنگاه باشد. f (r ) =
√

۱− r ۲ کنیم فرض کروی). نیم نازکِ (نانِ ۲ ترکیب

s(r ) =πr.

می دهد. به دست مساوی رویه ای مساحت های سفید، برای هم و خاکستری برای هم نیم کره یک نازک نان فرد، N ≥ ۳ برای

به طوری که می کنیم قطعه بندی پنیر پیتزای قضیه همانند دقیقاً را پیتزا و N ≥ ۲ کنید فرض پیتزا). نان (باریکه لبه ۳ ترکیب
کمان های طول مجموع متناوب، قطعات (پنیر) مساحت های مجموع کردن پیدا جای به نباشد. برشی هیچ روی O مرکز
نان نازک لبه مقدار یک سفید و خاکستری زوج، N برای (a) آنگاه می کنیم. پیدا را نان) لبه (باریکه همانند قطعات متناظر
برای (c) و ،N = ۵,۹,۱۳, . . . هرگاه می شود نصیبش پیتزا نان نازک لبه بیشترین خاکستری (b) می شود، نصیب شان پیتزا
قطعات مجموعه فرد، N ≥ ۳ برای این ترتیب (به می شود. نصیبش نان نازک لبه مقدار کمترین خاکستری N = ۳,۷,۱۱, . . .

دارند). کمتری نان نازک لبه بیشتر پنیر دارای

(طول نان های زوج، N با می شود. دیده روشنی به نتیجه درستی ۶ و ۵ های شکل به توجه با است، زوج N وقتی اثبات.
،| ÚA′C ′ |=| ÚB ′D ′ | و ،| ÙA A′ |=| ÙBB ′ | چون ،۵ شکل در مثال برای می افزائیم. هم بر را رأس به متقابل قطعات کمان ها)

داریم

|ÙAC | + | ÙBD |=| ÚA′C ′ | + | ÚB ′D ′ |= ۲ | ÚB ′D ′ |= ۲θ.

از یک هر به متناظر متقابل نان های جفت های N /۲ همه ی روی بستن جمع  بنابراین ،θ = π
N این جا در .θ =∠B ′OD ′ که

نان نازک لبه برای (نتیجه می آورد. دست به نان لبه باریکه (π) میزان یک فرد هر که می دهد نشان شده رنگ مجموعه های
است.) شده ذکر [۱۶] و [۹] در اثبات بدون زوج، و N ≥ ۴ حالت های در پیتزا

قطعه ها همانند، نوارهای مساحت های جای به متقابل قطعات قضیه که کند بررسی آسانی به می تواند خواننده فرد، N برای
یک مرز قوس طول که s(r ) تابع برای را ۲ .۴ قضیه می توانیم این صورت در است. معتبر نیز قوس ها طول برای قطاع ها، و

یعنی ببریم. کار به می دهد، به دست را واحد دایره روی نوار

s(r ) = ۲sin−۱(r ),

قضیه i)ی i ) حالت در s(r ) که معناست بدان این است. شده تشکیل مثبت ضرایب با فرد توان های از فقط آن، توانی سری که
برای که sc پیتزای پنیر تابع علامت با مقایسه در s در ضرایب مخالف علامت می کند. صدق N ≥ ۳ فرد عدد هر برای ،۲ .۴
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O

.c ≈ ۶
۷ و N = ۶ با ضخیم نان .۱۱ شکل

Figure 11. Thick crust with N = 6 and c ≈ 6
7 .

برای را پنیر مقدار حداقل دارند، را نان بیشترین که قطعاتی مجموعه این که بر است دلیلی دارد، منفی ضرایب فرد N های ≥ ۳
□ بردارند. در فرد Nهای ≥ ۳

نان درباره زیر، حکم نیستند. بعدی) (یک نازک نان تکه دارای قبلی، ترکیب همچون واقعی دوار پیتزاهای البته مانده ها. ته
است. کاربست تر قابل واقعی پیتزای

پنیر از (c < ۱ شعاع (به داخلی قرص یک دارای واحد پیتزای یک کنیم فرض پیتزا). ضخیم نانِ تکه  ) ۱ مانده ته
مرکز به هریک برشته، نان شده توزیع یکنواخت به طور ( ۱− c ضخامت (به خارجی حلقه یک با شده توزیع یکنواخت به طور
پنیری قسمت در P اما باشد، پنیر پیتزای قضیه همانند دقیقاً پیتزا قطعه و فرد) یا (زوج N ≥ ۳ کنیم فرض باشد. مبداء،
را پنیر بیشترین که قطعاتی مجموعه فرد، N برای آنگاه کنید. تقسیم متناوب قطعات به معمول طبق را پیتزا باشد. شده واقع

برابرند. برشته نان مقدارهای زوج N برای و هستند برشته نان کمترین دارای می دهند، به دست

N > ۲ برای می ماند. باقی چقدر ببینیم و برداریم پیتزا قطعه یک از را پنیری قطعه یک فقط می خواهیم واقع در اثبات.
قرص و اصلی شده قطعه بندی قرص که می کند ایجاب قضیه این زیرا می آید، به دست ۱ .۱ قضیه از بلافاصله نتیجه زوج،
از فرد، N برای ببینید). را N = ۶ با ۱۱ (شکل هستند برابر سفید و خاکستری مساحت های دارای داخلی شده قطعه بندی

تابع با ۲ .۴ قضیه و کلی» متقابل «قطعات قضیه

s(r ) = sc (r )− c۲sc (r /c),

□ کنیم. می استفاده دارد، مثبت ضرایب فقط توانی اش سری بسط در و می کند صدق (i i ) حالت در باز که

حالت های دو، این  زیرا گذاشتیم کنار بدیهی علی الظاهر دلایل به را N = ۱,۲ حالت های ضخیم، شده برشته نان پیتزای در
N = ۲ وقتی اما می برد) (خاکستری است بدیهی N = ۱ حالت دوباره جدید، وضعیت در هستند. پنیر پیتزای قضیه ی استثنای
نشان دادن می شود، واقع پنیری بخش درون شکل مستطیل قسمت که واقعیت این  به توجه و ۲ شکل گرفتن نظر در با است،

نیست. دشوار چندان است سفید قسمت برابر خاکستری قسمت این که
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ببرید). خانه به آن را (بعداً بگیریم نظر در را ضخیم پیتزای نان ۳‑بعدی روایت یک یعنی بیشتر، خوراک یک فقط می خواهیم

نان یک و کنید انتخاب را نیم‑بیضی وار اصلی، غذای ۲ منوی از وار). نیم‑بیضی ضخیم برشته (نان ۲ باقی مانده
ناحیه ای نان این H > ۰ و ثابت c ∈ (۰,۱) یک برای دقیق تر، به طور کنید. درست مشابه نیم‑بیضی وارِ دو بین ضخیم کالزونه
کالزونه نوک قسمت می باشد. z ≥ ۰ آن ها برای که است، z = H

p
c۲ − r ۲ و z = H

√
۱− r ۲ بیضی وارهای بین فضای از

معمول مطابق و می دهیم قرار ناحیه این در (z = ۰) تاوه روی را P برش نقطه است. ۰≤ z < H
p

c۲ − r ۲ نیم‑بیضی وار بقیه
هستند. برابر بریده شده نان های سفید و خاکستری حجم های مجموع N ≥ ۳ برای آنگاه می کنیم. قطعه بندی آن را

نیم‑بیضی وار ضخیم شده برشته نان این برای نوار تابع آنگاه باشد، ۲ اصلی غذای نوار تابع نشان دهنده sc (r ) هرگاه اثبات.
با است برابر

s(r ) = sc (r )− c۳sc (r /c) = Hπ

۲
(۱− c۲)r.

کردن) فکر برای (غذا نتیجه .۵

می شویم. یادآور را پراکنده نکته چند دهیم، پایان خود جشن به و برگردیم خانه به این که از قبل
حالت های نپرداخته ایم. است زوج N که حالت هایی به زیرا نشده اند، بررسی کامل به طور ما کالزونه های این جا در ،اولا
N وقتی که است این تکنیکی مشکل دیگر، حالت های برخی برای اما شوند، فصل و حل آسانی به می توانند بسیاری خاص

نداریم. متقابل» «قطعات قضیه سادگی به نتیجه ای ما است، زوج
خیلی که دارند جواب هایی آنها از برخی شوند. گرفته درنظر باید که دارند وجود دیگری بسیار شکل های N ≥ ۳ برای
حالت ها دیگر نمی آید نظر به اما (H < ۱ با بیضی وار نازک پوسته های مثلا) نمی گیرند. جای نوشته این فضای در و طولانی اند
پرشده مخروط مثال، برای باشند. حل قابل مستقیماً کردیم مطرح این جا در ما که هایی روش توسط که بگیرند قرار رده ای در
یک یا نمائیم اصلاح را خود راهکار داریم نیاز بنابراین است، r ۳ logr جمله یک شامل آن بسط که دارد نواری تابع پنیر، از

کنیم. اقدام آن حل برای تا کرده پیدا غیررسمی روش
لزوماً این می شود، برنده همیشه خاکستری که می شود دیده آسانی به اما نکرده ایم، بیان N = ۱ درباره مطلبی اینجا تا
است جملاتی مخالف علامتی دارای اغلب s(r ) توانی سری خطی جمله زیرا نمی آید، به دست پیتزا قضیه از نتیجه ای به عنوان
کردیم، استفاده N > ۱ شرط از زود خیلی که می دهد نشان پنیر پیتزای قضیه اثبات دقیق تر خواندن می آیند. آن دنبال به که
تابع مادامی که ضخیم، و نازک نان های از ما مثال های می ماند. باقی معتبر N = ۱ برای کلی» پیتزای «علامت قضیه معهذا،

می دهند. توضیح را رفتار این باشند، نداشته منفی جملات نوارشان
نتیجه ای می توانیم است، N = ۳ وقتی که شده داده نشان اما گذاشتیم، باقی حل نشده را N = ۳ حالت اصلی منوی در
F = f یعنی باشد، (۱۳) و (۱۲) در نوار تابع انتگرال علامت زیر تابع نشان دهنده F کنیم فرض کنیم. بیان را کلی نسبتاً

باشد، [۰,۱] روی نامنفی غیرکاهشی، تابعی F اگر که است این نتیجه رویه. مساحت برای F =
√

۱+ ( f ′)۲ و حجم برای
نابدیهی اساساً F که مادامی است. سفید حجم های مجموع مساوی یا بزرگتر خاکستری حجم های مجموع ،N = ۳ وقتی آنگاه
شکل کمک به اثبات آشکار نسبتاً تطبیق از داریم، دوست آن را همه از بیشتر که اثباتی بود. خواهد اکید نامساوی این باشد،

می کنیم. واگذار گرسنه کاملا خواننده به را اثبات جزئیات است. گرفته نشأت [۵] در N = ۳ برای شده ارائه

۸۱ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.143345.1722
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که است این می دهد روی آنچه اما برده اند، لذت به بعد!) ۱۹۹۴ (از غذایی مواد اشتراک گذاری به از نویسندگان این جا در
اشتراکی چند پنیر پیتزاهای برای آمده به دست نتایج شود؟ پیدا بعدی غذای سفارش برای دیگر افرادی کله و سر اگر می شد چه
ببینید)، را [۹] مثلا) شده اند شناخته می کند، دریافت قطعه ۴ فرد، M از متشکل گروه هر وقتی متساوی الزاویه، قطعات با
دریافت قطعاتی چنین از بیشتر، یا چهار زوجی، تعداد فرد هر که است کرده ثابت [۱۵] در را روایتی رابینوویتز، حالی که در

می کند.
از نسخه هایی گذاشتن اشتراک به بابت رابینویتز، استنلی از را خود قدردانی و ویژه تشکر می خواهیم یادداشت، این در
به مربوط مسایل و نتایج از عیار تمام بوفه ای شامل موارد، دیگر کنار در نسخه ها، این زیرا کنیم، اعلام [۱۵] اش دستنویس
و ما جدید های روش می آید نظر به است. چندضلعی ها و پیتزاها نامتعارف) روش های (به گذاری اشتراک به و قطعه بندی
حل زوج N های برای آنها از خیلی به حال، تا است. بستن کار به قابل [۱۵] مسایل برخی حل برای آنها، مختصر تغییر

جان تان. نوش باشد. کننده سرگرم خوبی زمان مدت برای می تواند هنوز ما، مختصر شام بنابراین شده اند،

ضمیمه. .۶

می شد). منفجر ضمیمه این (وگرنه می کنیم ارائه را اثبات از مختصر طرحی فقط ما .۲ .۳ لم اثبات
سینوس توان های حاصل  ضرب های مجموع تا می کنیم استفاده پرزحمت) (اگرچه ابتدایی محاسبات از می آید پی در آنچه در

بیابیم. را مختلف زوایای
جمع  بعد و جمع بستن ترتیب کردن وارون سپس دوجمله ای، قضیه با همراه ،sin(θ) = (e iθ − e−iθ)/(۲i ) از استفاده با

به را (۵) ما می شود، ظاهر که (−e−i (n−۲(m+ℓ))π/N نسبت قدر (با هندسی تصاعد متناهی مجموع زدن

W = (−۱)
N+۳

۲

(۲i )n Ne i (n−k)π
N

∑
Q∈Z

∑
(m,ℓ)∈A(Q)

(
k

m

)(
n −k

ℓ

)
(−۱)m+ℓe−i۲ℓπ/N(۱۴)

می کنیم. تبدیل ،A(Q) = {
(m,ℓ) | ۰≤ m +ℓ≤ nو n −۲(m +۱) = (۲Q +۱)N

}
که

این حالت است. صفر برابر n < N وقتی (۱۴) کمیت بنابراین است، تهی A(Q) آنگاه ،n < N اگر می شود دیده روشنی به
.n ≥ N که می کنیم فرض اثبات، بقیه برای می رساند. اثبات به را ۱ .۳ قضیه در تساوی

که باشد یکتایی صحیح عدد pmax ≥ ۰ کنیم فرض ،n ≥ N برای

(۲pmax +۱)N ≤ n < (۲pmax +۳)N .

هم از ،p ∈ [۰,۱, . . . , pmax] هر برای Q = p,−(p +۱) به متناظر جملات زوج کردن اضافه با را (۱۴) در Q روی مجموع
بودن فرد از استفاده با Qها، زوج این همه روی جمع بستن با شود. تولید مختلط مزدوج جملات از تفاضل یک تا می کنیم جدا

می آید به دست نظر مورد مجموع جمع بستن ها، ترتیب کردن وارون و سینوس، تابع

W = N

۲n−۱

k∑
m=۰

(
k

m

)
sin

(
π(k −۲m)

N

)pmax∑
p=۰

(−۱)p

(
n −k

n−N
۲ −m −pN

)
.(۱۵)

سینوسی جمله جملاتی که آن یعنی می شوند، ساده و می گیرند قرار هم کنار (۱۵) جدید حاصل جمع کوچک قطعات برخی سپس
هستند. π و ۰ بین هم پایان زوایای به متناظر شناسه شان که دارند

آنها زیرا خواهندشد، گرفته نادیده m ها (بقیه .sin
(
π(k−۲m)

N

)
6= ۰ و ۰≤ m ≤ k (۱۵) در که بگیرید درنظر طوری را m

که ،±qπ/N به صورت هم پایان زاویه یک با π(N−(k−۲m))
N زاویه هر گرفتن یکی با ندارند.) W مقدار تعیین در نقشی هیچ
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داشت خواهیم ،q ∈ (۰, N )

sin

(
π(N − (k −۲m))

N

)
= sin

(
±qπ

N

)
.(۱۶)

دارند. هم مخالف زوجیت k و q می شویم یادآور
علامت های به علاوه می آوریم، گرد است برقرار (۱۶) آن ها برای که را m هایی آن q ∈ (۰, N ) صحیح عدد هر برای
رابطه در این را است. برقرار (۱۶) آنگاه m = m±

q (ⅿoⅾ N ) اگر می دهیم. نمایش m±
q = k+q−N

۲ دادن قرار با را سینوس ها
داشت خواهیم حال می بریم، به کار (۱۵)

W = N

۲n−۱

∑
q∈(۰,N )

q 6≡k(ⅿoⅾ ۲)

sin
(πq

N

)
(T +

q −T −
q ),(۱۷)

که

T ±
q = ∑

m≡m±
q

( ⅿoⅾ N )

(
k

m

)
pmax∑
p=۰

(−۱)p

(
n −k

n−N
۲ −m −pN

)
.(۱۸)

داریم مجموع ها، از یک هر بازاندیس گذاری با ،m−
q ≡ k −m+

q چون

T −
q = ∑

j≡m+
q

(
k

j

)
۰∑

p=−pmax

(−۱)p

(
n −k

n+N
۲ − j −pN

)
.

است. N پیمانه به هم ارزی به معنای به بعد اینجا از (≡) هم ارزی نشان که
آن برای که p ممکن مقادیر تمام در n+N

۲ −m −pN به صورت اعداد ،m ∈ [۰,k] هر برای واقعیت که این مشاهده با
که می شود ملاحظه می گردد، ظاهر است، ناصفر

( n−k
n+N

۲ −m−pN

)
مقادیر

T +
q −T −

q = ∑
m≡m+

q

(
k

m

)
pmax+۱∑

p=−pmax

(−۱)p−۱
(

n −k
n+N

۲ −m −pN

)

= ∑
m≡m+

q

(
k

m

) ∑
p∈Z

(−۱)p−۱
(

n −k
n+N

۲ −m −pN

)
.(۱۹)

به (۱۹) تا می کنیم دقت علامت ها به و ،m = uN +m+
q , v = p −۱+u می دهیم قرار حال

T +
q −T −

q = ∑
u∈Z

(−۱)u

(
k

k −uN −m+
q

) ∑
v∈Z

(−۱)v

(
n −k

n−N
۲ − v N −m+

q

)
(۲۰)

□ می شود. کامل ۲ .۳ لم اثبات (۲۰) و (۱۷) معادلات ترکیب و m+
q درج با شود. تبدیل

۸۳ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.143345.1722
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تحصیلات و هستم طوسی نصیرالدین خواجه صنعتی دانشگاه ریاضی دانشکده علمی عضوهیأت حقیقی، حسن اینجانب،
هندسه جانب این تخصصی حوزه رساندم. اتمام به تهران دانشگاه ریاضی دانشکده در را خود دکتری و ارشد کارشناسی کارشناسی،
علاوه طرح هاست. و جبری واریته های چندگانه نقاط خواص و تصویری فضاهای در نقاط پیکربندی های مطالعه بر تمرکز با جبری،
هندسه جبری، رویکرد با جبرجابه جایی محاسباتی، هندسه جبری شاخه های زیر برخی در تا شده سبب پژوهشی حوزه نیازهای آن، بر
باشم داشته دیگر زیرشاخه در زیرشاخه ها، این از یک هر نقش و کاربرد از بهتری درک و عمیق تر مطالعاتی ترکیبیاتی جبرجابه جایی
به طور نیز ریاضی عمومی حوزه در بیاورم. دست به آنها در جاری مفاهیم ارتباطات از کامل تر تصویری خود، تخصصی حوزه در و
موضوع جمله از علمی، حوزه های دیگر در ریاضیات نابدیهی و زیبا کاربردهای جستجوی به را خود مطالعات از بخشی منظم،

می دهم. اختصاص منصفانه» «تخصیص یعنی حاضر، مقاله
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