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SOME SYMMETRIC POLYNOMIAL AND RELATED IDENTITIES

NARGES GHAREGHANI AND MORTEZA MOHAMMAD-NOORI ∗

Abstract. In this paper, we study some symmetric polynomials and their properties. In addition to

the elementary and complete symmetric polynomials, we consider the accumulative versions of these

polynomials and using common combinatorial tools, particularly generating functions, we study related

identities. In order to precise how these identities generalize and extend binomial-type identities, the

notation is developed through the paper.

1. Introduction

A polynomial of n variables is called a symmetric polynomial, if its value does not change by

permuting its variables. Symmetric polynomials appeared naturally in the coefficients of one vari-

able polynomials. Various types of symmetric polynomials have been studied in a wide range of

mathematical branches spanning from the old Galois theory [3, 1], combinatorics and algebra [6, 15],

representation theory of super Lie algebras [16] to mathematical physics [5] and bioinformatics [14].

The most classical type of symmetric polynomials are elementary symmetric polynomials and complete

symmetric polynomials. In this paper, by introducing a new notation, we study these polynomials
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as extensions of binomial type coefficients. Using this new notation we prove new identities for sym-

metric polynomials which are natural generalization of some well-known binomial identities, such as

Vandermond identity.

Here, we give some basic notation and definition which are used in the throughout the paper and

some notation which are used in specific part are defined wherever needed. We denote the set of

non-negative integers by N. For a positive integer n, we let [n] = {1, . . . , n}. For a finite set X the

set of all subsets of X is denoted as P (X) and the set of all subsets of X of size i (resp. at most

i) is denoted as Pi(X) (respectively P≤i(X)). Also by P ′
i (X) (resp. by P ′

≤i(X)) we mean the set of

multi-sets of size i (resp. at most i) whose elements come from X. For a given number n and a given

non-negative integer m the falling and rising factorial denoted as nm and nm are defined as

nm = n(n− 1) · · · (n−m+ 1),

nm = n(n+ 1) · · · (n+m− 1).

1.1. binomial coefficients and some binomial-type numbers. In this subsection we introduce

and fix notation for some types of numbers called binomial-type numbers. Based on the definition of

factorial functions we mention definition of four types of numbers, called binomial type numbers. There

is nothing new about the classical binomial coefficients; The long history of binomial coefficients and

their applications in various fields of mathematics together with their diverse flexible forms leading to

magical identities, has made them enough popular to occupy chapters and sections in elementary and

advanced textbooks of discrete mathematics. Despite these coefficients, we fix the notation about the

other three binomial-type numbers and we mention their combinatorial meanings and a few number of

identities. Some of them are useful to show similarities between binomial-type numbers and binomial

coefficients and some of them will be generalized to identities of symmetric polynomials in future

sections.

Definition 1.1. Let n be a real number and m be non-negative integers. Then(
n

m

)
=

nm

m!
,(( n

m

))
=

nm

m!
,(

n

≤ m

)
=

m∑
i=0

(
n

i

)
,

((
n

≤ m

))
=

m∑
i=0

((n
i

))
.

The values of these functions are defined to be 0 if m is not a non-negative integer.
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A wider definition of
(
n
m

)
using the function Γ is given in [2]. However, the above definition which

encompasses non-integer (real or complex) values of parameters is still wider than our purpose in the

current work. We are mostly interested to non-negative integer parameters. For instance, consider-

ing m as a nonnegative integer, the classical combinatorial interpretation of
(
n
m

)
as the number of

non-repetitive selection of m objects out of n ones, only covers non-negative integers n; (A similar

interpretation of other binomial-type numbers is discussed in Remark 1.4.) An extension of this inter-

pretation to negative integers n is found in [9] and we do not know any combinatorial interpretation

for non-integers n.

Remark 1.2. Let m be a non-negative integer. The value of
(
n
m

)
(resp.

(
n

≤m

)
) equals the number of

selection of m objects (resp. at most m objects) out of given n objects. Some results about the order

of magnitude of
(

n
≤m

)
are found in text books (See for instance [10, Lemma 3.8.2] and the proof of [13,

Theorem 3.6.1]). From a geometrical point of view, the value of
(

n
≤m

)
is number of points inside a

closed disc of radius m in the space {0, 1}n. A generalization of this is mentioned in [8].

Remark 1.3. Let m be a non-negative integer. The value of
((

n
m

))
(resp.

((
n

≤m

))
) equals the number

of selection of m objects (resp. at most m objects) out of n ones with repetitions. It is immediate to

see that (( n

m

))
=

(
n+m− 1

m

)
.

The value of
((

n
≤m

))
is given in Remark 1.5.

Remark 1.4. Let m and n be non-negative integers. Then the following hold:

(i)
(
n
m

)
=

(
n−1
m

)
+

(
n−1
m−1

)
(ii)

((
n
m

))
=

((
n−1
m

))
+
((

n
m−1

))
(iii)

(
n

≤m

)
=

(
n−1
≤m

)
+
(

n−1
≤m−1

)
(iv)

((
n

≤m

))
=

((
n−1
≤m

))
+
((

n
≤m−1

))
Remark 1.5. Let m and n be non-negative integers. Then the following hold:

(i)
(

n
≤m

)
= 2n, when m ≥ n.

(ii)
(

n
≤m

)
+
(

n
≤n−m−1

)
= 2n.

(iii)
((

n
≤m

))
=

((
n+1
m

))
=

(
n+m
m

)
.

1.2. Some symmetric polynomials with a new notation. The simplest type of symmetric poly-

nomials are elementary symmetric polynomials which appear in college algebra as the coefficients of

univariate polynomials. More precisely, if we consider each root of a univariate polynomial P (x) of

degree n as an independent variable, then for each i, 1 ≤ i ≤ n, the coefficient of xi is a symmet-

ric polynomial with respect to the roots. This leads to the study of polynomial solutions through
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the permutation group of the roots, which was the origin of Galois theory [3, 1]. The fundamen-

tal theorem of symmetric polynomial states that any symmetric polynomial is expressible in terms

elementary symmetric polynomials [4, 11]. Each summand of the ℓ-th elementary polynomial on n

variables corresponds to a non-repeated selection of ℓ objects among the n ones; Thus setting the

variables to 1, the value of this polynomial equals the good old binomial coefficient
(
n
ℓ

)
. The next

type of these polynomials in the classical part of the theory are complete symmetric polynomials.

They admit a similar combinatorial interpretation in terms of the repeated binomial coefficients. It

is proved that any elementary symmetric polynomial is expressible in terms of complete symmetric

ones, thus as a consequence of the fundamental theorem, any symmetric polynomial is expressible in

terms of complete symmetric ones. In this section after mentioning the formal definition of symmet-

ric polynomials and some related notation and identities, we naturally use the notation of binomial

coefficients (resp. repeated binomial coefficients) for elementary symmetric polynomials (resp. com-

plete symmetric polynomials). This notation lead us to prove some binomial-type equation for these

polynomials.

Definition 1.6. A polynomial f ∈ F[x1, x2, . . . , xn] is called symmetric on n variables if for any

permutation σ on [n], f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Definition 1.7. for ℓ ≥ 1, the ℓ-th complete symmetric function in n variables is defined by

hℓ(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1≤i2≤···≤iℓ≤n

xi1xi2 · · ·xiℓ ,

and ℓ-th elementary symmetric polynomial is defined as

eℓ(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1<i2<···<iℓ≤n

xi1xi2 · · ·xiℓ .

Definition 1.8. For a positive integer n we denote an n-tuple (p1, . . . , pn) of nonnegative integers by
−→p = (p1, . . . , pn). For such an element −→p ∈ Nn we let ||p||0 = max(p1, . . . , pn) and ||p||1 = p1+· · ·+pn.

We denote the all-one row vector of size n by
−→
jn.

Definition 1.9. Let −→x = (x1, x2, . . . , xn) and
−→p = (p1, . . . , pn) be n-tuple of variables and n-tuple of

integers, respectively. Then we let −→x −→p = xp11 · · ·xpnn . Also, for a subset F = {f1, . . . , fk} of [n], we let
−→x F = xf1 · · ·xfk .

Definition 1.10. For −→x = (x1, . . . , xn) we use notations
(−→x
ℓ

)
and

((−→x
ℓ

))
for eℓ(x1, . . . , xn) and

hℓ(x1, . . . , xn) respectively. In other words, we let(−→x
ℓ

)
=

∑
1≤i1<i2<···<iℓ≤n

xi1xi2 · · ·xiℓ ,

4 https://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.142987.1703

https://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.142987.1703


Some symmetric polynomial and related identities, Mathematics and Society/ 11 no. 1 (2026) 1-24((−→x
ℓ

))
=

∑
1≤i1≤i2≤···≤iℓ≤n

xi1xi2 · · ·xiℓ .

We also let
( −→x
≤m

)
=

m∑
i=0

(−→x
i

)
and

(( −→x
≤m

))
=

m∑
i=0

((−→x
i

))
, we call these polynomials, accumulated

elementary symmetric polynomial and accumulated complete symmetric polynomial, respectively.

The following proposition is a natural generalization of Pascal’s identity.

Proposition 1.11. Let m ≥ 0, n > 1, −→x = (x1, . . . , xn) and
−→
x′ = (x2, . . . , xn). Then the following

recurrence relations hold.

(i)
(−→x
m

)
= x1

( −→
x′

m−1

)
+
(−→
x′

m

)
,

(ii)
((−→x

m

))
= x1

(( −→x
m−1

))
+

((−→
x′

m

))
.

(iii)
( −→x
≤m

)
= x1

( −→
x′

≤m−1

)
+
( −→

x′

≤m

)
,

(iv)
(( −→x

≤m

))
= x1

(( −→x
≤m−1

))
+

(( −→
x′

≤m

))
.

The following proposition is based on the above notation.

Proposition 1.12. For every vector −→x and integer m, the following equalities hold:

(i)
(−→x
m

)
=

∑
I∈Pm([n])

−→xI =
∑

∥−→p ∥0=1,∥−→p ∥1=m

−→x
−→p

(ii)
((−→x

m

))
=

∑
I∈P ′

m([n])

−→xI =
∑

∥−→p ∥1=m

−→x
−→p

iii)
( −→x
≤m

)
=

∑
I∈P≤m([n])

−→xI =
∑

∥−→p ∥0=1,∥−→p ∥1≤m

−→x
−→p

(iv)
(( −→x

≤m

))
=

∑
I∈P ′

≤m([n])

−→xI =
∑

∥−→p ∥1≤m

−→x
−→p

Proof. We mention the proof of part (i) for instance. The other parts are proved similarly. Each

m-subset of [n] corresponds to an ordered m-tuple of i1 < · · · < im of integers in [n], hence,(−→x
m

)
=

∑
I∈Pm([n])

−→xI .

On the other hand, if we map any I ∈ Pm([n]) to the corresponding characteristic vector (p1, . . . , pn)

with pi = 1 if and only if i ∈ I, then we observe that the second summation of part (i) equals the

third one. □

Remark 1.13. If −→x =
−→
jn, then the values of

(−→
jn
m

)
,
((−→

jn
m

))
,
( −→
jn
≤m

)
and

(( −→
jn
≤m

))
equal to

(
n
m

)
,
((

n
m

))
,(

n
≤m

)
and

((
n

≤m

))
, respectively.
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The following remark is a generalization of the first two parts of Remark 1.5, a generalization of

the last part of Remark 1.5 would be generalized in part (ii) of Theorem 2.7.

Remark 1.14. Let n > 1, −→x = (x1, . . . , xn) and −→y = ( 1
x1
, . . . , 1

xn
). Then the following recurrence

relations hold.

(i)
( −→x
≤m

)
=

n∏
i=1

(1 + xi), when m ≥ n.

(ii)
( −→x
≤m

)
+ x1 · · ·xn

( −→y
≤n−m−1

)
=

n∏
i=1

(1 + xi).

Proposition 1.15. Let m ≥ 0, n > 1, −→x = (x1, . . . , xn) and −→y = (y1, . . . , yn). Then the following

recurrence relations hold.

(i)
(−→x+−→y

m

)
=

∑
I∈P≤m([n])

−→xI
(−−−→y[n]\I
m−|I|

)
=

∑
||−→p +−→q ||0≤1,
||−→p +−→q ||1=m

−→x
−→p −→y

−→q ,

(ii)
((−→x+−→y

m

))
=

∑
||−→p +−→q ||1=m

−→x
−→p −→y

−→q =
∑

||−→p ||1≤m

−→x −→p
(( −→y

m−|−→p |

))
,

(iii)
(−→x+−→y

≤m

)
=

∑
||−→p +−→q ||0≤1, ||−→p +−→q ||1≤m

−→x
−→p −→y

−→q =
∑

I∈P≤m([n])

−→xI
( −−−→y[n]\I
≤m−|I|

)
,

(iv)
((−→x+−→y

≤m

))
=

∑
||−→p +−→q ||1≤m

−→x
−→p −→y

−→q =
∑

||−→p ||1≤m

−→x −→p
(( −→y

≤m−|−→p |

))
.

Proof. We prove equations of part (i). The other identities are proved similarly. For i = 1, . . . , n, let

zi = xi + yi. Then

(−→x +−→y
m

)
=

∑
1≤j1<···<jm≤n

zj1zj2 · · · zjm

=
∑

J∈Pm([n])

∏
j∈J

zj .

On the other hand

∏
j∈J

zj =
∏
j∈J

(xj + yj)

=
∑
I:I⊆J

−→xI−→y J\I .
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Hence, (−→x +−→y
m

)
=

∑
J∈Pm([n])

∑
I:I⊆J

−→xI−→y J\I

=
∑

I∈P≤m([n])

∑
J :J⊇I

J\I∈Pm−|I|([n]\I)

−→xI−→y J\I(1.1)

=
∑

I∈P≤m([n])

−→xI
∑

J :J⊇I
J\I∈Pm−|I|([n]\I)

−→y J\I

=
∑

I∈P≤m([n])

−→xI
( −−−→y[n]\I
m− |I|

)
This proves the first identity to prove the last one, by using Equation (1.1) we obtain(−→x +−→y

m

)
=

∑
I∈P≤m([n])

∑
J :J⊇I

J\I∈Pm−|I|([n]\I)

−→xI−→y J\I

=
∑

||−→p +−→q ||0≤1,
||−→p +−→q ||1=m

−→x
−→p −→y

−→q .

This completes the proof of part (i). □

2. generating functions and combinatorial identities

In this section we use several generating functions and consider their connections to obtain new

identities containing symmetric polynomials.

Definition 2.1. Let −→x = (x1, . . . , xn) and let F (t,−→x ), G(t,−→x ), F+(t,−→x ), F−(t,−→x ), G+(t,−→x ) and

G−(t,−→x ) be defined as

F (t,−→x ) =(1 + tx1) · · · (1 + txn),

G(t,−→x ) =
1

F (t,−→x )
,

F+(t,−→x ) =
1

1 + t
F (t,−→x ),

F−(t,−→x ) =
1

1− t
F (t,−→x ),

G+(t,−→x ) =
1

1 + t
G(t,−→x ),

G−(t,−→x ) =
1

1− t
G(t,−→x ).

Then we have the following proposition.
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https://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.142987.1703


N. Ghareghani and M. Mohammad-Noori, Mathematics and Society/ 11 no. 1 (2026) 1-24

Proposition 2.2. Let −→x = (x1, . . . , xn) and n ≥ 0. Then

F (t,−→x ) =
n∑

i=0

(−→x
i

)
ti,

G(t,−→x ) =
∑
i≥0

(−1)i
((−→x

i

))
ti,

F+(t,−→x ) =
∑
i≥0

(−1)i
(
−−→x
≤ i

)
ti,

F−(t,−→x ) =
∑
i≥0

(−→x
≤ i

)
ti,

G+(t,−→x ) =
∑
i≥0

(−1)i
(( −→x

≤ i

))
ti,

G−(t,−→x ) =
∑
i≥0

((
−−→x
≤ i

))
ti.

Definition 2.3. For a vector −→x = (x1, . . . , xn) and a given number α, we let α−→x = (αx1, . . . , αxn)

and (α,−→x ) = (α, x1, . . . , xn).

The following proposition states some simple properties of these functions and the proof is straight-

forward.

Proposition 2.4. For any number α ̸= 0, functions F (t,−→x ) and G(t,−→x ) satisfy the following equa-

tions.

(i) F (αt,−→x ) = F (t, α−→x ), G(αt,−→x ) = G(t, α−→x ).

(ii) F+(t, (1, α−→x )) = F+(αt, (1,−→x )) = F (t, α−→x ).

(iii) F−(t, (−1, α−→x )) = F−(αt, (−1,−→x )) = F (t, α−→x ).

(iv) G+(t, α−→x ) = G(t, (1, α−→x )), G+(αt,−→x ) = G(t, α(1,−→x )).

(v) G−(t, α−→x ) = G(t, (−1, α−→x )), G−(αt,−→x ) = G(t, α(−1,−→x )).

Proof. We prove part (ii) for instance. Using Definition 2.1

F+(t, (1, α−→x )) =
1

1 + t
F (t, (1, α−→x ))

=
1

1 + t
(1 + t)(1 + tαx1) · · · (1 + tαxn)

=
1

1 + αt
(1 + αt)(1 + αtx1) · · · (1 + αtxn)

= F+(αt, (1,−→x )) = F (t, α−→x ).

□

8 https://dx.doi.org/10.22108/msci.2025.142987.1703
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If we set α = 1 in Proposition 2.4, then we have the following corollary.

Corollary 2.5. For any integer m and any vector −→x the following equalities hold:

(i) F+(t, (1,−→x )) = F−(t, (−1,−→x )) = F (t,−→x ).

(ii) G(t, (1,−→x )) = G+(t,−→x ), G(t, (−1,−→x )) = G−(t,−→x ).

Proposition 2.6. For any number α, any integer m and any vector −→x the following equalities hold:

(i)
(
α−→x
m

)
= αm

(−→x
m

)
(ii)

((
α−→x
m

))
= αm

((−→x
m

))
(iii)

(
α−→x
≤m

)
= αm

( −→x
≤m

)
+ (1− α)

m−1∑
i=0

αi
(−→x
≤i

)
(iv)

((
α−→x
≤m

))
= αm

(( −→x
≤m

))
+ (1− α)

m−1∑
i=0

αi
((−→x

≤i

))
Proof. (i) Using the first identity of Proposition 2.4 (i) we obtain(

α−→x
m

)
=[tm]F (t, α−→x )

=[tm]F (αt,−→x )

=αm

(−→x
m

)
.

(ii) The proof is similar to that of part (i), using the second identity of Proposition 2.4 (i).

(iii) Using fourth identity of Definition 2.1 and Proposition 2.4 (i)

(1− t)F−(t, α−→x ) = (1− αt)F−(αt,−→x ) = F (t, α−→x )

Thus

F−(t, α−→x ) = (α+
1− α

1− t
)F−(αt,−→x )

and (
α−→x
≤ m

)
=[tm]F−(t, α−→x )

=α[tm]F−(αt,−→x ) + (1− α)[tm]
( 1

1− t
F−(αt,−→x )

)
Now, it is enough to observe that

[tm]
( 1

1− t
F−(αt,−→x )

)
=

m∑
i=0

[ti]F−(αt,−→x )

=
m∑
i=0

αi

(−→x
≤ i

)
.
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(iv) Considering the last identity of Definition 2.1,

(1− t)G−(t, α−→x ) = G(t, α−→x )

(1− αt)G−(αt,−→x ) = G(αt,−→x ).

Now, using the second identity of Proposition 2.4 (i),

(1− t)G−(t, α−→x ) = (1− αt)G−(αt,−→x ).

The rest of the proof is similar to that of part (iii).

□

Theorem 2.7. For given sequence −→x and integer m the followings hold

(i)
(−→x
m

)
=

((−1,−→x )
≤m

)
.

(ii)
(( −→x

≤m

))
=

((
(1,−→x )
m

))
.

Proof. Using Proposition 2.2 and Corollary 2.5, the following equalities are deduced.

(i) (−→x
m

)
= [tm]F (t,−→x )

= [tm]F−(t, (−1,−→x ))

=

(
(−1,−→x )

≤ m

)
.

(ii) ((
(1,−→x )

m

))
= [tm]G(t, (−1,−−→x ))

= [tm]G−(t,−−→x )

=

(( −→x
≤ m

))
.

□

Remark 2.8. Identity given in Theorem 2.7 are generalizations of the following binomial identities,

(the first binomial identity is well-known and can be found in [10, page 51], whereas the second identity

was mentioned in Remark 1.4).

(i) (−1)m
(
n
m

)
=

∑m
k=0(−1)k

(
n+1
k

)
.

(ii)
((

n
≤m

))
=

((
n+1
m

))
.
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To see this it is enough to put −→x = −−→
jn in the first identity of Theorem 2.7, and using the identity(−−→

jn
m

)
= (−1)m

(
n
m

)
. And second identity can be deduced by setting −→x =

−→
jn in the second part of

Theorem 2.7 and using identity
(−→
jn
m

)
=

(
n
m

)
.

In the following examples the validity of Theorem 2.7 is shown, in the case that −→x is a vector of

length 3.

Example 2.9. Let −→x = (x1, x2, x3), then(
(−1,−→x )

≤ 2

)
= 1 + (−1 + x1 + x2 + x3) + (−x1 − x2 − x3 + x1x2 + x1x3 + x2x3)

= x1x2 + x1x3 + x2x3

=

(−→x
2

)
,

as it is expected from part (i) of Theorem 2.7.

Example 2.10. Let −→x = (x1, x2, x3), then((
(1,−→x )

2

))
= 1 + x21 + x22 + x23 + x1 + x2 + x3 + x1x2 + x1x3 + x2x3

= (x21 + x22 + x23 + x1x2 + x1x3 + x2x3) + (x1 + x2 + x3) + 1

=

((−→x
2

))
+

((−→x
1

))
+

((−→x
0

))
=

(( −→x
≤ 2

))
,

as it is expected from part (ii) of Theorem 2.7.

Proposition 2.11. Let −→x and −→y be two vectors of arbitrary length, then the following hold.

(i) F (t,−→x )F (t,−→y ) = F (t,−→xy),
(ii) G(t,−→x )G(t,−→y ) = G(t,−→xy),
(iii) F (t,−→x )G(t,−→xy) = G(t,−→y ),

(iv) F (t,−→xy)G(t,−→x ) = F (t,−→y ),

Proof. These equations are immediately obtained using Definition 2.1. □

Theorem 2.12. Let −→x and −→y be two vectors of arbitrary length, then the following hold.

(i)

m∑
i=0

(−→x
i

)( −→y
m−i

)
=

(−→xy
m

)
,

(ii)
m∑
i=0

((−→x
i

))(( −→y
m−i

))
=

((−→xy
m

))
,
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(iii)

m∑
i=0

(−1)i
((−→xy

i

))( −→x
m−i

)
= (−1)m

((−→y
m

))
,

(iv)

m∑
i=0

(−→xy
i

)(( −→x
m−i

))
=

(−→y
m

)
.

Proof. Each part of this theorem is easily concluded from the corresponding part of Proposition 2.11.

The proof of part (i) for instance is as below(−→xy
m

)
= [tm]F (t,−→xy)

= [tm]F (t,−→x )F (t,−→y )

=

m∑
i=0

[ti]F (t,−→x )[tm−i]F (t,−→y )

=
m∑
i=0

(−→x
i

)( −→y
m− i

)
□
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آنها اتحادهای و متقارن چندجمله ای های از انواعی بررسی

∗
 

 

محمدنوری مرتضی و  
 

غرقانی نرگس

چند جمله  ای های نکند. تغییر متغیرهایش روی جایگشت هر اعمال با آن مقدار هرگاه می شود نامیده متقارن متغیر، n با چند جمله ای یک چکیده.
حیطه مسائل در همچنین جبرهای لی نمایش نظریه و گالوا نظریه در خاص به صورت جبر و ترکیبیات جمله از ریاضیات مختلف شاخه های در متقارن
چند جمله  ای های انواع مهمترین از کامل و مقدماتی متقارن چند جمله  ای های اند. گرفته قرار مطالعه و توجه مورد بیوانفورماتیک و فیزیک ریاضی
گونه های از تعمیمی به عنوان را آنها کامل و مقدماتی متقارن چند جمله  ای های برای جدیدی نمادگذاری معرفی با ما مقاله این در هستند. متقارن

می دهیم. قرار مطالعه مورد دو جمله ای ضرایب
از استفاده با را آنها اتحادهای و خواص کرده، معرفی را چند جمله ای ها این تجمعی نسخه های کامل، و مقدماتی متقارن چند جمله ای های بر علاوه
چند جمله ای های این برای مناسب نمادگذاری های بردن به کار با به علاوه می دهیم. قرار بررسی و مطالعه مورد مولد، توابع به خصوص ترکیبیاتی ابزارهای

داد. تعمیم متقارن چند جمله ای های مورد در را دوجمله ای اتحادهای می توان چطور می دهیم نشان متقارن

مقدمه .۱

چند جمله  ای های نکند. تغییر متغیرهایش روی جایگشت هر اعمال با آن مقدار هرگاه می شود، نامیده متقارن متغیر، n با چند جمله ای یک
ریاضی‑فیزیک حیطه در مسائل ،[۱۶] جبرهای لی نمایش نظریه ،[۱۵ ،۶] جبر و ترکیبیات جمله از ریاضیات مختلف شاخه های در متقارن
مقدماتی متقارن چند جمله  ای های گرفته اند. قرار مطالعه مورد و توجه مورد [۱ ،۳] گالوا نظریه در خاص به صورت و [۱۴] بیوانفورماتیک ،[۵]
مقدماتی متقارن چند جمله  ای های برای جدیدی نمادگذاری معرفی با ما مقاله این در هستند. متقارن چند جمله  ای های انواع مهمترین از کامل و
شده شناخته اتحادهای برخی برای تعمیمی سپس می دهیم. قرار مطالعه مورد دو جمله ای ضرایب گونه های از تعمیمی به عنوان را آنها کامل و

می دهیم. ارائه واندرموند اتحاد همچون دوجمله ای
با را نامنفی صحیح اعداد تمام مجموعه می دهیم. ارائه می گیرد قرار استفاده مورد مقاله سراسر در که نمادگذاری هایی و تعاریف ما اینجا در
زیرمجموعه های تمام مجموعه ،X متناهی مجموعه برای .[n] = {۱, . . . , n} می دهیم قرار ،n مثبت و صحیح عدد برای می دهیم. نمایش N
. می دهیم نمایش P≤i(X) و Pi(X) با را i حداکثر اندازه از و i اندازه از X زیرمجموعه های تمام مجموعه و ،P (X) با به ترتیب را X
برای هستند. X در اعضای با ،i حداکثر اندازه از و i اندازه از چندمجموعه ها تمام مجموعه نمایانگر به ترتیب P ′

≤i(X) و P ′
i (X) همچنین
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۲۴ –۱ (۱۴۰۵) ۱ شماره ،۱۱ جلد جامعه/ و ریاضی محمدنوری، م. و غرقانی ن.

می شوند تعریف زیر به صورت nm و nm افزایشی و کاهشی فاکتوریل ،m نامنغی صحیح عدد و n صحیح عدد

nm = n(n− ۱) . . . (n−m+ ۱),

nm = n(n+ ۱) . . . (n+m− ۱).

معرفی را دارند دوجمله ای ضرایب به شباهت که اعداد برخی ما اینجا در دوجمله ای گونه. اعداد برخی و دوجمله ای ضرایب .۱ .۱
تعریف می نامیم دوجمله ای گونه اعداد را آنها که عدد نوع چهار فاکتوریل تابع تعریف براساس می نامیم. دوجمله ای گونه اعداد را آنها و می کنیم
مختلف شاخه های در آنها کاربردهای و اعداد این طولانی تاریخچه نداریم: جدیدی مطلب کلاسیک دوجمله ای ضرایب مورد در ما می کنیم.
که شوند محبوب اندازه ای به آنها شده سبب است، شده شگفت انگیزی اتحادهای آمدن پدید باعث که آنها متفاوت صورت های به علاوه ریاضیات
نمادگذاری های ما قسمت این در شود. داده اختصاص ضرایب این به قسمت هایی و فصل ها ریاضیات پیشرفته و ابتدایی مختلف کتاب های در
معنی سپس می کنیم. تعریف شد، خواهد استفاده آنها از مقاله پایان تا که را دوجمله ای گونه ضرایب دیگر نوع سه و دوجمله ای ضرایب به مربوط
دوجمله ای ضرایب میان شباهت دادن نشان برای اتحادها این از برخی می دهیم. ارائه آنها مورد در اتحاد محدودی تعداد همچنین آنها ترکیبیاتی

هستند. متقارن چند جمله  ای های میان روابط به تعمیم قابل آنها از برخی و هستند مفید دوجمله ای گونه اعداد و

این صورت در باشد. نامنفی صحیح عدد یک m و حقیقی عدد یک n کنید فرض .۱ .۱ )تعریف
n

m

)
=

nm

m!
,(( n

m

))
=

nm

m!
,(

n

≤ m

)
=

m∑
i=۰

(
n

i

)
,

((
n

≤ m

))
=

m∑
i=۰

((n
i

))
.

این از هریک نباشد نامنفی صحیح عدد n هنگامی که می شوند. تعریف ۰ با برابر نیست نامنفی صحیح عدد یک m که وقتی توابع این مقدار
می شوند. تعریف ۰ برابر توابع

مختلط) و (حقیقی نا صحیح مقادیر که فوق تعریف این حال (با است. شده ارائه Γ تابع از استفاده با [۲] در
(
n
m

)
از دیگر تعمیم یک

می کنیم. استفاده نامنفی صحیح مقادیر با پارامترهای از عموماً مقاله این در ما است. مقاله این در ما استفاده از فراتر برمی گیرد، در را پارامترها
n از شئ m تکرار بدون انتخاب به عنوان

(
n
m

)
کلاسیک ترکیبیاتی تعبیر این صورت در باشد، نامنفی صحیح عدد m کنید فرض مثال برای

تعابیر است. گرفته قرار بررسی مورد ۲ .۱ تبصره در دوجمله ای گونه اعداد از مشابه تعابیر برمی گیرد. در را n نامنفی و صحیح مقادیر فقط شئ
وجود ترکیبیاتی تعبیر دارند اطلاع نویسندگان که جایی تا n ناصحیح مقادیر برای و است آمده [۹] در ،n منفی صحیح عدد برای ترکیبیاتی

ندارد.)

(به ترتیب شئ m انتخاب های تعداد با برابر (
(

n
≤m

)
(به ترتیب

(
n
m

)
مقدار این صورت در باشد. نامنفی صحیح عدد m کنید فرض .۲ .۱ تبصره

،۱۳] اثبات و [۲ .۸ .۳ لم ،۱۰] مثال (برای می شود یافت کتاب ها در
(

n
≤m

)
بزرگی اندازه درباره نتایجی است. شئ n از شئ) m حداکثر

از تعمیمی است. {۰, ۱}n فضای در m شعاع به بسته گوی در نقاط تعداد
(

n
≤m

)
مقدار هندسی دیدگاه از همچنین ببینید). را [۱ .۶ .۳ قضیه

است. آمده [۸] در مطلب این
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تکرار با انتخاب های تعداد با برابر (
((

n
≤m

))
(به ترتیب

((
n
m

))
مقدار این صورت در باشد. نامنفی صحیح عدد m کنید فرض .۳ .۱ تبصره

می شود: نتیجه سادگی به زیر رابطه بنابراین است. شئ n از شئ) m حداکثر (به ترتیب شئ m(( n

m

))
=

(
n+m− ۱

m

)
.

است. آمده ۵ .۱ تبصره در
((

n
≤m

))
مقدار

برقرارند: زیر روابط این صورت در باشند. نامنفی صحیح اعداد n و m کنید فرض .۴ .۱ تبصره

(i)
(
n
m

)
=

(
n−۱
m

)
+
(
n−۱
m−۱

)
(ii)

((
n
m

))
=

((
n−۱
m

))
+
((

n
m−۱

))
(iii)

(
n

≤m

)
=

(
n−۱
≤m

)
+
(

n−۱
≤m−۱

)
(iv)

((
n

≤m

))
=

((
n−۱
≤m

))
+
((

n
≤m−۱

))

برقرارند: زیر روابط این صورت در باشند. نامنفی صحیح اعداد n و m کنید فرض .۵ .۱ تبصره

(i)
(

n
≤m

)
= ۲n، وقتی که m ≥ n.

(ii)
(

n
≤m

)
+
(

n
≤n−m−۱

)
= ۲n.

(iii)
((

n
≤m

))
=

((
n+۱
m

))
=

(
n+m
m

)
.

متوسطه جبر در که هستند مقدماتی متقارن چند جمله  ای های متقارن، چند جمله  ای های نوع ساده ترین متقارن. چند جمله  ای های .۲ .۱
را n درجه از P (x) تک متغیره چندجمله ای یک ریشه هر اگر دقیق تر، به صورت شده اند. ظاهر تک متغیره چند جمله  ای های ضرایب به عنوان
ریشه ها برحسب مقدماتی متقارن چندجمله ای یک xi ضریب ،۱ ≤ i ≤ n ،i هر به ازای آنگاه بگیریم، نظر در مستقل متغیر یک به عنوان
پیدایش برای شروعی واقع در که است، جابگشتی گروه های از استفاده با چندجمله  ای ها ریشه ای مطالعه برای مقدمه ای مطلب این است.
متقارن چندجمله ای های حسب بر متقارن چندجمله ای هر که می کند بیان متقارن چندجمله  ای های اساسی قضیه .[۱ ،۳] است بوده گالوا نظریه
از شئ ℓ تکرار بدون انتخاب یک نظیر متغیر n از مقدماتی متقارن چندجمله ای ℓ‑امین از جمعوند هر .[۱۱ ،۴] است بیان قابل مقدماتی
چندجمله  ای های دیگر نوع یک می شود.

(
n
ℓ

)
با برابر چندجمله ای این مقدار دهیم، قرار ۱ با برابر را متغیرها تمام اگر بنابراین است. شئ n

است شده ثابت دارند. تکرار با دوجمله ای ضرایب حسب بر مشابه ترکیبیاتی تعابیر نیز آنها که است، کامل متقارن چندجمله  ای های متقارن،
متقارن چندجمله ای های اساسی قضیه از بنابراین هستند. بیان قابل کامل متقارن چندجمله ای های برحسب مقدماتی متقارن چندجمله ای هر که

می شود. بیان کامل متقارن چندجمله ای های برحسب متقارن چندجمله ای هر که می شود نتیجه
ضرایب نماد طبیعی به صورت ما آنها، به وابسته اتحادهای و نمادها برخی و متقارن چندجمله ای های دقیق تعریف از بعد بخش این ادامه در
این می بریم. کار به کامل متقارن چندجمله ای برای را تکرار با دوجمله ای ضرایب نماد و مقدماتی متقارن چندجمله ای های برای را دوجمله ای

می کند. هدایت متقارن چندجمله ای های برای چندجمله ای روابط برخی اثبات و تعمیم سمت به را ما نمادگذاری

داشته [n] در σ جایگشت هر به ازای هرگاه است متغیر n با متقارن چند جمله ای یک f ∈ F[x۱, x۲, . . . , xn] چند جمله ای .۶ .۱ تعریف
.f(x۱, . . . , xn) = f(xσ(۱), . . . , xσ(n)) باشیم

می شود: تعریف زیر به صورت متغیر n با کامل متقارن چند جمله ای ℓ‑امین ،ℓ ≥ ۱ صحیح عدد به ازای .۷ .۱ تعریف

hℓ(x۱, . . . , xn) =
∑

۱≤i۱≤i۲≤···≤iℓ≤n

xi۱xi۲ · · ·xiℓ ,
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می شود: تعریف زیر به صورت متغیر n با مقدماتی متقارن چند جمله ای ℓ‑امین همچنین

eℓ(x۱, . . . , xn) =
∑

۱≤i۱<i۲<···<iℓ≤n

xi۱xi۲ · · ·xiℓ .

نشان −→p = (p۱, . . . , pn) به صورت نامنفی صحیح اعداد از (p۱, . . . , pn) مرتب n‑تایی ،n مثبت صحیح عدد به ازای .۸ .۱ تعریف
تعریف ||p||۱ = p۱ + · · · + pn و ||p||۰ = max(p۱, . . . , pn) به صورت یک نرم و صفر نرم ،−→p بردار برای همچنین می شود. داده

می شود. داده نمایش −→jn با n اندازه از یک تماماً بردار، همچنین می شوند.

باشند. صحیح اعداد و متغیر ها از n‑تایی هایی ترتیب به −→p = (p۱, . . . , pn) و −→x = (x۱, x۲, . . . , xn) کنید فرض .۹ .۱ تعریف
−→x F = می دهیم قرار ،[n] از F = {f۱, . . . , fk} زیرمجموعه برای همچنین است. xp۱

۱ · · ·xpnn عبارت −→x −→p از منظور این صورت در
.xf۱ · · ·xfk

هستند. hℓ(x۱, . . . , xn) و eℓ(x۱, . . . , xn) دهنده نشان به ترتیب
((−→x

ℓ

))
و
(−→x
ℓ

)
عبارات ،−→x = (x۱, . . . , xn) برای .۱۰ .۱ تعریف

دیگر بیان x→−)به
ℓ

)
=

∑
۱≤i۱<i۲<···<iℓ≤n

xi۱xi۲ · · ·xiℓ ,((−→x
ℓ

))
=

∑
۱≤i۱≤i۲≤···≤iℓ≤n

xi۱xi۲ . . . xiℓ .

می شوند: تعریف زیر به صورت به ترتیب تجمعی کامل و مقدماتی جندجمله ای های )همچنین −→x
≤ m

)
=

m∑
i=۰

(−→x
i

)
,

))و −→x
≤ m

))
=

m∑
i=۰

((−→x
i

))
.

از استفاده با روابط این اثبات گرفت. نظر در پاسکال اتحادهای از تعمیمی به عنوان می توان را زیر گزاره فوق، تعاریف گرفتن درنظر با
است. انجام قابل آسانی به فوق تعاریف

برقرار زیر بازگشتی روابط این صورت در .
−→
x′ = (x۲, . . . , xn) و −→x = (x۱, . . . , xn) ، m ≥ ۰, n > ۱ کنید فرض .۱۱ .۱ گزاره

است.

(i)
(−→x
m

)
= x۱

( −→
x′

m−۱
)
+
(−→
x′

m

)
،

(ii)
((−→x

m

))
= x۱

(( −→x
m−۱

))
+

((−→
x′

m

))
.

(iii)
( −→x
≤m

)
= x۱

( −→
x′

≤m−۱
)
+

( −→
x′

≤m

)
،

(iv)
(( −→x

≤m

))
= x۱

(( −→x
≤m−۱

))
+

(( −→
x′

≤m

))
.

می کند. بیان ۹ .۱ و ۸ .۱ تعاریف نمادهای اساس بر را ۱۰ .۱ تعریف در مذکور متقارن چندجمله ای های از هریک زیر گزاره

برقرارند: زیر تساوی های ،m صحیح عدد هر و −→x بردار هر به ازای .۱۲ .۱ گزاره
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(i)
(−→x
m

)
=

∑
I∈Pm([n])

−→xI =
∑

∥−→p ∥۰=۱,∥−→p ∥۱=m

−→x
−→p

(ii)
((−→x

m

))
=

∑
I∈P ′

m([n])

−→xI =
∑

∥−→p ∥۱=m

−→x
−→p

(iii)
( −→x
≤m

)
=

∑
I∈P≤m([n])

−→xI =
∑

∥−→p ∥۰=۱,∥−→p ∥۱≤m

−→x
−→p

(iv)
(( −→x

≤m

))
=

∑
I∈P ′

≤m([n])

−→xI =
∑

∥−→p ∥۱≤m

−→x
−→p

m زیرمجموعه هر اینکه به توجه با است. اثبات قابل مشابه به طور دیگر قسمت های می دهیم، ارائه را اول قسمت اثبات اینجا در اثبات.
می گیریم نتیجه است، [n] در صحیح اعداد از i۱ < · · · < im مرتب m‑تایی نظیر [n] از x→−)عضوی

m

)
=

∑
I∈Pm([n])

−→xI .

مشاهده آنگاه کنیم، تصویر (i ∈ I اگر فقط و اگر pi = ۱) (p۱, . . . , pn) نظیرش مشخصه بردار به را I ∈ Pm([n]) هر اگر طرفی از

□ است. برقرار
∑

I∈Pm([n])

−→xI =
∑

∥−→p ∥۰=۱,∥−→p ∥۱=m

−→x
−→p تساوی که می شود

.
((

n
≤m

))
و
(

n
≤m

)
،
((

n
m

))
،
(
n
m

)
با برابرند به ترتیب ،

(( −→
jn
≤m

))
و
( −→
jn
≤m

)
،
((−→

jn
m

))
،
(−→
jn
m

)
مقادیر آنگاه ،−→x =

−→
jn اگر .۱۳ .۱ تبصره

شد. خواهد ارائه مقاله ادامه در تبصره این آخر قسمت دو تعمیم است. ۵ .۱ تبصره اول قسمت دو برای تعمیمی زیر تبصره

برقرار زیر بازگشتی روابط این صورت در .−→y = ( ۱
x۱
, . . . , ۱

xn
) و xi ̸= ۰ ،−→x = (x۱, . . . , xn) ،n ≥ ۱ کنید فرض .۱۴ .۱ تبصره

است.

(i)
( −→x
≤m

)
=

n∏
i=۱

(۱ + xi) )m ≥ n،(

(ii)
( −→x
≤m

)
+ x۱ · · ·xn

( −→y
≤n−m−۱

)
=

n∏
i=۱

(۱ + xi).

برقرارند: زیر بازگشتی روابط این صورت در .−→y = (y۱, . . . , yn) و −→x = (x۱, . . . , xn) ،m ≥ ۰, n > ۱ کنید فرض .۱۵ .۱ گزاره

(i)
(−→x+−→y

m

)
=

∑
I∈P≤m([n])

−→xI
(−−−→y[n]\I
m−|I|

)
=

∑
||−→p +−→q ||۰≤۱,
||−→p +−→q ||۱=m

−→x
−→p −→y

−→q ،

(ii)
((−→x+−→y

m

))
=

∑
||−→p +−→q ||۱=m

−→x
−→p −→y

−→q =
∑

||−→p ||۱≤m

−→x −→p
(( −→y

m−|−→p |

))
،

(iii)
(−→x+−→y

≤m

)
=

∑
||−→p +−→q ||۰≤۱, ||−→p +−→q ||۱≤m

−→x
−→p −→y

−→q =
∑

I∈P≤m([n])

−→xI
( −−−→y[n]\I
≤m−|I|

)
،

(iv)
((−→x+−→y

≤m

))
=

∑
||−→p +−→q ||۱≤m

−→x
−→p −→y

−→q =
∑

||−→p ||۱≤m

−→x −→p
(( −→y

≤m−|−→p |

))
.
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قرار ،i = ۱, . . . , n به ازای است. انجام قابل مشابه به صورت قسمت ها سایر اثبات می شود. اثبات زیر در اول قسمت اتحادهای
این صورت در .zi = xi + yi می دهیم

(−→x +−→y
m

)
=

∑
۱≤j۱<···<jm≤n

zj۱zj۲ · · · zjm

=
∑

J∈Pm([n])

∏
j∈J

zj .

طرفی از

∏
j∈J

zj =
∏
j∈J

(xj + yj)

=
∑
I:I⊆J

−→xI−→y J\I .

x→−)بنابراین +−→y
m

)
=

∑
J∈Pm([n])

∑
I:I⊆J

−→xI−→y J\I

=
∑

I∈P≤m([n])

∑
J :J⊇I

J\I∈Pm−|I|([n]\I)

−→xI−→y J\I(۱)

=
∑

I∈P≤m([n])

−→xI
∑

J :J⊇I
J\I∈Pm−|I|([n]\I)

−→y J\I

=
∑

I∈P≤m([n])

−→xI
( −−−→y[n]\I
m− |I|

)

داریم (۱) رابطه از استفاده با دوم تساوی اثبات برای کردیم. ثابت را اول قسمت در موجود تساوی اولین این ترتیب به

(−→x +−→y
m

)
=

∑
I∈P≤m([n])

∑
J :J⊇I

J\I∈Pm−|I|([n]\I)

−→xI−→y J\I

=
∑

||−→p +−→q ||۰≤۱,
||−→p +−→q ||۱=m

−→x
−→p −→y

−→q .

شدند. ثابت اول قسمت اتحادهای بنابراین

ترکیبیاتی. اتحادهای و مولد توابع .۳ .۱
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،F−(t,−→x ) ،F+(t,−→x ) ،G(t,−→x ) ،F (t,−→x ) توابع کنید فرض همچنین .−→x = (x۱, . . . , xn) کنید فرض .۱۶ .۱ تعریف
شوند: تعریف زیر به صورت G−(t,−→x ) و G+(t,−→x )

F (t,−→x ) =(۱ + tx۱) · · · (۱ + txn),

G(t,−→x ) =
۱

F (t,−→x )
,

F+(t,−→x ) =
۱

۱ + t
F (t,−→x ),

F−(t,−→x ) =
۱

۱ − t
F (t,−→x ),

G+(t,−→x ) =
۱

۱ + t
G(t,−→x ),

G−(t,−→x ) =
۱

۱ − t
G(t,−→x ).

است. اثبات قابل سادگی به زیر گزاره دراین صورت

این صورت در .−→x = (x۱, . . . , xn) و n ≥ ۰ کنید فرض .۱۷ .۱ گزاره

F (t,−→x ) =

n∑
i=۰

(−→x
i

)
ti,

G(t,−→x ) =
∑
i≥۰

(−۱)i
((−→x

i

))
ti,

F+(t,−→x ) =
∑
i≥۰

(−۱)i
(
−−→x
≤ i

)
ti,

F−(t,−→x ) =
∑
i≥۰

(−→x
≤ i

)
ti,

G+(t,−→x ) =
∑
i≥۰

(−۱)i
(( −→x

≤ i

))
ti,

G−(t,−→x ) =
∑
i≥۰

((
−−→x
≤ i

))
ti.

می کنیم تعریف ،α شده داده عدد و −→x = (x۱, . . . , xn) بردار به ازای .۱۸ .۱ تعریف

α−→x = (αx۱, . . . , αxn),

(α,−→x ) = (α, x۱, . . . , xn).

است. ساده آن برهان و دهد می ارائه را بخش این در شده تعریف توابع از ابتدایی خواص بعدی گزاره

می کنند. صدق زیر روابط در G(t,−→x ) و F (t,−→x ) توابع ،α ̸= ۰ شده داده عدد به ازای .۱۹ .۱ گزاره
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(i) F (αt,−→x ) = F (t, α−→x )، G(αt,−→x ) = G(t, α−→x ).
(ii) F+(t, (۱, α−→x )) = F+(αt, (۱,−→x )) = F (t, α−→x ).

(iii) F−(t, (−۱, α−→x )) = F−(αt, (−۱,−→x )) = F (t, α−→x ).
(iv) G+(t, α−→x ) = G(t, (۱, α−→x ))، G+(αt,−→x ) = G(t, α(۱,−→x )).
(v) G−(t, α−→x ) = G(t, (−۱, α−→x ))، G−(αt,−→x ) = G(t, α(−۱,−→x )).

می آید. به دست زیر نتیجه آنگاه بگیریم، نظر در را α = ۱ حالت ۱۹ .۱ گزاره در اگر حال

برقرارند. زیر تساوی های −→x دلخواه بردار و m صحیح عدد به ازای .۲۰ .۱ نتیجه

(i) F+(t, (۱,−→x )) = F−(t, (−۱,−→x )) = F (t,−→x ).
(ii) G(t, (۱,−→x )) = G+(t,−→x )، G(t, (−۱,−→x )) = G−(t,−→x ).

برقرارند. زیر تساوی های −→x دلخواه بردار و m صحیح عدد ،α شده داده عدد به ازای .۲۱ .۱ گزاره

(i)
(
α−→x
m

)
= αm

(−→x
m

)
(ii)

((
α−→x
m

))
= αm

((−→x
m

))
(iii)

(
α−→x
≤m

)
= αm

( −→x
≤m

)
+ (۱ − α)

m−۱∑
i=۰

αi
(−→x
≤i

)
(iv)

((
α−→x
≤m

))
= αm

(( −→x
≤m

))
+ (۱ − α)

m−۱∑
i=۰

αi
((−→x

≤i

))

داریم ۱۹ .۱ گزاره اول قسمت از اول تساوی از استفاده با (i) اثبات.

(
α−→x
m

)
=[tm]F (t, α−→x )

=[tm]F (αt,−→x )

=αm

(−→x
m

)
.

است. قبل قسمت برهان مشابه قسمت این برهان ،۱۹ .۱ گزاره اول قسمت در دوم تساوی از استفاده با (ii)
داریم ۱۹ .۱ گزاره اول قسمت از استفاده با و ۱۶ .۱ تعریف از چهارم تساوی با (iii)

(۱ − t)F−(t, α−→x ) = (۱ − αt)F−(αt,−→x ) = F (t, α−→x ).
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)بنابراین
α−→x
≤ m

)
=[tm]F−(t, α−→x )

=[tm]
(۱ − αt

۱ − t
F−(αt,−→x )

)
=[tm]

(
(α+

۱ − α

۱ − t
)F−(αt,−→x )

)
=α[tm]F−(αt,−→x ) + (۱ − α)[tm]

( ۱
۱ − t

F−(αt,−→x )
)

=αm+۱
( −→x
≤ m

)
+ (۱ − α)

m∑
i=۰

[ti]F−(αt,−→x )

=αm+۱
( −→x
≤ m

)
+ (۱ − α)

m∑
i=۰

αi

(−→x
≤ i

)
.

،۱۶ .۱ تعریف از آخر تساوی با (iv)

(i− t)G−(t, α−→x ) = G(t, α−→x )

(۱ − αt)G−(αt,−→x ) = G(αt,−→x ).

داریم ۱۹ .۱ گزاره اول قسمت از دوم تساوی از استفاده با حال

(i− t)G−(t, α−→x ) = (۱ − αt)G−(αt,−→x ).

است. قبل قسمت مشابه برهان ادامه
□

برقرارند زیر تساوی های m صحیح عدد و −→x شده داده بردار به ازای .۲۲ .۱ قضیه

(i)
(−→x
m

)
=

((−۱,−→x )
≤m

)
.

(ii)
(( −→x

≤m

))
=

((
(۱,−→x )
m

))
.

می آیند به دست زیر تساوی های ،۲۰ .۱ نتیجه و ۱۷ .۱ گزاره از استفاده با اثبات.

(i) (−→x
m

)
= [tm]F (t,−→x )

= [tm]F−(t, (−۱,−→x ))

=

(
(−۱,−→x )

≤ m

)
.
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(ii) ((
(۱,−→x )

m

))
= [tm]G(t, (−۱,−−→x ))

= [tm]G−(t,−−→x )

=

(( −→x
≤ m

))
.

□

آن اول اتحاد که هستند. دوجمله ای ضرایب مورد در زیر اتحادهای از تعمیمی است، شده آورده ۲۲ .۱ قضیه در که تساوی های .۲۳ .۱ تبصره
است. آمده ۲ .۱ تبصره در دوم اتحاد حالی که در است، شده آورده [۵۱ صفحه ،۱۰] در مثال به عنوان و است شده شناخته اتحادی

(i) (−۱)m
(
n
m

)
=

∑m
k=۰(−۱)k

(
n+۱
k

)
.

(ii)
((

n
≤m

))
=

((
n+۱
m

))
.

استفاده
(−−→

jn
m

)
= (−۱)m

(
n
m

)
اتحاد از و −→x = −−→

jn دهیم قرار ۲۲ .۱ قضیه از اول اتحاد در است کافی موضوع، این مشاهده برای

می شود. نتیجه
(−→
jn
m

)
=

(
n
m

)
اتحاد از استفاده و ۲۲ .۱ قضیه از دوم قسمت در −→x =

−→
jn دادن قرار با دوم اتحاد همچنین کنیم.

دهد. می نشان را است ۳ طول با برداری −→x حالتی که در ۲۲ .۱ قضیه درستی زیر مثال های

این صورت در ،−→x = (x۱, x۲, x۳) کنید فرض .۲۴ .۱ )مثال
(−۱,−→x )

≤ ۲

)
= ۱ + (−۱ + x۱ + x۲ + x۳) + (−x۱ − x۲ − x۳ + x۱x۲ + x۱x۳ + x۲x۳)

= x۱x۲ + x۱x۳ + x۲x۳

=

(−→x
۲

)
,

.۲۲ .۱ قضیه از (i) قسمت برای است تصدیقی تساوی این که

این صورت در ،−→x = (x۱, x۲, x۳) کنید فرض .۲۵ .۱ ))مثال
(۱,−→x )

۲

))
= ۱ + x۲

۱ + x۲
۲ + x۲

۳ + x۱ + x۲ + x۳ + x۱x۲ + x۱x۳ + x۲x۳

= (x۲
۱ + x۲

۲ + x۲
۳ + x۱x۲ + x۱x۳ + x۲x۳) + (x۱ + x۲ + x۳) + ۱

=

((−→x
۲

))
+

((−→x
۱

))
+

((−→x
۰

))
=

(( −→x
≤ ۲

))
,

.۲۲ .۱ قضیه از (ii) قسمت برای است تصدیقی تساوی این که

بردارها. الحاق .۴ .۱

برقرارند. زیر روابط این صورت در باشند. دلخواه طول از بردار دو −→y و −→x کنید فرض .۲۶ .۱ گزاره

(i) F (t,−→x )F (t,−→y ) = F (t,−→xy)،
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(ii) G(t,−→x )G(t,−→y ) = G(t,−→xy)،
(iii) F (t,−→x )G(t,−→xy) = G(t,−→y )،
(iv) F (t,−→xy)G(t,−→x ) = F (t,−→y )،

□ می شوند. اثبات ،۱۶ .۱ تعریف از استفاده با روابط این تمامی اثبات.

برقرارند. زیر روابط این صورت در باشند. دلخواه طول از بردار دو −→y و −→x کنید فرض .۲۷ .۱ قضیه

(i)
m∑
i=۰

(−→x
i

)( −→y
m−i

)
=

(−→xy
m

)
،

(ii)
m∑
i=۰

((−→x
i

))(( −→y
m−i

))
=

((−→xy
m

))
،

(iii)
m∑
i=۰

(−۱)i
((−→xy

i

))( −→x
m−i

)
= (−۱)m

((−→y
m

))
،

(iv)
m∑
i=۰

(−→xy
i

)(( −→x
m−i

))
=

(−→y
m

)
.

اول قسمت اثبات نمونه، به عنوان می شود. نتیجه ۲۶ .۱ گزاره در نظیر، قسمت های از سادگی به قضیه این قسمت های از یک هر اثبات.
است: زیر xy→−)به صورت

m

)
= [tm]F (t,−→xy)

= [tm](F (t,−→x )F (t,−→y ))

=

m∑
i=۰

[ti]F (t,−→x ) [tm−i]F (t,−→y )

=
m∑
i=۰

(−→x
i

)( −→y
m− i

)
□
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شد التحصیل فارغ محض ریاضی رشته در تهران دانشگاه از ۱۳۸۱ سال در وی است، تهران شهر در ۱۳۵۹ ماه مرداد متولد غرقانی نرگس
اتمام به تهران دانشگاه در تركیبیات گرایش محض ریاضی رشته در ۱۳۸۷ و ۱۳۸۳ سالهای در ترتیب به را خود دكتری و ارشد كارشناسی و
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فارغ تهران دانشگاه فنی دانشكده از برق مهندسی رشته در ۱۳۷۶ سال در وی است. تهران شهر در ۱۳۵۳ دی ماه متولد محمدنوری مرتضی
دانشگاههای از ۱۳۸۴ در را خود دكتری و رساند اتمام به را تهران دانشگاه محض ریاضی ارشد كارشناسی دوره ۱۳۷۸ در سپس شد. التحصیل
است. تهران دانشگاه علمی هیات عضو كنون تا ۱۳۸۴ سال از او كرد. اخذ كامپیوتر علم و محض ریاضی های رشته در جنوب پاریس و تهران
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