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هایزنبرگ گروه لورنتسی مستقیم توسیع های روی همگن ساختارهای کامل طبقه بندی

باغگلی مسلم و  
 

جعفری مهدی ، 
 

زعیم∗ حسام امیر

مستقیم توسیع است. سه بعدی لی گروه های  خانواده بین در لی گروه های مهمترین و مشهورترین از یکی هایزنبرگ لی گروه چکیده.
تا توسیع ها این طبقه بندی نتیجه در و گرفت قرار توجه مورد چهار بعد از توان پوچ لی جبرهای  مطالعه در چهار بعد به گروه این
بودن همگن خاصیت بررسی برای تانسوری رویکردی همگن ساختارهای گردید. ارائه پیشین پژوهش های برخی در هم سنجی حد
ریمانی هندسه در که کرد خلاصه گزاره این در بتوان را همگن ساختارهای ویژگی مهمترین شاید می دهند. قرار ما اختیار در فضا

است. فضا بودن تحویلی همگن موضعاً با معادل همگن ساختارهای وجود
در هم سنجی حد تا که چهار، بعد با هایزنبرگ گروه لورنتسی مستقیم توسیع از موجود طبقه بندی اساس بر مقاله این در ما
کامل به طور را آن ها و می پردازیم فضا این روی موجود همگن ساختارهای خانواده مطالعه به شده اند، دسته بندی خانواده پنج قالب

می نماییم. تعیین کلاس هر در جداگانه را همگن ساختارهای  خانواده ناتخت، حالت های در می نماییم. طبقه بندی

مقدمه .۱
خمینه۱ همگن فضای از منظور می کنند. بازی دیفرانسیل هندسه و نظری فیزیک مطالعات در مهمی نقش همگن فضاهای
به طوری که باشد داشته وجود M روی ϕ هم سنجی۲ ،p, q ∈ M نقطه دو هر ازای به که به طوری است (M, g) ریمانی (شبه‑)
مثال ها ساده ترین کند. عمل آن روی متعدی به صورت M هم سنجی های از متشکل I(M) گروه دیگر به عبارت .ϕ(p) = q

بسیار خانواده همگن فضاهای اما گرفت، نظر در متقارن فضاهای آن از پس و لی گروه های  می توان را همگن فضاهای برای
دارای M همگن خمینه هر می دهند. قرار ما اختیار در هندسی مطالعات در را جالبی مثال های و می شوند شامل را بزرگتری
اما نیست منحصربه فرد نمایش این البته است. H بسته زیرگروه و G لی گروه   از G/H قسمتی خارج خمینه شکل به نمایشی
نمونه به عنوان شود. محاسبات سادگی سبب به وضوح و ببخشد جبری ماهیت همگن فضاهای روی ما مطالعات به می تواند
گرفت. قرار مطالعه مورد [۲] مرجع در چهار بعد از تعمیم یافته متقارن فضاهای همدیس هندسه جبری، رویکردی اساس بر
همدیس شبه ریمانی لی گروه های روی سالیتون ها ریچی و واکر ساختارهای مطالعه برای جبری رویکردی [۱] مرجع در همچنین
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گرفت. پیش در تحویلی همگن فضاهای مطالعه برای تانسوری رویکردی می توان همگن ساختارهای از استفاده با
۶ وانک و تریسری۵ توسط و شدند تعریف ریمانی حالت در [۳] ۴ سینگر و آمبروز۳ توسط اولین بار همگن ساختارهای
همگن فضای یافتند. توسیع شبه‑ریمانی به حالت [۱۰] ۸ اوبینا و ۷ گادا توسط سپس و گرفتند قرار دقیق مطالعه مورد [۱۹]
یک m و H لی جبر h آن در که کرد تجزیه g = m ⊕ h به صورت بتوان را G از g جبرلی هرگاه نامیم تحویلی۹ را G/H

عکس و [h,m] ⊂ m که می دهد نتیجه Adh(m) ⊂ m شرط .Adh(m) ⊂ m به طوری که است ناوردا Ad(H) زیرفضای
هندسه حوزه محققان توجه مورد همواره همگن ساختارهای طبقه بندی باشد. همبند H که است برقرار زمانی نیز مطلب این
را همگن ساختارهای خصوص در بیشتر توضیحات ببینید. را [۱۴ ،۱۳ ،۹] مراجع مثال به عنوان است، بوده دیفرانسیل

می کنیم. موکول بعد به بخش
اگر ماست. روزمره زندگی در هندسی پدیده یک از انتزاعی جبری فرمول یک H۳

۱۰ هایزنبرگ سه بعدی گروه مفهوم
می خوانید اکنون که صفحه ای مثال، به عنوان کرده ایم. ایجاد را هایزنبرگ گروه کنیم، انتخاب خود سه بعدی فضای در را صفحه ای
هستید. هایزنبرگ گروه نظریه میانه در می گیرید عکس اگر می کند. تولید را هایزنبرگ گروه یک و است صفحه ای چنین یک
ایجاد را هایزنبرگ گروه یک این رو از و نموده رمزگذاری صفحه یک در آن را و داده انتقال خط یک امتداد در را اطلاعات شما
برای می شود. ظاهر نیز یک بعدی کوانتوم مکانیک های دستگاه مطالعه برای ریاضی مدل ارائه در هایزنبرگ گروه کرده اید.

کنید. مراجعه [۴] مرجع به فیزیک در آن کاربردهای و هایزنبرگ گروه با آشنایی
تشکیل زیر به صورت ماتریس ها معمولی ضرب عمل با حقیقی درایه های با ماتریس های از هایزنبرگ گروه جبری لحاظ از

می شود:
۱ x z

۰ ۱ y

۰ ۰ ۱

 ,

است هموارریخت لی) گروه های مفهوم (به زیر ضرب عمل همراه به R۳ لی گروه با که

(x, y, z)(x̃, ỹ, z̃) = (x+ x̃, y + ỹ, z + z̃ − xỹ).

از منحصربه فرد ویژگی های با مهم عضوی و دارد وجود نیز شبه ریمانی یا لی ریمانی گروه های طبقه بندی در هایزنبرگ گروه
.[۱۸ ،۱۶] است سه بعدی لی گروه های خانواده

ترکیب واحد چهاربعدی قاب یک در را زمان یک بعد و فضا سه بعد که است ریاضی مدل یک فضا‑زمان فیزیک، علم در
تجسم در فضا‑زمان نمودارهای می شناسیم. لورنتسی خمینه یک به عنوان دیفرانسیل هندسه در را ریاضی مدل چنین می کند.
بیستم، قرن اوایل تا هستند. مفید رویدادها وقوع زمان و مکان از مختلف ناظران درک نحوه مانند نسبیتی اثرات درک و
زمان (اندازه گیری زمان از جهت ها) و فواصل شکل ها، مکان ها، نظر از آن (توصیف جهان سه بعدی هندسه که بود این بر فرض
جدیدی معانی خاص نسبیت نظریه و لورنتس تبدیل با زمان و فضا مفهوم این حال، با است. متمایز جهان) در رویدادها وقوع
۱۹۰۸ سال در چهاربعدی قاب یک قالب در زمان و فضا آمیختگی این ریاضی مدل به عبارتی و هندسی تفسیر کردند. پیدا
قرار خاص نسبیت نظریه مبنای می شود نامیده مینکوفسکی فضای که چارچوب این شد. ارائه مینکوفسکی۱۱ هرمان توسط
آشنایی برای بود. حیاتی می شود، خمیده انرژی و جرم توسط فضا‑زمان آن در که عام، نسبیت نظریه برای تفسیر این گرفت.

کنید. مراجعه [۱۷] مرجع به شبه ریمانی) خمینه های کلی حالت (و لورنتسی خمینه های درباره بیشتر مطالعه و
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۷۰ −۴۵ (۱۴۰۳) ۴ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه هایزنبرگ، گروه لورنتسی مستقیم توسیع های روی همگن ساختارهای کامل طبقه بندی

طبقه بندی و می دهیم قرار مطالعه مورد را لورنتسی متریک با H۳ × R یعنی هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع  مقاله این در
با رابطه در مقدماتی تعاریف دوم فصل در ابتدا هدف این به رسیدن برای می کنیم. تعیین آن را روی همگن ساختارهای کامل
تفکیک به را موجود لورنتسی متریک های خانواده سوم فصل در می کنیم. بیان را هایزنبرگ گروه توسیع و همگن ساختارهای
مختلف قضایای قالب در حاصل نتایج می کنیم. طبقه بندی و نموده تعیین را همگن ساختارهای تمام و داده قرار بررسی مورد

می شوند. بیان تفکیک به لورنتسی متریک های از خانواده هر برای

پیش نیازها .۲

می پردازیم. (شبه) ریمانی خمینه های روی همگن ساختارهای مطالعه جهت لازم پیش نیازهای و مطالب بیان به بخش این در
می کنیم. اشاره گروه ها این طبقه بندی قضیه به و پرداخته هایزنبرگ گروه لورنتسی مستقیم توسیع  معرفی به همچنین

هموستار دهنده نشان به ترتیب R و ∇ و همبند (شبه) ریمانی خمینه یک (M, g) کنید فرض همگن. ساختارهای .۱ .۲
نوع از T تانسوری میدان یک (M, g) روی (شبه ریمانی) همگن ساختار یک باشند. (M, g) انحنای تانسور و چویتا لوی

کند: صدق زیر روابط در ∇̃ = ∇− T هموستار که گونه ای به است M روی (۱, ۲)

(۱) ∇̃g = ۰, ∇̃R = ۰, ∇̃T = ۰.

می کند. بیان آن را بودن همگن ویژگی و خمینه یک روی همگن ساختارهای وجود بین ارتباط روشنی به زیر قضیه

(M, g) این صورت، در باشد. کامل و ساده همبند همبند، (شبه) ریمانی خمینه یک (M, g) کنیم فرض [۱۰] .۱ .۲ قضیه
باشد. تحویلی همگن شبه ریمانی خمینه یک اگر فقط و اگر می پذیرد را شبه ریمانی همگن ساختار یک

و می کند تعریف را (M, g) از مناسب هم دسته ای توصیف یک از تحویلی تجزیه ای T همگن ساختار چنین یک واقع، در
متفاوتی نمایش های به است ممکن (M, g) روی مختلف همگن ساختارهای که است اهمیت حائز نکته این به توجه برعکس.
به و است شده پرداخته کامل به طور همگن ساختارهای بحث [۷] مرجع در شود. منجر همدسته ای فضای یک به عنوان M از

است. شده اشاره زمینه این در نوین تحقیقات نتایج
میدان همچنین و (۱, ۲) مرتبه تانسوری میدان دادن نشان برای T از ما باشد، (M, g) روی همگن ساختار یک T اگر

کرد. خواهیم استفاده می شود، تعریف T (X,Y, Z) = g(TXY, Z) با که (۰, ۳) مرتبه از آن متریکی معادل تانسوری
V = Rm برداری فضای بگیرید. نظر در TxM مماس فضای برای یکه متعامد پایه یک و x ∈ M ثابت نقطه یک
فضای می گیریم. نظر در (TxM, gx) فضای برای مدلی به عنوان را (p, q) علامت از ⟨ , ⟩ متقارن دوخطی فرم با شده تجهیز
∇̃g = ۰ شرط از که (تقارن هایی دارند را همگن ساختارهای معمول تقارن های آن اعضای که را S(V ) ⊂ ⊗۳V ∗ تانسوری

واقع در بگیرید، نظر در می شوند) ناشی

S(V ) = {T ∈ ⊗۳V |T (X,Y, Z) + T (X,Z, Y ) = ۰}.

تجزیه زیر به صورت متعامد دو به دو و تحویل ناپذیر ,O(p‑زیرمدول های q) به S(V ) فضای ،ⅾiⅿ(M) ≥ ۳ که شرایطی در
می شود:

S(V ) = S۱(V )⊕ S۲(V )⊕ S۳(V ),

آن در که

S۱ =
{
T ∈ S / T (X,Y, Z) = g(X,Y )φ(Z)− g(X,Z)φ(Y ), φ ∈ Ω۱(M)

}
,

۵۷ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140637.1641
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S۲ =
{
T ∈ S / σX,Y,ZT (X,Y, Z) = ۰, c۱۲(T ) :=

n∑
i=۱

εiT (ei, ei, ) = ۰
}
,

S۳ =
{
T ∈ S / T (X,Y, Z) + T (Y,X,Z) = ۰

}
,

به یا فوق زیرمدول های از یکی به که همگنی ساختارهای می باشد. X,Y, Z به نسبت دوری مجموع بیانگر σX,Y,Z همچنین
بخصوص هستند، ویژه ای خواص و معانی دارای دارند تعلق آنها از تا دو مستقیم مجموع

اگر فقط و اگر T ∈ S۳ •

(۲) g([X,Y ]m, Z) + g([X,Z]m, Y ) = ۰, ∀X,Y, Z ∈ m.

با متناظر ژئودزیک های این حالت در نامیم. ۱۲ تحویلی طبیعی را خاصیت این با (M = G/H, g) همگن خمینه
هستند. یکی هم با g = h⊕m تحویلی تجزیه متعارف هموستار و (M, g) چویتای لوی هموستار

در نامیم. دوری همگن را (M, g) این حالت در .σX,Y,ZT (X,Y, Z) = ۰ اگر فقط و اگر T ∈ S۱ ⊕ S۲ •
آنکه حال شدند. [۱۲]مطالعه و [۱۱] مراجع در به ترتیب دوری همگن  فضاهای و لی دوری گروه های ریمانی، حالت

گرفتند. قرار بررسی مورد [۲۰] در خنثی علامت با و [۸] در لورنتسی علامت با چهار بعد از دوری لی  گروه های

می شوند: مشخص زیر روابط توسط به ترتیب S۳ و S۲ ،S۱ زیرفضاهای روی T همگن ساختار تصویر

p۱(T )(x, y, z) =
۱
۲
⟨x, y⟩c۱۲(T )(z)−

۱
۲
⟨x, z⟩c۱۲(T )(y),

p۲(T )(x, y, z) = (T − p۱(T )− p۳(T ))(x, y, z),

p۳(T )(x, y, z) =
۱
۳
σx,y,zT (x, y, z).

طبقه بندی تحقیق این اصلی هدف است شده اشاره آن به مقدمه در که همان طور هایزنبرگ. گروه مستقیم توسیع .۲ .۲
طبقه بندی در لی لورنتسی گروه های از خانواده این می باشد. هایزنبرگ گروه لورنتسی مستقیم توسیع روی همگن ساختارهای کامل
دو تنها یکریختی حد در که داد نشان [۱۵] مرجع در مانین۱۳ گرفتند. قرار توجه مورد و ظاهر چهار بعد از پوچ توان جبرهای
G۴ و H۳ × R لی گروه های با متناظر که است g۴ دیگری و h۳ ⊕ r یکی دارد. وجود چهار بعد از پوچ  توان ناآبلی لی  جبر
شدند. طبقه بندی لی گروه های این روی هم سنجی های حد تا ناوردای چپ لورنتسی متریک های [۵] مرجع در آن از پس هستند.

دارد. اشاره طبقه بندی این به زیر اساسی قضیه

12naturally reductive 13Magnin
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140637.1641 ۵۸
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۷۰ −۴۵ (۱۴۰۳) ۴ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه هایزنبرگ، گروه لورنتسی مستقیم توسیع های روی همگن ساختارهای کامل طبقه بندی

H۳×R خودریختی های حد تا H۳×R هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع روی چپ ناوردای لورنتسی متریک هر [۵] .۲ .۲ قضیه
است هم سنج زیر های متریک از یکی با {e۱, . . . , e۴} پایه به نسبت

(۳)

gµ =


۱ ۰ ۰ ۰
۰ −۱ ۰ ۰
۰ ۰ µ ۰
۰ ۰ ۰ ۱

 , ۰ < µ ∈ R, gλ =


۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ελ ۰
۰ ۰ ۰ −ε

 , ۰ < λ ∈ R, ε۲ = ۱,

g۱ =


۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۱ ۰

 , g۲ =


۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱

 ,

g۳ =


۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰

 .

است اهمیت حائز نکته این به توجه اینجا در می نماید. فراهم را همگن ساختارهای مطالعه برای مناسب زمینه قضیه این
که است لازم است. [e۱, e۲] = e۳ به صورت فوق پایه در h۳ × r یعنی هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع با متناظر لی جبر که

می پردازیم. موضوع این به بعد بخش در شوند. تعیین موجود جواب های و بررسی همگن ساختارهای به مربوط معادلات

همگن ساختارهای مطالعه .۳

H۳×R هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع های مختلف کلاس های روی را همگن ساختارهای به مربوط معادلات بخش این در
می کنیم. طبقه بندی را خانواده هر در موجود همگن ساختارهای کامل به طور و بررسی لورنتسی علامت از

شده معرفی (۳) رابطه در که gµ لورنتسی متریک به شده تجهیز H۳ × R مستقیم توسیع .(H۳ × R, gµ) کلاس .۱ .۳
لوی‑چویتا هموستار مؤلفه های کشل۱۴ مشهور رابطه از استفاده با ،Λi := ∇ei دهیم قرار اگر بگیرید. نظر در را است

می آیند: به دست زیر به صورت

(۴)

Λ۱ =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ µ

۲ ۰
۰ ۱

۲ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , Λ۲ =


۰ ۰ µ

۲ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
−۱

۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 ,

Λ۳ =


۰ µ

۲ ۰ ۰
µ
۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , Λ۴ = ۰.

14Koszul
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۷۰ −۴۵ (۱۴۰۳) ۴ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه باغگلی، مسلم و جعفری مهدی زعیم، حسام امیر

محاسبه زیر به صورت انحنا تانسور ناصفر مؤلفه های ،Rij := R(ei, ej) = [∇ei ,∇ej ]−∇[ei,ej ] رابطه از استفاده با حال
می شوند:

(۵)

R۱۲ =


۰ −۳

۴µ ۰ ۰
−۳

۴µ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , R۱۳ =


۰ ۰ −۱

۴µ
۲ ۰

۰ ۰ ۰ ۰
۱
۴µ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 ,

R۲۳ =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ −۱

۴µ
۲ ۰

۰ −۱
۴µ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰

 .

حال نیستند. متقارن هرگز خانواده این اعضای بنابراین نیست. ممکن که µ = ۰ می شود نتیجه ∇R = ۰ معادله بررسی با
زیر به صورت ∇̃ = ∇− T مؤلفه های باشد. (H۳ ×R, gµ) روی آنها معمول تقارن های با همگن ساختار یک T کنید فرض

هستند: محاسبه قابل

(۶)

∇̃۱۱۲ = −T۱۱۲, ∇̃۱۱۳ = −T۱۱۳ ∇̃۱۱۴ = −T۱۱۴,

∇̃۱۲۳ = −T۱۲۳ +
µ
۲ , ∇̃۱۲۴ = −T۱۲۴, ∇̃۱۳۴ = −T۱۳۴,

∇̃۲۱۲ = −T۲۱۲, ∇̃۲۱۳ = −T۲۱۳ − µ
۲ ∇̃۲۱۴ = −T۲۱۴,

∇̃۲۲۳ = −T۲۲۳, ∇̃۲۲۴ = −T۲۲۴, ∇̃۲۳۴ = −T۲۳۴,

∇̃۳۱۲ = −T۳۱۲ − µ
۲ , ∇̃۳۱۳ = −T۳۱۳ ∇̃۳۱۴ = −T۳۱۴,

∇̃۳۲۳ = −T۳۲۳, ∇̃۳۲۴ = −T۳۲۴, ∇̃۳۳۴ = −T۳۳۴,

∇̃۴۱۲ = −T۴۱۲, ∇̃۴۱۳ = −T۴۱۳ ∇̃۴۱۴ = −T۴۱۴,

∇̃۴۲۳ = −T۴۲۳, ∇̃۴۲۴ = −T۴۲۴, ∇̃۴۳۴ = −T۴۳۴.

استاندارد محاسباتی انجام با ،Rijkl;r = (∇̃erR)ijkl دهیم قرار اگر .∇̃g = ۰ به وضوح T تقارن های به توجه با
هستند: زیر به صورت ∇̃ هموستار به نسبت انحنا تانسور همورد مشتق ناصفر مؤلفه های

R۱۲۱۳;۱ = −۱
۲µ(۲T۱۲۳ − µ), R۱۲۱۳;r = −Tr۲۳µ, r = ۲, ۳, ۴,

R۱۲۱۴;r = −۳
۴µTr۲۴, r = ۱, . . . , ۴, R۱۲۲۳;۲ = −۱

۲µ(۲T۲۱۳ + µ),

R۱۲۲۳;r = −Tr۱۳µ, r = ۱, ۳, ۴, R۱۲۲۴;r = −۳
۴µTr۱۴, r = ۱, . . . , ۴,

R۱۳۱۴;r =
۱
۴µTr۳۴, r = ۱, . . . , ۴, R۱۳۳۴;r = −۱

۴µ
۲Tr۱۴, r = ۱, . . . , ۴,

R۲۳۲۴;r = −۱
۴µTr۳۴, r = ۱, . . . , ۴ R۲۳۳۴;r = −۱

۴µ
۲Tr۲۴, r = ۱, . . . , ۴.

می شود نتیجه µ > ۰ و ∇̃R = ۰ شرط به توجه با بنابراین

T۱۲۳ = µ
۲ , T۲۱۳ = −µ

۲ , T۲۲۳ = T۳۲۳ = T۴۲۳ = T۱۱۳ = T۳۱۳ = T۴۱۳ = ۰,
Tr۱۴ = Tr۲۴ = Tr۳۴ = ۰, r = ۱, . . . , ۴.

داریم Tijk;l = (∇̃elT )ijk دهیم قرار اگر می پرازیم. ∇̃T محاسبه به حال

T۲۱۲;۱ = −T ۲
۱۱۲,T۱۱۲;۲ = −T ۲

۲۱۲,
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۷۰ −۴۵ (۱۴۰۳) ۴ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه هایزنبرگ، گروه لورنتسی مستقیم توسیع های روی همگن ساختارهای کامل طبقه بندی

و می شود صفر برابر ∇̃T خودبه خود این صورت در .T۱۱۲ = T۲۱۲ = ۰ می دهد نتیجه ∇̃T = ۰ رابطه به توجه با بلافاصله که
می آید: به دست زیر به صورت T همگن ساختار ،T۴۱۲ = η و T۳۱۲ = κ دهیم قرار چنانچه لذا

T = µ(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳) + ۲κ(e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲) + ۲η(e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲), κ, η ∈ R.

است: زیر به صورت S۳ و S۲ ،S۱ زیرفضاهای روی همگن ساختار این تصویر

p۱(T ) = ۰,
p۲(T ) = ۱

۳(µ− ۲κ)(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳)− ۲
۳η(e

۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴)

−۲
۳(µ− ۲κ)e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲ + ۴

۳ηe
۴ ⊗ e۱ ∧ e۲,

p۳(T ) = ۲
۳(µ+ κ)(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳ + e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲)

+۲
۳η(e

۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴ + e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲).

می کنیم. بیان را زیر قضیه قبل مباحث به توجه با

در باشد. (۳) رابطه در شده معرفی gµ متریک با هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع H۳)یک × R, gµ) کنیم فرض .۱ .۳ قضیه
هستند: زیر به صورت (H۳ × R, gµ) همگن ساختارهای تمام این صورت

T = µ(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳) + ۲κ(e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲) + ۲η(e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲), κ, η ∈ R,

η = µ− ۲κ = ۰ هرگاه است S۳ کلاس به متعلق همگن ساختار این همچنین هستند. دلخواه حقیقی ضرائب κ, η آن در که
ساختار هیچ همچنین می باشد. S۲ ⊕ S۳ نوع از این صورت غیر در و η = µ + κ = ۰ هرگاه است S۲ کلاس به متعلق و

ندارد. وجود (∇̃ = ۰ (یعنی متعارفی همگن

H۳×R مستقیم توسیع  روی شد، معرفی (۳) رابطه در که gλ نظر مورد متریک کنیم فرض .(H۳×R, gλ) کلاس .۲ .۳
هستند: محاسبه قابل زیر به صورت چویتا لوی هموستار مؤلفه های باشد.

(۷)

Λ۱ =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ −۱

۲ελ ۰
۰ ۱

۲ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , Λ۲ =


۰ ۰ ۱

۲ελ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
−۱

۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 ,

Λ۳ =


۰ ۱

۲ελ ۰ ۰
−۱

۲ελ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , Λ۴ = ۰.
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۷۰ −۴۵ (۱۴۰۳) ۴ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه باغگلی، مسلم و جعفری مهدی زعیم، حسام امیر

می آیند به دست زیر به صورت ریمان انحنای تانسور ناصفر مؤلفه های سپس

(۸)

R۱۲ =


۰ −۳

۴ελ ۰ ۰
۳
۴ελ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , R۱۳ =


۰ ۰ ۱

۴λ
۲ ۰

۰ ۰ ۰ ۰
−۱

۴ελ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 ,

R۲۳ =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱

۴λ
۲ ۰

۰ −۱
۴ελ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰

 .

است λ = ۰ با معادل بودن متقارن موضعاً شرط که داد نشان می توان سرراست محاسباتی و (۸) و (۷) روابط از استفاده با
مؤلفه های حال نیستند. متقارن موضعاً هیچ گاه هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع های از خانواده این بنابراین نیست. ممکن که

می شوند محاسبه زیر به صورت ∇̃ هموستار

(۹)

∇̃۱۱۲ = −T۱۱۲, ∇̃۱۱۳ = −T۱۱۳ ∇̃۱۱۴ = −T۱۱۴,

∇̃۱۲۳ = −T۱۲۳ +
ελ
۲ , ∇̃۱۲۴ = −T۱۲۴, ∇̃۱۳۴ = −T۱۳۴,

∇̃۲۱۲ = −T۲۱۲, ∇̃۲۱۳ = −T۲۱۳ − ελ
۲ ∇̃۲۱۴ = −T۲۱۴,

∇̃۲۲۳ = −T۲۲۳, ∇̃۲۲۴ = −T۲۲۴, ∇̃۲۳۴ = −T۲۳۴,

∇̃۳۱۲ = −T۳۱۲ − ελ
۲ , ∇̃۳۱۳ = −T۳۱۳ ∇̃۳۱۴ = −T۳۱۴,

∇̃۳۲۳ = −T۳۲۳, ∇̃۳۲۴ = −T۳۲۴, ∇̃۳۳۴ = −T۳۳۴,

∇̃۴۱۲ = −T۴۱۲, ∇̃۴۱۳ = −T۴۱۳ ∇̃۴۱۴ = −T۴۱۴,

∇̃۴۲۳ = −T۴۲۳, ∇̃۴۲۴ = −T۴۲۴, ∇̃۴۳۴ = −T۴۳۴.

به دست زیر به صورت که می پردازیم ∇̃ هموستار به نسبت ریمان انحنای تانسور همورد مشتق ناصفر مؤلفه های محاسبه به سپس
می آیند:

R۱۲۱۳;۱ = ۱
۲ελ(۲T۱۲۳ − ελ), R۱۲۱۳;r = Tr۲۳ελ, r = ۲, ۳, ۴,

R۱۲۱۴;r =
۳
۴ελTr۲۴, r = ۱, . . . , ۴, R۱۲۲۳;۲ = −۱

۲ελ(۲T۲۱۳ + ελ),

R۱۲۲۳;r = −Tr۱۳µ, r = ۱, ۳, ۴, R۱۲۲۴;r = −۳
۴ελTr۱۴, r = ۱, . . . , ۴,

R۱۳۱۴;r = −۱
۴ελTr۳۴, r = ۱, . . . , ۴, R۱۳۳۴;r =

۱
۴λ

۲Tr۱۴, r = ۱, . . . , ۴,
R۲۳۲۴;r = −۱

۴ελTr۳۴, r = ۱, . . . , ۴ R۲۳۳۴;r =
۱
۴λ

۲Tr۲۴, r = ۱, . . . , ۴.

گرفت نتیجه می توان بلافاصله ∇̃R = ۰ شرط به توجه با

T۱۲۳ = ελ
۲ , T۲۱۳ = − ελ

۲ , T۲۲۳ = T۳۲۳ = T۴۲۳ = T۱۱۳ = T۳۱۳ = T۴۱۳ = ۰,
Tr۱۴ = Tr۲۴ = Tr۳۴ = ۰, r = ۱, . . . , ۴.

می دهد نتیجه (۹) روابط از استفاده با استاندارد محاسبات می پردازیم. ∇̃T مؤلفه های محاسبه به حال

T۲۱۲;۱ = −T ۲
۱۱۲,T۱۱۲;۲ = T ۲

۲۱۲,
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۷۰ −۴۵ (۱۴۰۳) ۴ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه هایزنبرگ، گروه لورنتسی مستقیم توسیع های روی همگن ساختارهای کامل طبقه بندی

و می شود صفر برابر ∇̃T خودبه خود این صورت در .T۱۱۲ = T۲۱۲ = ۰ می دهد نتیجه ∇̃T = ۰ رابطه به توجه با بلافاصله که
می آید به دست زیر به صورت T همگن ساختار T۴۱۲ = η و T۳۱۲ = κ دهیم قرار چنانچه لذا

T = ελ(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳) + ۲κ(e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲) + ۲η(e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲), κ, η ∈ R.

است: زیر به صورت S۳ و S۲ ،S۱ زیرفضاهای روی همگن ساختار این تصویر

p۱(T ) = ۰,
p۲(T ) = ۱

۳(ελ− ۲κ)(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳)− ۲
۳η(e

۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴)

−۲
۳(ελ− ۲κ)e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲ + ۴

۳ηe
۴ ⊗ e۱ ∧ e۲,

p۳(T ) = ۲
۳(ελ+ κ)(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳ + e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲)

+۲
۳η(e

۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴ + e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲).

می کنیم. بیان را زیر قضیه قبل مباحث به توجه با

در باشد. (۳) رابطه در شده معرفی gλ متریک با هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع H۳)یک × R, gλ) کنیم فرض .۲ .۳ قضیه
هستند: زیر به صورت (H۳ × R, gλ) همگن ساختارهای تمام این صورت

T = ελ(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳) + ۲κ(e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲) + ۲η(e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲), κ, η ∈ R.

η = ελ− ۲κ = ۰ هرگاه است S۳ کلاس به متعلق همگن ساختار این همچنین هستند. دلخواه حقیقی ضرائب κ, η آن در که
ساختار هیچ همچنین می باشد. S۲ ⊕ S۳ نوع از این صورت غیر در و η = ελ + κ = ۰ هرگاه است S۲ کلاس به متعلق و

ندارد. وجود (∇̃ = ۰ (یعنی متعارفی همگن

است شده معرفی (۳) رابطه در که g۱ متریک به را H۳ × R مستقیم توسیع کنیم فرض .(H۳ × R, g۱) کلاس .۳ .۳
را چویتا لوی هموستار مؤلفه های ابتدا می پردازیم. (H۳ × R, g۱) روی همگن ساختارهای بررسی به حال نماییم. مجهز

می کنیم: محاسبه زیر به صورت

(۱۰)

Λ۱ =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ −۱

۲

۰ ۱
۲ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰

 , Λ۲ =


۰ ۰ ۰ ۱

۲

۰ ۰ ۰ ۰
−۱

۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 ,

Λ۳ = ۰, Λ۴ =


۰ ۱

۲ ۰ ۰
−۱

۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 .

می آوریم: به دست زیر به صورت را ریمان انحنای تانسور ناصفر مؤلفه های سرراست محاسباتی با حال

(۱۱) R۱۴ =


۰ ۰ ۰ ۱

۴

۰ ۰ ۰ ۰
−۱

۴ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , R۲۴ =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱

۴

۰ −۱
۴ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰

 .
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گروه مستقیم توسیع های از خانواده این لذا و ∇R = ۰ که گرفت نتیجه می توان (۱۱) و (۱۰) روابط از استفاده با اینجا در
می آیند: به دست زیر به صورت ∇̃ هموستار مؤلفه های هستند. متقارن موضعاً همواره هایزنبرگ

(۱۲)

∇̃۱۱۲ = −T۱۱۲, ∇̃۱۱۳ = −T۱۱۳ ∇̃۱۱۴ = −T۱۱۴,

∇̃۱۲۳ = −T۱۲۳, ∇̃۱۲۴ = −T۱۲۴ +
۱
۲ , ∇̃۱۳۴ = −T۱۳۴,

∇̃۲۱۲ = −T۲۱۲, ∇̃۲۱۳ = −T۲۱۳ ∇̃۲۱۴ = −T۲۱۴ − ۱
۲ ,

∇̃۲۲۳ = −T۲۲۳, ∇̃۲۲۴ = −T۲۲۴, ∇̃۲۳۴ = −T۲۳۴,

∇̃۳۱۲ = −T۳۱۲, ∇̃۳۱۳ = −T۳۱۳ ∇̃۳۱۴ = −T۳۱۴,

∇̃۳۲۳ = −T۳۲۳, ∇̃۳۲۴ = −T۳۲۴, ∇̃۳۳۴ = −T۳۳۴,

∇̃۴۱۲ = −T۴۱۲ − ۱
۲ , ∇̃۴۱۳ = −T۴۱۳ ∇̃۴۱۴ = −T۴۱۴,

∇̃۴۲۳ = −T۴۲۳, ∇̃۴۲۴ = −T۴۲۴, ∇̃۴۳۴ = −T۴۳۴.

از عبارتند ∇̃ هموستار به نسبت ریمان انحنای تانسور همورد مشتق ناصفر مؤلفه های که می کنیم مشاهده

R۱۲۱۴;r =
۱
۴Tr۲۳, R۱۲۲۴;r = −۱

۴Tr۱۳, R۱۴۱۴;r = −۱
۲Tr۳۴,

r = ۱, . . . , ۴.

گرفت Tنتیجه همگن ساختار مؤلفه های مورد در می توان بلافاصله ،∇̃R = ۰ شرط به توجه با

Tr۲۳ = Tr۱۳ = Tr۳۴ = ۰, r = ۱, . . . , ۴.

از یکی مؤلفه ها سایر شدن صفر شرط به اگر فقط و اگر شد خواهد برقرار ∇̃T شرط استاندارد محاسباتی اساس بر حال
شوند برقرار زیر جواب دسته سه

• T۱۲۴ = −T۲۱۴ = T۴۱۲,

• T۱۲۴ = −T۲۱۴ = T۴۱۲ = −۱
۲ , T۴۱۴ = ,دلخواه T۴۲۴ = ,دلخواه

• T۱۲۴ = −T۲۱۴ = ۱
۲ , T۳۱۲ = ,دلخواه T۴۱۲ = .دلخواه

می آید به دست زیر به صورت T همگن ساختار آنگاه T۴۱۲ = κ دهیم قرار و باشد برقرار جواب دسته اولین اگر

T = ۲κ(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴ + e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲), κ ∈ R.

می گیرد. قرار S۳ کلاس در کاملا همگن ساختار این لذا و است صفر برابر S۲ و S۱ زیرفضاهای روی همگن ساختار این تصویر
نتیجه را زیر همگن ساختار T۴۲۴ = η و T۴۱۴ = κ شرط با که می دهیم قرار بررسی مورد را فوق جواب دسته دومین حال

می دهد

T = −۱
۲
(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ + e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴ − e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲) + κe۴ ⊗ e۱ ∧ e۴ + ηe۴ ⊗ e۲ ∧ e۴.

از عبارتند S۳ و S۲ و S۱ زیرفضاهای روی همگن ساختار این تصویر

p۱(T ) = ۰,
p۲(T ) = ۲κe۴ ⊗ e۱ ∧ e۴ + ۲ηe۴ ⊗ e۲ ∧ e۴,

p۳(T ) = −(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴ + e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲).
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می دهد نتیجه را زیر همگن ساختار T۴۱۲ = η و T۳۱۲ = κ شرط با نیز بالا جواب دسته سومین

T = (e۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴) + ۲κe۳ ⊗ e۱ ∧ e۲ + ۲ηe۴ ⊗ e۱ ∧ e۲.

می شود محاسبه زیر به صورت S۳ و S۲ و S۱ زیرفضاهای روی همگن ساختار این تصویر

p۱(T ) = ۰,
p۲(T ) = −۲

۳κ(e
۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳ − ۲e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲)

+۱
۳(۱ − ۲η)(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴ − ۲e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲),

p۳(T ) = ۲
۳κ(e

۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳ + e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲)

+۲
۳(۱ + η)(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴ + e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲).

می کنیم. بیان را زیر قضیه بالا مباحث به توجه با

شده معرفی (۳) رابطه در که باشد g۱ متریک با هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع H۳)یک × R, g۱) کنید فرض .۳ .۳ قضیه
هستند زیر خانواده های از یکی به صورت (H۳ × R, g۱) همگن ساختارهای تمام این صورت در است.

(i)
T = ۲κ(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴ + e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲), ۰ ̸= κ ∈ R.

هستند. S۳ کلاس به متعلق همواره همگن ساختارهای از خانواده این
(ii)

T = −(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ + e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴ − e۴ ⊗ e۱ ∧ e۲) + ۲κe۴ ⊗ e۱ ∧ e۴ + ۲ηe۴ ⊗ e۲ ∧ e۴, κ, η ∈ R.

کلاس عضو این صورت غیر در و κ = η = ۰ هرگاه هستند S۳ کلاس به متعلق همگن ساختارهای از خانواده این
هستند. S۲ ⊕ S۳

(iii)

T = (e۱ ⊗ e۲ ∧ e۴ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۴) + ۲κe۳ ⊗ e۱ ∧ e۲ + ۲ηe۴ ⊗ e۱ ∧ e۲, κ, η ∈ R.

هستند S۳ کلاس به متعلق و κ = η+ ۱ = ۰ هرگاه هستند S۲ کلاس به متعلق همگن ساختارهای از خانواده این
متعارف همگن ساختار این همچنین می باشند. S۲⊕S۳ کلاس عضو این صورت غیر در و κ = ۱−۲η = ۰ هرگاه

.κ = ۱ + ۲η = ۰ هرگاه است

این صورت در کنیم. مجهز (۳) رابطه در g۲ متریک به را H۳×R مستقیم توسیع کنید فرض .(H۳×R, g۲) کلاس .۴ .۳
بود: خواهند زیر به صورت چویتا لوی هموستار مؤلفه های

(۱۳) Λ۱ = Λ۳ = Λ۴ = ۰, Λ۲ =


۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
−۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 .

تخت هایزنبرگ، گروه مستقیم توسیع های از خانواده این لذا و R ≡ ۰ که داد نشان می توان سرراست محاسباتی با اینجا در
ساختارهای خانواده است. ∇̃T = ۰ رابطه همگن ساختارهای برای (۱) رابطه از باقی مانده معادله تنها بنابراین هستند.
۶۵ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140637.1641
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است، هم سنج آن استاندارد متریک و Rn با تخت خمینه یک حقیقت در هستند. بزرگ نسبتاً تخت، فضاهای برای همگن
می پردازیم. بعدی خانواده مطالعه به و می گذریم تخت) (حالت بدیهی حالت این از پژوهش این در لذا

روال طبق می دهیم. قرار بررسی مورد H۳ ×R گروه روی را (۳) رابطه از g۳ متریک حال .(H۳ ×R, g۳) کلاس .۵ .۳
می آیند: به دست زیر به صورت که می پردازیم لوی‑چویتا هموستار مؤلفه های محاسبه به ابتدا معمول

(۱۴)

Λ۱ =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱

۲ ۰ ۰
۰ ۰ −۱

۲ ۰

 , Λ۲ =


۰ ۰ ۱

۲ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
−۱

۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 ,

Λ۳ =


۰ ۱

۲ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
−۱

۲ ۰ ۰ ۰

 , Λ۴ = ۰.

می آوریم: به دست زیر به صورت را ریمان انحنای تانسور ناصفر مؤلفه های حال

(۱۵) R۱۲ =


۰ −۳

۴ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۳
۴ ۰ ۰ ۰

 R۲۳ =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ −۱

۴ ۰ ۰
۰ ۰ ۱

۴ ۰

 .

گروه مستقیم توسیع های از خانواده این لذا و ∇R ̸= ۰ که گرفت نتیجه می توان (۱۵) و (۱۴) روابط از استفاده با اینجا در
می آیند: به دست زیر به صورت ∇̃ هموستار مؤلفه های نیستند. متقارن موضعاً شرایطی هیچ در هایزنبرگ

(۱۶)

∇̃۱۱۲ = −T۱۱۲, ∇̃۱۱۳ = −T۱۱۳ ∇̃۱۱۴ = −T۱۱۴,

∇̃۱۲۳ = −T۱۲۳ +
۱
۲ , ∇̃۱۲۴ = −T۱۲۴, ∇̃۱۳۴ = −T۱۳۴,

∇̃۲۱۲ = −T۲۱۲, ∇̃۲۱۳ = −T۲۱۳ − ۱
۲ ∇̃۲۱۴ = −T۲۱۴,

∇̃۲۲۳ = −T۲۲۳, ∇̃۲۲۴ = −T۲۲۴, ∇̃۲۳۴ = −T۲۳۴,

∇̃۳۱۲ = −T۳۱۲ − ۱
۲ , ∇̃۳۱۳ = −T۳۱۳ ∇̃۳۱۴ = −T۳۱۴,

∇̃۳۲۳ = −T۳۲۳, ∇̃۳۲۴ = −T۳۲۴, ∇̃۳۳۴ = −T۳۳۴,

∇̃۴۱۲ = −T۴۱۲, ∇̃۴۱۳ = −T۴۱۳ ∇̃۴۱۴ = −T۴۱۴,

∇̃۴۲۳ = −T۴۲۳, ∇̃۴۲۴ = −T۴۲۴, ∇̃۴۳۴ = −T۴۳۴.
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۷۰ −۴۵ (۱۴۰۳) ۴ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه هایزنبرگ، گروه لورنتسی مستقیم توسیع های روی همگن ساختارهای کامل طبقه بندی

هموستار به نسبت ریمان انحنای تانسور همورد مشتق ناصفر مؤلفه های که گرفت نتیجه می توان استاندارد محاسباتی اساس بر
هستند: زیر به صورت ∇̃

R۱۲۱۲;r = −۳
۲Tr۲۴, R۱۲۱۳;r = −۳

۴Tr۳۴, R۱۲۲۴;r = −۳
۴Tr۱۴,

R۱۳۲۳;r =
۱
۴Tr۱۴, R۲۳۲۳;r =

۱
۲Tr۲۴, R۲۳۲۴;r = −۱

۴Tr۳۴,

r = ۱, . . . , ۴,
R۱۲۲۳;r = −Tr۱۳, r = ۱, ۳, ۴, R۱۲۲۳;۲ = −T۲۱۳ − ۱

۲ .

که گرفت نتیجه T همگن ساختار مؤلفه های مورد در می توان بلافاصله ∇̃R = ۰ شرط به توجه با

Tr۱۴ = Tr۲۴ = Tr۳۴ = T۱۱۳ = T۲۱۳ +
۱
۲
= T۳۱۳ = T۴۱۳ = ۰, r = ۱, . . . , ۴.

داریم حال .T۴۱۲ = ۰ که می شود نتیجه T۱۱۲;۴ = T ۲
۴۱۲ رابطه به توجه با می پردازیم. ∇̃T = ۰ شرط بررسی به اینجا در

می پردازیم: زیر معادلات دستگاه بررسی به باقی مانده روابط از حال .T۴۲۳ = ۰ می گیریم نتیجه آن از که T۳۲۳;۴ = −T ۲
۴۲۳

T۲۱۲;۱ = (۱
۴ + T۳۱۲(T۱۲۳ − ۱

۲)−
۱
۲T۱۲۳ − T ۲

۱۱۲) = ۰,
T۲۲۳;۱ = −۱

۲(T۱۱۲ − T۳۲۳)(۲T۱۲۳ − ۱) = ۰,
T۲۱۲;۲ = (T۲۲۳(T۳۱۲ − ۱

۲)− T۱۱۲T۲۱۲) = ۰,
T۲۲۳;۲ = (T۲۲۳T۳۲۳ − T۲۱۲(T۱۲۳ − ۱

۲)) = ۰,
T۲۱۲;۳ = (T۳۲۳(T۳۱۲ − ۱

۲)− T۱۱۲(T۳۱۲ +
۱
۲)) = ۰,

T۲۲۳;۳ = (۱
۴ + T ۲

۳۲۳ − T۱۲۳(T۳۱۲ +
۱
۲) +

۱
۲T۳۱۲) = ۰.

داشت: خواهد وجود زیر به صورت جواب دسته دو دستگاه این دقیق بررسی با

•T۱۱۲ = T۱۲۳ − ۱
۲ = T۲۲۳ = T۳۲۳ = ۰, T۲۱۲ = ,دلخواه T۳۱۲ = ,دلخواه

•T۱۱۲ = T۱۲۳ − ۱
۲ = T۳۱۲ − ۱

۲ = T۳۲۳ = ۰, T۲۱۲ = ,دلخواه T۲۲۳ = .دلخواه

خواهیم را زیر همگن ساختارهای از پارامتری دو خانواده T۲۱۲ = κ, T۳۱۲ = η دهیم قرار جواب اول مجموعه در چنانچه
داشت:

T = (e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳) + ۲κe۲ ⊗ e۱ ∧ e۲ + ۲ηe۳ ⊗ e۱ ∧ e۲, κ, η ∈ R.

می شود: زیر به صورت استاندارد محاسباتی با نیز S۳ و S۲ ،S۱ زیرفضاهای روی همگن ساختار این تصویر

p۱(T ) = ۰,
p۲(T ) = ۱

۳(۱ − ۲η)(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳) + ۲κe۲ ⊗ e۱ ∧ e۲ − ۲
۳(۱ − ۲η)e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲,

p۳(T ) = ۲
۳(۱ + η)(e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳ + e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲).

می آوریم به دست را زیر همگن ساختارهای خانواده و T۲۲۳ = η و T۲۱۲ = κ می دهیم قرار جواب مجموعه دومین در سپس

T = e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ + ۲κe۲ ⊗ e۱ ∧ e۲ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳ + ۲ηe۲ ⊗ e۲ ∧ e۳ + e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲, η, κ ∈ R.
۶۷ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140637.1641
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است: زیر به صورت S۳ و S۲ ،S۱ زیرفضاهای روی همگن ساختار این تصویر همچنین

p۱(T ) = ۰,
p۲(T ) = ۲κ(e۲ ⊗ e۱ ∧ e۲) + ۲η(e۲ ⊗ e۲ ∧ e۳),

p۳(T ) = e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳ + e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲.

قضیه هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع های از (H۳ × R, g۳) کلاس همگن ساختارهای طبقه بندی برای قبل مطالب به توجه با
کرد. بیان می توان را زیر

در باشد. (۳) رابطه در شده معرفی g۳ متریک با هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع H۳)یک × R, g۳) کنید فرض .۴ .۳ قضیه
هستند زیر خانواده های از یکی به صورت (H۳ × R, g۳) همگن ساختارهای تمام این صورت

(i)

T = (e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳) + ۲κe۲ ⊗ e۱ ∧ e۲ + ۲ηe۳ ⊗ e۱ ∧ e۲, κ, η ∈ R.

S۲ کلاس به متعلق نیز و κ = η − ۱
۲ = ۰ هرگاه هستند S۳ کلاس به متعلق همگن ساختارهای از خانواده این

متعارف همگن ساختارهای همچنین می باشند. S۲ ⊕S۳ کلاس عضو این صورت غیر در و η = −۱ هرگاه هستند
.κ = η + ۱

۲ = ۰ هرگاه می آیند به وجود
(ii)

T = e۱ ⊗ e۲ ∧ e۳ + ۲κe۲ ⊗ e۱ ∧ e۲ − e۲ ⊗ e۱ ∧ e۳ + ۲ηe۲ ⊗ e۲ ∧ e۳ + e۳ ⊗ e۱ ∧ e۲, η, κ ∈ R.

کلاس عضو این صورت غیر در و κ = η = ۰ هرگاه هستند S۳ کلاس به متعلق همگن ساختارهای از خانواده این
هستند. S۲ ⊕ S۳

نتیجه گیری .۴

طبیعتاً که شده ذکر توسیع پرداختیم. H۳ × R یعنی سه بعدی هایزنبرگ گروه مستقیم توسیع های بررسی به مقاله این در
تا هایزنبرگ گروه توسیع های از خانواده این پیشین مطالعات اساس بر نمودیم. تجهیز لورنتسی متریک به را است چهاربعدی
متریک های خانواده از یک هر محاسباتی رویکری با لذا دارند. تعلق ۳ قضیه در شده اشاره خانواده پنج از یکی به هم سنجی حد
به طور را معادلات این حل کردیم. بررسی را همگن ساختارهای به مربوط معادلات و دادیم قرار مطالعه مورد جداگانه را لورنتسی
ساختارهای طبقه بندی این از حاصل نتایج کردیم. مشخص را موجود جواب های تمام و دادیم انجام مرحله به مرحله و دقیق
گروه مستقیم توسیع  که شد مشخص مطالعه حین در که است ذکر شایان گردید. بیان ۴ .۳ و ۳ .۳ ،۲ .۳ ،۱ .۳ قضایای در همگن

هستند. تخت g۲ کلاس متریک  با هایزنبرگ
لی  گروه های خانواده با لورنتسی ساده همبند لی  گروه های خانواده است شده بیان ،[۲ −۲ گزاره ،۹] مرجع در که همان طور
ضرب خاص حالت روی همگن ساختارهای بررسی به پژوهش این در بنابراین است. یکی بعد همان از ریمانی ساده  همبند
روی همگن ساختارهای مطالعه پرداختیم. مذکور مرجع ۱ −۲ گزاره در شده ارائه طبقه بندی از ii۲ کلاس خانواده در مستقیم

است. آتی مطالعات در بررسی قابل نیز چهار بعد از لورنتسی لی  گروه های کلاس های سایر
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140637.1641 ۶۸
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