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GENERALIZED DERIVATIONS ON CERTAIN BANACH ALGEBRAS
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MANJEGANI

Abstract. In this paper, we apply the well-known results concerning derivations and generalized

derivations of commutative Banach algebras and of prime rings to certain Banach algebras that are

neither commutative Banach algebras nor prime rings. For example, we investigate the truth of Singer-

Wermer conjecture and Posner’s second theorem for this class of Banach algebras.

1. Introduction

A well-known theorem of Singer and Wermer states that every bounded derivation on a commutative

Banach algebra has its image in the radical [14]. About 30 years later, Thomas extended the Singer-

Wermer theorem to arbitrary, not necessarily bounded, derivations [15]. A number of authors have

generalized this theorem in several ways on certain Banach algebras; see [11, 13]. For example, Posner

[13] gave a noncommutative version of the Singer-Wermer theorem for prime rings. Also he proved

that the zero map is the only centralizing derivation on a noncommutative prime ring (Posner’s second

theorem).

In harmonic analysis, some examples of Banach algebras have been discovered for which rad(A) =

rann(A) and the algebra A/rad(A) is commutative. The most notable cases are L∞
0 (G)∗ when G is
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an abelian locally compact group and L∞
0 (G) is the subspace of L∞(G) consisting of all functions

f ∈ L∞(G) vanishing at infinity [10] and V N(G)∗ when G is a discrete group and V N(G) is the

von Neumann algebra generated by the left regular representation of G [9]. Moreover, under the right

conditions, all of the above examples are neither commutative Banach algebras nor prime rings. These

motivated us to try to apply the well-known results concerning derivations of commutative Banach

algebras and derivations of prime rings to this class of Banach algebras. For example, we prove that the

Singer-wermer theorem and Posner’s second theorem for derivations and general derivations hold on

this class of Banach algebras. Our results generalize and unify most of the results of [1, 12] concerning

the convolution algebra L∞
0 (G)∗ over an abelian locally compact group G.

2. Main Results

Throughout this paper, A denotes a Banach algebra with the properties that rad(A) = rann(A)

and the algebra A/rad(A) is commutative.

Theorem 2.1. Let d be a derivation of A. Then d(A) ⊆ rad(A).

Before giving the following consequence of Theorem 2.1, let us recall that a linear mapping T : A →
A is called spectrally bounded if there exists M ≥ 0 such that r(T (a)) ≤ Mr(a) for all a ∈ A, where

r(a) denotes the spectral radius of a ∈ A. In addition, if M = 0, T is called spectrally infinitesimal.

Corollary 2.2. The following statements hold.

(i) The composition of two derivations of A is always a derivation of A.

(ii) Every derivation of A is spectrally infinitesimal.

Theorem 2.3. If A has a right identity, then every generalized derivation of A is spectrally bounded.

Theorem 2.4. Let (δ, d) be a generalized derivation of A. If A has a right identity, then the following

statements are equivalent.

(i) δ(A) ⊆ rad(A).

(ii) δ is spectrally infinitesimal.

(iii) δ = d.

We recall that the algebraic center of A is denoted by Z(A). Let k be a fixed positive integer.

A mapping T : A → A is called k-centralizing (resp. k-commuting) if [T (a), ak] ∈ Z(A) (resp.

[T (a), ak] = 0) for all a ∈ A. In the case k = 1, T is said to be centralizing (resp. commuting).

Theorem 2.5. Let d be a derivation of A and let k be a positive integer. If A has a right identity,

then the following statements are equivalent.
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(i) d = 0.

(ii) d is k-centralizing.

(iii) d is k-commuting.

Theorem 2.6. Let (δ, d) be a generalized derivation of A and k ∈ N. If A has a right identity, then

the following statements are equivalent.

(i) δ is k-commuting.

(ii) δ is k-centralizing.

(iii) δ is a right multiplier.

(iv) There exists b ∈ A such that δ = Rb.

The maps T and S from A into A are called orthogonal, denoted by T ⊥ S, if T (a)cS(b) =

S(b)cT (a) = 0 for all a, b, c ∈ A.

Theorem 2.7. Let (δ, d) be a generalized derivation of A. If A has a right identity, then the following

statements are equivalent.

(i) [[δ(a), a], δ(a)] ∈ Z(A) for all a ∈ A.

(ii) d ⊥ δ.

(iii) (δ2, d2) is a generalized derivation of A.

3. Conclusions

Let A be a Banach algebra with the properties that rad(A) = rann(A) and the algebra A/rad(A) is

commutative. We show that a derivation of A maps A into rad(A). Using this, we determine among

other things when a generalized derivation of A maps A into rad(A). We also study k-centralizing

generalized derivations of A. Then, for a generalized derivation (δ, d) of A we obtain a necessary

and sufficient condition for (δ2, d2) to be still a generalized derivation. The main applications are

concerned with the algebras over locally compact groups. In particular, we deduce these results for

bidual of Fourier algebras of discrete amenable groups as an application of our approach.
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جامعه و ریاضی
۶۵۰۷ −۲۳۴۵ شاپا(الکترونیکی): ،۶۴۹۳ −۲۳۴۵ (چاپی): شاپا

۱۰۵ −۸۷ صص. ،(۱۴۰۳) ۲ شماره ،۹ جلد
The Author(s) ۱۴۰۳ ©

http://www.ui.ac.ir

باناخ جبرهای از خاصی دسته روی تعمیم یافته مشتق های

 

 

منجگانی سید محمود و  
 

رنانی سلطانی سیما ، 
 

اصفهانی ابراهیم زاده علی ، 
 

نعمتی∗ مهدی

را اول وحلقه های جابجایی باناخ جبرهای برروی تعمیم یافته مشتق های و مشتق ها به مربوط نتایج از برخی مقاله این در چکیده.
نشان مثال، به عنوان می دهیم. بسط نیستند، اول حلقه و جابجایی  الزاماً که هارمونیک، آنالیز در باناخ جبرهای از مهمی دسته به
باناخ جبرهای از دسته این برروی تعمیم یافته، مشتق های و مشتق ها برای پوسنر دوم قضیه و سینگر‑ورمر خاصیت که می دهیم

است. برقرار نیز

مقدمه .۱

در را جبر این جابجایی، باناخ جبر یک روی دار کران مشتق هر که می کند بیان ورمر و سینگر از معروف قضیه  یک
کران لزوماً نه و دلخواه مشتق های به را سینگر‑ورمر قضیه توماس، بعد سال سی حدود .[۱۴] می کند تصویر آن رادیکال
تعمیم مختلف حلقه های حتی و جبرها روی متفاوت شرایطی تحت را قضیه این محققان، از برخی .[۱۵] داد گسترش دار
قضیه ،۱۳]) داد تعمیم ناجابجایی اول حلقه های برای را سینگر‑ورمر حدس [۱۳] پوسنر مثال، به عنوان .[۱۳ ،۱۱] دادند
دوم]). قضیه ،۱۳]) است ناجابجایی اول حلقه یک روی مرکزی مشتق تنها صفر نگاشت که کرد ثابت او همچنین اول]).
به را اول حلقه های و جابجایی باناخ جبرهای برروی تعمیم یافته مشتق های و مشتق ها به مربوط نتایج از برخی مقاله، این در
نشان مثال، به عنوان می دهیم. بسط نیستند، اول حلقه و جابجایی  که هارمونیک آنالیز در باناخ جبرهای از بزرگی نسبتاً دسته
جبرهای از دسته این بر که تعمیم یافته ای مشتق های و مشتق ها برای پوسنر دوم قضیه و سینگر‑ورمر خاصیت که می دهیم
جبر یک برای که [۱۲ ،۱] مقاله های اصلی نتایج مقاله، این از حاصل نتایج همچنین است. برقرار نیز شده اند تعریف باناخ
می کنیم اشاره نهایت در می دهد. بسط هارمونیک، آنالیز در باناخ جبرهای از بزرگتری دسته به را است شده بیان خاص باناخ
شده انجام مقاله این دوم و اول نویسندگان توسط که [۵] نشده) (چاپ مرجع در مقاله این در شده بیان مطالب و نتایج که

دارند. وجود نیز است

موضعی. فشرده گروه سینگر‑ورمر، خاصیت تعمیم یافته، مشتق مشتق، باناخ، جبر کلیدی: کلمات و عبارات
فخار مجید رابط: دبیرتخصصی

پژوهشی مقاله: نوع
مسئول نویسنده ∗
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۱۰۵ –۸۷ (۱۴۰۳) ۲ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، منجگانی م. و رنانی سلطانی س. اصفهانی، ابراهیم زاده ع. نعمتی، م.

مقدماتی مفاهیم و پیش نیازها .۲

شوند. ارائه می گیرند قرار استفاده مورد بعدی بخش های در که پیش نیازهایی و مفاهیم کردیم سعی بخش، این در
است دوطرفه باناخ مدول −A یک زیر مدولی عمل های با همراه A∗ این صورت در باشد. باناخ جبر یک A کنیم فرض

〈x · a, b〉 = 〈x, ab〉, 〈a · x, b〉 = 〈x, ba〉 (x ∈ A∗, a, b ∈ A).

به صورت A∗∗ فضای روی را می شوند، داده نشان ♢ و □ نمادهای با به ترتیب که دوم، و اول آرنز ضرب های می توان بنابراین
کرد: تعریف زیر

〈m□n, x〉 = 〈m,n · x〉, 〈m♢n, x〉 = 〈n, x ·m〉 (x ∈ A∗,m, n ∈ A∗∗)

می شوند: تعریف زیر به صورت n · x, x ·m ∈ A∗ تابعک های آن در که

〈n · x, a〉 = 〈n, x · a〉, 〈x ·m, a〉 = 〈m, a · x〉 (a ∈ A).

زیر یک به عنوان را A جبر که می شود تبدیل باناخ جبر یک به دوم، یا اول آرنز ضرب با همراه A∗∗ این حالت در که کنیم توجه
می شود. شامل جبر

بالا در آنچه مشابه ،m ∈ X∗ هر و x ∈ X هر برای این صورت در باشد. A∗ از بسته A‑زیرمدول یک X کنیم فرض
هرگاه درون گرای چپ نامیم، را X این حالت در کرد. تعریف را m · x, x · m ∈ A∗ تابعک های می توان شد، اشاره آن به
هرگاه نامیم، درون گرا را X به علاوه، درون گرای راست  نامیم. را X آن گاه ،X · X∗ ⊆ X اگر همچنین .X∗ · X ⊆ X

رسیده اند، ارث به X∗ به A∗∗ از که دوم و اول آرنز ضرب این حالت، در باشد. درون گرای چپ هم و درون گرای راست هم
X∗ فضای اگر می دهیم. نشان ♢ و □ نمادهای با را آن ها هم باز و می کنند تبدیل باناخ جبر به را X∗ که هستند ضرب هایی

زیر نگاشت های ،n ∈ X∗ هر برای که داد نشان می توان کنیم، مجهز σ(X∗, X) ∗ ضعیف توپولوژی به را

m 7−→ m□n, m 7−→ n♢m,

ببینید. را [۴] مرجع می توانید مورد این در بیشتر اطلاعات برای پیوسته اند. ضعیف∗‑ضعیف∗ X∗ به X∗ از
می شود: تعریف زیر به صورت که است A جیکبسن ،رادیکال rad(A) از منظور

rad(A) = {a ∈ A : ۱A# − ba ∈ Inv(A#), (b ∈ A#)},

بسته ایدآل یک rad(A) این صورت در می باشد. A# وارون پذیر اعضای Inv(A#) و A یکدارساز A# از منظور آن در که
جبر یک A/rad(A) قسمتی خارج جبر که داد نشان می توان .rad(A) = {۰} هرگاه نامیم، نیم ساده را A جبر است. A در

می کنیم: تعریف زیر به صورت آن را و می دهیم نشان rann(A) نماد با را A پوچ سازراست همچنین است. نیم ساده

rann(A) = {c ∈ A : Ac = {۰}}.

نشان σ(a) نماد با آن را طیف a ∈ A هر برای .rann(A) ⊆ rad(A) که گرفت نتیجه می توان [۱ قضیه ،۲] اساس بر
می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم

σ(a) = {α ∈ C : α ۱A# − a /∈ Inv(A#)}.

می دهیم قرار همچنین،
r(a) = sup{|α| : α ∈ σ(a)},
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۱۰۵ –۸۷ (۱۴۰۳) ۲ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، باناخ جبرهای از خاصی دسته روی تعمیم یافته مشتق های

کنیم فرض ببینید. را [۳ ،۲] مراجع می توانید این زمینه در بیشتر اطلاعات کسب برای می گوییم. a طیفی شعاع آن به و
هر برای هرگاه A نامیم، روی (چپ) ضربگر راست یک را T نگاشت این صورت در باشد. نگاشت خطی یک T : A −→ A

کند: صدق زیر رابطه در ،a, b ∈ A

T (ab) = aT (b) (T (ab) = T (a)b).

می شوند تعریف زیر به صورت ،b ∈ A هر برای که باشند ضربی نگاشت های ρa, `a : A −→ A فرض کنیم ،a ∈ A هر برای

ρa(b) = ba, `a(b) = ab.

خطی نگاشت می باشند. A روی چپ و راست ضربگرهای به ترتیب `a و ρa که می شود بررسی سادگی به این صورت در
باشیم داشته ،a, b ∈ A هر برای هرگاه A نامیم، روی مشتق یک را d : A −→ A

d(ab) = d(a)b+ ad(b).

زیر ضابطه با da : A −→ A نگاشت ،a ∈ A هر برای

da(b) = [b, a] = ba− ab (b ∈ A),

نگاشت یک δ : A −→ A کنیم فرض می نامیم. a توسط شده القا داخلی مشتق آن را که است A روی پیوسته مشتق یک
باشد برقرار زیر رابطه ،a, b ∈ A هر برای که باشد داشته وجود به گونه ای A روی d مشتق که به طوری باشد خطی

δ(ab) = aδ(b) + d(a)b.

می نامیم. A روی تعمیم یافته مشتق یک را (δ, d) جفت این صورت در
دارد وجود G روی (راست) ۱ چپ هار اندازه ی یک این صورت در باشد. موضعی فشرده گروه یک G کنیم فرض اکنون
نسبت λ که دارد وجود G روی λ ۲ رادون اندازه ی یک به عبارتی، است. یکتا مثبت اسکالرهای در ضرب حد در اندازه این که
برقرار زیر رابطه ی ،G در E بورل مجموعه ی هر و s ∈ G هر برای واقع، در است. پایا راست) (به ترتیب چپ از ضرب به

است
λ(sE) = λ(E) (λ(Es) = λ(E) .(به ترتیب

نمونه، به عنوان هستند. اهمیت حائز بسیار مجرد هارمونیک آنالیز در که کرد وابسته می توان G به فضاهایی این ترتیب به
اشاره هستند، بورل اندازه پذیر که G روی مقدار مختلط ۳ کران دار اساساً موضعی به طور توابع تمام مجموعه ی به L∞(G)

که می شود داده نشان همچنین است. G روی ۵ انتگرال پذیر توابع تمام مجموعه ی ،L۱(G) ۴ گروهی جبر همچنین می کند.
است، یکریخت L۱(G) دوگان با L∞(G) زیر نگاشت تحت

〈x, f〉 =
∫

x(t)f(t)dt, (f ∈ L۱(G), x ∈ L∞(G)).

کنیم فرض همچنین است. هیلبرت فضای یک که است G روی ۶ انتگرال پذیر مربع توابع تمام مجموعه ی ،L۲(G) از منظور
هر برای را G ۷ چپ منظم نمایش این صورت در باشد. L۲(G) به L۲(G) از کرندار عملگرهای همه فضای B(L۲(G))

می کنیم: تعریف زیر به صورت h ∈ L۲(G) و s, t ∈ G

λG : G −→ B(L۲(G)), λG(s)(h)(t) = h(s−۱t).

1Left Haar measure 2Radon measure 3Essentially bounded 4Group algebra 5Integrable functions 6square integrable
7left regular representation
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هرگاه ۸  نامیم، چپ پایای  میانگین یک را m باشد. دار کران و خطی نگاشت یک m : L∞(G) −→ C کنیم فرض
در که باشد برقرار ،〈m,Lsf〉 = 〈m, f〉 رابطه ی f ∈ L∞(G) و s ∈ G هر برای همچنین و ‖m‖ = 〈m, ۱〉 = ۱
به صورت t ∈ G هر برای آن را که است s ∈ G برای ۹ چپ انـتـقال  ،Lsf از مـنـظور ،f : G −→ C تابع برای آن
L∞(G) روی پایای چپ میانگین یک هرگاه نامیم میانگین پذیر را G گروه این حالت در می کنیم. تعریف (Lsf)(t) = f(st)

مجموعه توسط شده تولید نویمان فون جبر است میانگین پذیر آبلی هرگروه مثال به عنوان باشد. داشته وجود

{λG(s) : s ∈ G} ⊆ B(L۲(G)),

واقع، در می دهیم. نشان V N(G) با را

V N(G) = {λG(s) : s ∈ G}′′ ⊆ B(L۲(G)).

باناخ فضای می نامیم. ۱۰ گروهی نویمان فون جبر را V N(G)

{f : G −→ C : ∃ ξ, η ∈ L۲(G); f(s) = 〈λG(s)ξ, η〉, (s ∈ G)},

می دهیم نشان A(G) با که گرفت یکی نویمان فون جبر این پیش دوگان با می توان را است شده مجهز زیر نرم به که

‖f‖ = inf{‖ξ‖‖η‖ : ξ, η ∈ L۲(G); f(s) = 〈λG(s)ξ, η〉, (s ∈ G)}.

.[۶] می نامیم G گروه روی ۱۱ فوریه جبر آن را که است جابجایی باناخ جبر یک نقطه ای، حاصل ضرب با A(G) و
می کنیم: تعریف زیر به صورت را V N(G) از UCB(Ĝ) و C∗

λ(G) درون گرای زیرفضاهای ،G فشرده ی موضعی گروه برای

C∗
λ(G) = {λG(g) : g ∈ L۱(G)}∥·∥, UCB(Ĝ) = span{x · a : x ∈ V N(G), a ∈ A(G)}∥·∥

می شود. تعریف λG(g)(h) = g ∗h ضابطه با h ∈ L۲(G) و g ∈ L۱(G) هر برای λG : L۱(G) → B(L۲(G)) آن در که
C∗
λ(G) دوگان فضای Bλ(G) کنیم فرض همچنین شود. مراجعه [۲ −۵ گزاره ،۸] به این مورد در بیشتر اطلاعات کسب برای

بیان را زیر گزاره های می توان ،[۶ ،۸] مراجع در شده بیان نتایج اساس بر این صورت در .Bλ(G) = C∗
λ(G)∗ یعنی، باشد؛

کرد:

جابجایی اند. و نیم ساده باناخ جبرهای نقطه ای، ضرب عمل با Bλ(G) و A(G) •
است. بسته ایدآل یک ،Bλ(G) در A(G) •

است. چگال C∗
λ(G) در ،C∗

λ(G) ·A(G) مجموعه توسط شده تولید خطی فضای •
باشد. میانگین پذیر G اگر تنها و اگر دارد دار کران تقریبی همانی A(G) •

تعمیم یافته مشتق های برای سینگر‑ورمر حدس .۳

باشد: زیر خواص با باناخ جبر یک A می کنیم فرض همواره مقاله این در

.rad(A) = rann(A) •
است. جابجایی A/rad(A) قسمتی خارج جبر •

8left invariant mean 9left translation 10group von Neumann algebra 11Fourier algebra
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جبرهای از مهم بسیار مثال چند ادامه در می نامیم. ? شرط در صادق باناخ جبر را فوق خاصیت های با A باناخ جبر
و مفاهیم معرفی به نیاز مثال هایی چنین معرفی برای می کنند. صدق ? شرط در که می کنیم بیان را هارمونیک آنالیز در باناخ

می پردازیم. آنها به ادامه در که داریم مقدماتی
A(G)∗∗ = V N(G)∗ شد، بیان قبل بخش در که همان طور این  صورت در باشد. موضعی فشرده گروه یک G کنیم فرض
از بسته زیرجبر یک می توان را A(G) که کنیم توجه است. باناخ جبر یک دوم، و اول آرنز ضرب های از هرکدام با همراه

به وضوح آن گاه بگیریم، نظر در شمول نگاشت را ι : C∗
λ(G) ↪→ V N(G) اگر همچنین گرفت. نظر در V N(G)∗

π := ι∗ : V N(G)∗ −→ C∗
λ(G) = Bλ(G),

آرنز ضرب به C∗
λ(G)∗ و V N(G)∗ اگر همچنین .π|A(G) = idA(G) که دید می توان به راحتی است. تحدید نگاشت همان

[۵ · ۳ قضیه ،۸] بنابر به علاوه، است. پیوسته ضعیف∗‑ضعیف∗ جبری همریختی یک π آن گاه باشند، شده مجهز دوم یا اول
است. منطبق نقطه ای ضرب با C∗

λ(G)∗ = Bλ(G) روی آرنز ضرب های

داریم ،[۳ قضیه ،۷] اساس بر این  صورت در باشد. نامتناهی و گسسته  گروه یک G فرض کنیم .۱ .۳ مثال

V N(G) 6= C∗
λ(G) = UCB(Ĝ).

می دهیم نشان ادامه در
rad(V N(G)∗) = rann(V N(G)∗).

با و تعریف به کمک این  صورت در باشد. تحدید نگاشت π : V N(G)∗ −→ C∗
λ(G)∗ = Bλ(G) فرض کنیم واقع، در

آوریم می دست به ،V N(G) ·A(G) ⊆ UCB(Ĝ) = C∗
λ(G) اینکه از استفاده

rann(V N(G)∗) = {m ∈ V N(G)∗ : n□m = ۰, (n ∈ V N(G)∗)}

= {m ∈ V N(G)∗ : 〈n,m · x〉 = ۰, (n ∈ V N(G)∗, x ∈ V N(G))}

= {m ∈ V N(G)∗ : m · x = ۰, (x ∈ V N(G))}

= {m ∈ V N(G)∗ : 〈m,x · a〉 = ۰, (x ∈ V N(G), a ∈ A(G))}

= {m ∈ V N(G)∗ : 〈π(m), x · a〉 = ۰, (x ∈ V N(G), a ∈ A(G))}.

داریم است، چگال C∗
λ(G) در ،C∗

λ(G) ·A(G) توسط شده تولید خطی فضای اینکه به باتوجه اکنون

rann(V N(G)∗) = {m ∈ V N(G)∗ : 〈π(m), x〉 = ۰, (x ∈ C∗
λ(G))} = ker π.

استفاده با است، جبری بروریختی یک Bλ(G) نیم ساده ی باناخ جبر به روی V N(G)∗ از π نگاشت اینکه به توجه با طرفی، از
،[۱۰ قضیه ،۲] از

rad(V N(G)∗) ⊆ ker π = rann(V N(G)∗).

قسمتی خارج جبر پس .rad(V N(G)∗) = rann(V N(G)∗) بنابراین و است برقرار وضوح به نیز فوق شمول رابطه عکس

V N(G)∗/rad(V N(G)∗) = V N(G)∗/ker π ∼= Bλ(G),

۹۵ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140007.1630
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آن گاه باشد، نیز میانگین پذیر G اگر همچنین می کند. صدق ? رابطه در (V N(G)∗,□) باناخ جبر درنتیجه و است جابجایی
یک V N(G)∗ جبر ،[۳ −۲ گزاره ،۹] بنابر این حالت، در همچنین نیست. جابجایی V N(G)∗ جبر [۳ −۳ گزاره ،۹] بنابر

دارد. نیز همانی راست

از زیرفضایی L∞
۰ (G) کنیم فرض همچنین باشد. آبلی و ناگسسته موضعی فشرده ی گروه یک G کنیم فرض .۲ .۳ مثال

،[۱۰] در شده بیان نتایج بنابر آنگاه می کنند. میل صفر به بی نهایت در که باشد f ∈ L∞(G) توابع همه ی شامل L∞(G)

دارد: را زیر خواص که می شود تبدیل باناخ جبر یک به اول آرنز ضرب با همراه L∞
۰ (G)∗

rad(L∞
۰ (G)∗) = rann(L∞

۰ (G)∗),

در این ترتیب به است. جابجایی جبر یک G بودن آبلی به باتوجه که L∞
۰ (G)∗/rad(L∞

۰ (G)∗) = M(G) همچنین و
همواره جبر این به علاوه، می کند. صدق نیز ? شرط در که است باناخ جبر یک اول آرنز ضرب با همراه L∞

۰ (G)∗ این حالت
نیست. نیز جابجایی G بودن غیرگسسته به توجه با و دارد همانی راست یک

معادل ا ند. زیر شرایط این صورت در باشد. باناخ جبر یک A کنیم فرض [۲۵۹ صفحه ،۱۶] .۳ .۳ قضیه

به طوری که دارد وجود α مثبت عدد یعنی، است؛ زیرجمعی A روی طیفی شعاع الف)

r(a+ b) ≤ α(r(a) + r(b)) (a, b ∈ A).

به طوری که دارد وجود β مثبت عدد یعنی، است؛ زیرضربی A روی طیفی شعاع ب)

r(ab) ≤ β(r(a)r(b)) (a, b ∈ A).

است. جابجایی A/rad(A) قسمتی خارج جبر ج)

برقراراند: زیر گزاره های این  صورت در باشد. باناخ جبر یک A کنیم فرض [۱ قضیه ،۲] .۴ .۳ قضیه

.r(q) = r(aq) = r(qa) = ۰ ،a ∈ A هر برای آن گاه ،q ∈ rad(A) اگر الف)
.q ∈ rad(A) آن گاه ،r(qa) = ۰ یا r(aq) = ۰ ،a ∈ A هر برای اگر ب)

می شود. حاصل به سادگی قبلی قضیه دو کمک به زیر نتیجه

آنگاه باشد. ? شرط در صادق باناخ جبر یک A کنیم فرض .۵ .۳ نتیجه

rad(A) = {a ∈ A : r(a) = ۰}.

این صورت در باشد. A روی مشتق یک d و جابه جایی باناخ جبر یک A کنیم فرض [۴۵۹ صفحه ،۱۵] .۶ .۳ قضیه
.d(A) ⊆ rad(A)

می کنیم. پرهیز جمله این بیان از بنابراین می کند. صدق ? شرط در A باناخ جبر می کنیم فرض همواره ادامه در

.d(A) ⊆ rad(A) این  صورت در باشد. A روی مشتق یک d فرض کنیم .۷ .۳ قضیه
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آنگاه .a ∈ A و c ∈ rad(A) = rann(A) کنیم فرض اثبات.

۰ = d(ac) = ad(c) + d(a)c = ad(c).

می باشد A/rad(A) نیم ساده ی جبر روی مشتق یک زیر نگاشت نتیجه در و d(rad(A)) ⊆ rad(A) بنابراین

d̂ : A/rad(A) −→ A/rad(A) a+ rad(A) 7−→ d(a) + rad(A).

را d(A) ⊆ rad(A) رابطه ی که d̃ = ۰ داریم ،۶ .۳ قضیه طبق این رو از است. جابجایی A/rad(A) فرض، طبق همچنین
□ می دهد. نتیجه

،a ∈ A هر برای که باشد داشته وجود M ≥ ۰ عدد هرگاه نامیم، طیفی دار کران را T : A −→ A خطی نگاشت
نتیجه ،۷ .۳ قضیه از می شود. نامیده کوچک بی نهایت طیفی دار کران T آن گاه ،M = ۰ اگر به علاوه، .r(T (a)) ≤ Mr(a)

می شود. حاصل به سادگی زیر

برقراراند. زیر های گزاره .۸ .۳ نتیجه
است. A روی مشتق یک همواره ،A روی مشتق دو ترکیب (الف)
است. کوچک بی نهایت طیفی دار کران ،A روی مشتق هر (ب)

می شود. حاصل به سادگی rad(A) = rann(A) رابطه ی و ۷ .۳ قضیه به توجه با (الف) اثبات.
داریم ،۵ .۳ نتیجه طبق طرفی از .d(A) ⊆ rad(A) این صورت در باشد. A روی مشتق یک d کنیم فرض (ب)

rad(A) = {a ∈ A : r(a) = ۰}.

□ است. کوچک بی نهایت طیفی دار کران d نتیجه در

است. طیفی کراندار ،A روی تعمیم یافته مشتق هر آن گاه باشد، داشته راست همانی یک A اگر .۹ .۳ قضیه

طبق ،A/rad(A) باناخ جبر بودن جابجایی به توجه با باشد. A روی تعمیم یافته  مشتق یک (δ, d) کنیم فرض اثبات.
در باشد. A برای راست همانی یک e ∈ A می کنیم فرض است. زیرضربی و زیرجمعی A روی طیفی شعاع ۳ .۳ قضیه

داریم: ،a ∈ A هر برای که دارند وجود β و α مثبت اعداد این صورت

r(δ(a)) = r(δ(ae))

= r(aδ(e) + d(a))

≤ α[r(aδ(e)) + r(d(a))]

≤ α[βr(δ(e))r(a) + r(d(a))].

داریم ،a ∈ A هر برای این رو از .r(d(a)) = ۰ ،a ∈ A هر برای ،۸ .۳ نتیجه اساس بر

r(δ(a)) ≤ αβr(δ(e))r(a).

□ است. طیفی کراندار δ نتیجه در

عبارت های آن گاه باشد، داشته راست همانی یک A اگر باشد. A روی تعمیم یافته مشتق یک (δ, d) فرض کنیم .۱۰ .۳ قضیه
معادل ا ند. زیر
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.δ(A) ⊆ rad(A) (الف)
است. کوچک بی نهایت طیفی دار کران δ (ب)

.δ = d (ج)

کران δ می شود نتیجه به سادگی ،۵ .۳ قضیه از این  صورت در .δ(A) ⊆ rad(A) کنیم فرض (ب). ⇐= (الف) اثبات.
است. کوچک بی نهایت طیفی دار

شعاع ،۳ .۳ قضیه طبق بنابراین است. جابه جایی A/rad(A) باناخ جبر که کنیم توجه نکته این به ابتدا (ج). ⇐= (ب)
داریم ،a ∈ A هر برای که دارد وجود β ≥ ۰ بنابراین است. زیرضربی A روی طیفی

r(aδ(e)) ≤ βr(a)r(δ(e)) = ۰,

داریم ۴ .۳ قضیه از استفاده با پس است. A برای راست همانی یک e ∈ A آن در که

δ(e) ∈ rad(A) = rann(A).

داریم ،a ∈ A هر برای بنابراین
δ(a) = δ(ae) = aδ(e) + d(a)e = d(a).

.δ = d این ترتیب به
□ می شود. حاصل به  سادگی ۷ .۳ قضیه اساس بر (الف). ⇐= (ج)

اشاره A روی صفر مشتق به ۰ می کنیم فرض همچنین باشد. A روی راست ضربگر یک T : A −→ A کنیم فرض
قضیه از که زیر نتیجه بیان به اکنون است. A روی تعمیم یافته مشتق یک (T, ۰) که می شود مشاهده آسانی به باشد. داشته

می پردازیم. می شود، حاصل ۱۰ .۳

معادل ا ند. زیر های گزاره آن گاه باشد، داشته راست همانی A اگر باشد. A روی راست ضربگر یک T فرض کنیم .۱۱ .۳ نتیجه
.T (A) ⊆ rad(A) الف)

است. کوچک بی نهایت طیفی دار کران T ب)
است. A روی مشتق یک T ج)

.T = ۰ د)

k‑مرکزی تعمیم یافته ی مشتق های .۴

می دهیم نشان و می پردازیم پوسنر دوم قضیه بررسی به می کند، صدق نیز ? شرط در که A باناخ جبر برای بخش، این در
و کرده بررسی مرکزی تعمیم یافته ی مشتق های برای را خود نتایج همچنین است. صفر نگاشت ،A روی مرکزی مشتق تنها که

می دهیم. نشان Z(A) با را A جبری مرکز که می کنیم یادآوری می پردازیم. مشابه نتایج اثبات به
هرگاه می نامیم، (k‑جابجایی) k‑مرکزی را T : A −→ A نگاشت باشد. ثابت مثبت صحیح عدد یک k کنیم فرض
می نامیم. (جابجایی) مرکزی را T آن گاه ،k = ۱ حالتی که در .([T (a), ak] = ۰ ) [T (a), ak] ∈ Z(A) ،a ∈ A هر برای

آن گاه باشد، داشته راست همانی یک A اگر باشد. مثبت صحیح عدد یک k و A روی مشتق یک d فرض کنیم .۱ .۴ قضیه
معادل ا ند. زیر شرایط

.d = ۰ (الف)
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است. k‑مرکزی ،d (ب)
است. k‑جابجایی ،d (ج)

است. بدیهی (ب). ⇐= (الف) اثبات.
است برقرار زیر رابطه ی ،۷ .۳ قضیه طبق و فرض اساس بر باشد. برقرار (ب) کنیم فرض (ج). ⇐= (ب)

[d(a), ak] = d(a)ak = d(ak+۱) ∈ rann(A) ∩ Z(A).

.[d(a), ak] = ۰ می شود نتیجه دارد، راست همانی یک A اینکه از حال
آنگاه باشد. A برای راست همانی یک e و k‑جابجایی ،d فرض کنیم (الف). ⇐= (ج)

(۱) d(e) = [d(e), e] = [d(e), ek] = ۰.

بنابراین .(c+ e) = (c+ e)k داریم ،c ∈ rann(A) = rad(A) هر برای اکنون

(۲) d(c) = [d(c+ e), (c+ e)] = [d(c+ e), (c+ e)k] = ۰.

ترتیب این به و a− ea ∈ rann(A) = rad(A) که کرد ملاحظه می توان آسانی به ،a ∈ A هر برای طرفی، از

d(a) = d(ea) + d(a− ea) = d(e)a+ d(a− ea) = ۰.

□ .d = ۰ نتیجه در

معادل ا ند. زیر شرایط آن گاه باشد، داشته راست همانی یک A اگر .۲ .۴ قضیه
دارد. همانی عضو A (الف)

است. صفر ،A روی مشتق هر (ب)
است. صفر ،A روی داخلی مشتق هر (ج)

است. جابجایی A (د)

هر برای ،۷ .۳ قضیه طبق آنگاه باشد. A روی مشتق یک d و A همانی عضو e فرض کنیم (ب). ⇐= (الف) اثبات.
.d(a) = ed(a) = ۰ داریم ،a ∈ A

است. بدیهی (ج). ⇐= (ب)
da(b) = داریم ،a, b ∈ A هر برای پس باشد. صفر ،A روی شده تعریف داخلی مشتق هر فرض کنیم (د). ⇐= (ج)

است. جابجایی A که می دهد نشان رابطه این و ba− ab = ۰
□ است. واضح (الف). ⇐= (د)

.cab = cba و [a, b] ∈ rann(A) این صورت در .a, b, c ∈ A فرض کنیم .۳ .۴ لم

داریم ،۷ .۳ قضیه بنابر این صورت در باشد. b با متناظر داخلی مشتق db : A −→ A کنیم فرض اثبات.

[a, b] = db(a) ∈ rann(A).

پس
cab− cba = cdb(a) = ۰,

□ .cab = cba نتیجه در
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http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.140007.1630


۱۰۵ –۸۷ (۱۴۰۳) ۲ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، منجگانی م. و رنانی سلطانی س. اصفهانی، ابراهیم زاده ع. نعمتی، م.

است. A در بسته  ایدآل یک Z(A) فضای زیر .۴ .۴ لم

دهیم نشان است کافی اثبات، تکمیل برای است. A از بسته زیرفضای یک Z(A) که می شود مشاهده سادگی به اثبات.
داریم ،a, b ∈ A و z ∈ Z(A) هر برای ،۳ .۴ لم از استفاده با است. ایدآل یک A در Z(A)

(zb)a = zab = a(zb).

است برقرار زیر رابطه ی ،a, b ∈ A و z ∈ Z(A) هر برای مشابه، به طور

(bz)a = zba = zab = azb = a(bz).

□ است. ایدآل یک A در Z(A) لذا

معادل ا ند. زیر های گزاره آن گاه باشد، داشته راست همانی یک A اگر باشد. A روی مشتق یک d فرض کنیم .۵ .۴ قضیه
است. داخلی مشتق یک d (الف)

است. k‑جابجایی ،a 7−→ d(a) + b۰a نگاشت ،k ∈ N هر برای که دارد وجود b۰ ∈ A (ب)
است. k‑جابجایی ،a 7−→ d(a) + b۰a نگاشت به طوری که دارند وجود k ∈ N و b۰ ∈ A (ج)

است. k‑مرکزی ،a 7−→ d(a) + b۰a نگاشت به طوری که دارند وجود k ∈ N و b۰ ∈ A (د)

،a ∈ A هر برای که دارد وجود b۰ ∈ A این صورت در باشد. داخلی مشتق یک d فرض کنیم (ب). ⇐= (الف) اثبات.
داریم ،k ∈ N هر برای ،۳ .۴ لم طبق بنابراین .d(a) = ab۰ − b۰a داریم

[d(a) + b۰a, a
k] = [ab۰, a

k]

= ab۰a
k − akab۰

= aakb۰ − akab۰

= ak+۱b۰ − ak+۱b۰ = ۰.

است. بدیهی (ج). ⇐= (ب)
است. بدیهی (د). ⇐= (ج)

می گیریم نظر در زیر ضابطه ی با را D : A −→ A نگاشت این صورت در باشد. برقرار فرض کنیم(د) (الف). ⇐= (د)

D(a) = d(a)− [a, b۰] (a ∈ A).

بنابراین است. A روی مشتق یک D که می شود مشاهده به سادگی

[D(a), ak] = D(a)ak = [d(a) + b۰a, a
k] ∈ Z(A).

□ است. داخلی مشتق یک d بنابراین .D = ۰ می شود نتیجه ،۱ .۴ قضیه از استفاده با اکنون

آن گاه باشد، داشته راست همانی یک A اگر .k ∈ N و باشد A روی تعمیم یافته مشتق یک (δ, d) فرض کنیم .۶ .۴ قضیه
معادل ا ند. زیر شرایط

است. k‑جابجایی ،δ (الف)
است. k‑مرکزی ،δ (ب)
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است. راست ضربگر یک δ (ج)
.δ = ρb که دارد وجود به گونه ای b ∈ A (د)

است. بدیهی (ب). ⇐= (الف) اثبات.
برقرار زیر رابطه ی ،[a, b] ∈ rann(A) ،a, b ∈ A هر برای که حقیقت این به توجه با و استقرا به کمک (الف). ⇐= (الف)

است
[δ(a), ak] ∈ Z(A) ∩ rann(A).

همانی یک e فرض کنیم (ج). ⇐= (الف) است. k‑جابجایی ،δ نتیجه در .[δ(a), ak] = ۰ ،a ∈ A هر برای بنابراین
داریم ،(e+ c)i = e+ c ،i ∈ N هر برای اینکه به توجه با .c ∈ rann(A) همچنین و باشد A برای راست

δ(e+ c) = δ(e+ c)(e+ c)k = (e+ c)kδ(e+ c)

= δ((e+ c)k+۱)− d((e+ c)k)(e+ c)

= δ(e+ c)− d(e+ c).

به علاوه .d(c) = −d(e) این رو از

δ(e) = eδ(e) + d(e) = δ(e)e+ d(e) = δ(e) + d(e).

،a ∈ A هر برای بنابراین .d(a− ea) = ۰ ،a ∈ A هر برای می دهد نشان که ،d(c) = ۰ ترتیب این به .d(e) = ۰ بنابراین
داریم

d(a) = d(ea) = d(e)a+ ed(a) = ۰.

داریم ،a, b ∈ A هر برای این رو از
δ(ab) = aδ(b) + d(a)b = aδ(b),

است. راست ضربگر یک δ می دهد نتیجه این و
.δ = ρδ(e) که دید می توان به سادگی باشد. A برای راست همانی یک e و راست ضربگر یک δ فرض کنیم د). ⇐= ج)

داریم ،a ∈ A هر برای ،۳ .۴ لم از استفاده با (الف). ⇐= (د)

[δ(a), ak] = δ(a)ak − akδ(a)

= abak − akab

= ak+۱b− ak+۱b = ۰.

□ است. k‑جابجایی ،δ نتیجه در

رابطه ی ،a, b, c ∈ A هر برای هرگاه می دهیم، نشان T ⊥ S نماد با و نامیم متعامد را A به توی A از S و T نگاشت های
باشد برقرار زیر

T (a)cS(b) = S(b)cT (a) = ۰.

زیر عبارت های آن گاه باشد، داشته راست همانی A اگر باشد. A روی تعمیم یافته مشتق یک (δ, d) فرض کنیم .۷ .۴ قضیه
معادل ا ند.
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.[[δ(a), a], δ(a)] ∈ Z(A) ،a ∈ A هر برای (الف)
.d ⊥ δ (ب)

است. A از تعمیم یافته مشتق یک (δ۲, d۲) (ج)

زیر رابطه ی ،۳ .۴ لم طبق و فرض اساس بر این  صورت در باشد. دلخواه a ∈ A کنیم فرض (ب). ⇐= (الف) اثبات.
است برقرار

[[δ(a), a], δ(a)] = ۰.

قضیه بردن به کار با حال .δ(a) = aδ(e) + d(a) آن گاه باشد، A برای راست همانی یک e اگر که است واضح همچنین،
داریم ،۳ .۴ لم از استفاده با و ۷ .۳

(۳) [[δ(a), a], δ(a)] = d(a)a۲δ(e).

بنابراین
(۴) d(a)a۲δ(e) = ۰.

می آید به دست زیر رابطه ی این ترتیب به .a := e می دهیم قرار ،(۴) رابطه ی در

(۵) d(e)δ(e) = ۰.

داریم ،(۵) رابطه ی از استفاده با حال .a := a+ e می دهیم قرار ،(۴) رابطه ی در

(۶) d(a)δ(e) + ۲d(a)aδ(e) = ۰.

می آوریم به دست را زیر رابطه ی ترتیب این به و داده قرار را −a ،a به جای بالا، رابطه ی در

(۷) −d(a)δ(e) + ۲d(a)aδ(e) = ۰.

داریم ،a, b ∈ A هر برای لذا .d(a)δ(e) = ۰ که می گیریم نتیجه ،(۷) و (۶) رابطه های از

d(a)δ(b) = d(a)bδ(e) = d(a)δ(e)b = ۰.

داریم ،a, b, c ∈ A هر برای که می شود نتیجه ترتیب این به

(۸) d(a)cδ(b) = d(a)δ(b)c = ۰.

داریم ،a, b, c ∈ A هر برای ،d(A) ⊆ rann(A) اینکه به توجه با

(۹) δ(b)cd(a) = ۰.

است. برقرار (ب) گرفت نتیجه می توان ،(۹) و (۸) رابطه های بردن به کار با اکنون
،a, b ∈ A هر برای این  صورت در باشند. متعامد δ و d می کنیم فرض (ج). ⇐= (ب)

δ۲(ab) = δ(δ(ab)) = δ(aδ(b) + d(a)b)

= aδ۲(b) + ۲d(a)δ(b) + d۲(a)b

= aδ۲(b) + d۲(a)b.
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است. تعمیم یافته مشتق یک (δ۲, d۲) لذا
داریم ،a, b ∈ A هر برای این  صورت در باشد. A روی تعمیم یافته  مشتق یک (δ۲, d۲) کنیم فرض (الف). ⇐= (ج)

(۱۰) δ۲(ab) = aδ۲(b) + d۲(a)b.

همچنین

δ۲(ab) = δ(δ(ab)) = δ(aδ(b) + d(a)b)

= aδ۲(b) + d(a)δ(b) + d(a)δ(b) + d۲(a)b

= aδ۲(b) + ۲d(a)δ(b) + d۲(a)b.(۱۱)

،a, b ∈ A هر برای که می شود نتیجه ،(۱۱) و (۱۰) رابطه های مقایسه با

(۱۲) d(a)δ(b) = ۰.

می آوریم به دست را زیر رابطه ی ،a ∈ A هر برای و برده به کار را (۱۲) و (۳) رابطه های اکنون

[[δ(a), a], δ(a)] = d(a)a۲δ(e)

= d(a)δ(e)a۲ = ۰.

□ است. برقرار (الف) این رو از

مشتق دو هر ترکیب همچنین و است A روی راست ضربگر یک ،A جبر روی راست ضربگر دو ترکیب که است روشن
برقرار A روی تعمیم یافته مشتق های همه ی مورد در حقیقت این که می دهد نشان بعدی مثال بود. خواهد مشتق یک ،A روی

نیست.

،۱ .۳ مثال به بنا است. نامتناهی و گسسته  میانگین پذیر گروه یک G این صورت در .G = Z فرض کنیم .۸ .۴ مثال
آن در که (δ, d) که می شود مشاهده به آسانی است. e مانند راست، همانی یک با ناجابجایی باناخ جبر یک V N(G)∗

جبر می دانیم ،[۴ −۳ قضیه ،۹] از استفاده با حال است. V N(G)∗ روی تعمیم یافته مشتق یک ،δ = ρe + de و d = de

ترتیب این به .c 6= ۰ که دارد وجود c ∈ rad(V N(G)∗) = rann(V N(G)∗) نتیجه در نیست. نیم ساده V N(G)∗

می آید به دست زیر رابطه ها ی

(۱۳) δ۲(c) = ۴c, cδ۲(e) + d۲(c)e = ۲c.

از استفاده با آن گاه باشد، تعمیم یافته مشتق یک (δ۲, d۲) اگر واقع، در باشد. تعمیم یافته مشتق یک نمی تواند (δ۲, d۲) اما
است. تناقض یک این که c؛ = ۰ داریم ،(۱۳) رابطه ی
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۱۰۵ –۸۷ (۱۴۰۳) ۲ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، باناخ جبرهای از خاصی دسته روی تعمیم یافته مشتق های

نعمتی مهدی
ایران. اصفهان، اصفهان، صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

ⅿ.neⅿati@iut.aⅽ.ir

دانشگاه در محض ریاضی رشته در را خود كارشناسی مقطع وی است. سمیرم شهرستان در ۱۳۶۱ ماه تیرماه متولد نعمتی مهدی
است. گذرانده اصفهان صنعتی دانشگاه در محض ریاضی رشته در را خود دکترای و ارشد کارشناسی مقاطع و کاشان

اصفهانی ابراهیم زاده علی
ایران. اصفهان، اصفهان، صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

aⅼi.ebrahiⅿzaⅾeh@ⅿath.iut.aⅽ.ir

محض ریاضی رشته در را خود كارشناسی مقطع وی است. اصفهان شهر در ۱۳۶۹ ماه اردیبهشت متولد اصفهانی ابراهیم زاده علی
دانشگاه در محض ریاضی رشته در را دکترا مقطع و اصفهان دانشگاه در را ارشد کارشناسی مقطع اصفهان، نور پیام دانشگاه در

است. گذرانده اصفهان صنعتی

رنانی سلطانی سیما
ایران. اصفهان، اصفهان، صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

siⅿasoⅼtani@iut.aⅽ.ir

در را خود دکترای و ارشد کارشناسی كارشناسی، مقاطع وی است. اصفهان شهر در ۱۳۵۹ ماه شهریور متولد رنانی سلطانی سیما
است. گذرانده اصفهان صنعتی دانشگاه در محض ریاضی رشته

منجگانی محمود سید
ایران. اصفهان، اصفهان، صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

ⅿanjgani@iut.aⅽ.ir

محض ریاضی رشته در را خود كارشناسی مقطع وی است. بیرجند شهرستان در ۱۳۴۵ ماه شهریور متولد منجگانی محمود سید
محض ریاضی رشته در را خود دکترای مقطع و اصفهان صنعتی دانشگاه در را ارشد کارشناسی مقاطع مشهد، فردوسی دانشگاه در

است. گذرانده کانادا رجینا دانشگاه در
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