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ON 4-DIMENSIONAL EINSTEINIAN MANIFOLDS WITH PARALLEL NULL

DISTRIBUTION

MEHDI JAFARI

Abstract. In this paper, we investigate the Einsteinian manifolds with parallel null distribution. For

this purpose, we first obtain the equations, which are known as Einstein’s equations, that lead to finding

the mentioned manifolds and then, we reduce Einstein’s equations by using Lie symmetry method. In

this method, we first obtain the generators of the symmetry algebra and then calculate the differential

Invariants for each of the generators and calculate the group invariant solutions of this equation. We

also obtain the optimal system of the one-dimensional sub-algebras of these equations which helps us

to have a classification on group invariant solutions by using conjugate mapping.

1. Introduction

In the theory of general relativity, the volume of space-time matter can be described by the energy

tensor. The fact that the mass of matter in the universe can be considered as a complete fluid in

the standard cosmological model led to the hypothesis that it is possible to model the tendency field

with appropriate 4-dimensional Lorentzian metrics. This fact made the role of such metrics and the

manifolds resulting from it colorful in physics and especially in the theory of relativity [1].

In the meantime, 4-dimensional manifolds that have an null and parallel distribution play an es-

sential role. These manifolds are called Walker manifolds. According to the conditions that must be
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established on the metric of 4-dimensional Walker manifolds, a system of equations is created, which is

called Einstein’s equations [20]. So, solving the Einstein’s equations leads to finding the general metric

form of Walker manifolds. These manifolds play a significant role in modeling physical problems and

have been studied recently by many mathematicians and physicists [8]. It is worth mentioning that the

Walkers’ manifolds were first introduced by Walker and was investigated around the years 1950 to 1953

(he studied the manifolds that have a null parallel distribution). In honor of this great mathematician

and due to his findings on this field, these manifolds are called Walker manifolds [18, 19].

Einstein’s equations play an essential role in making cosmological models. These models express

the fact that matter determines the geometry of space-time and, opposite to the movement of matter,

it is defined by the space meter tensor [17]. Accordingly, the importance four-dimensional Einstein

Walker manifolds as background space for physical models and geometrical as well as solving Ein-

stein’s equations to obtain such manifolds are specified. One of the most important and practical

methods for analyzing and solving equations is the Lie symmetry method which was first introduced

by Marius Sophos Lie in the late 19th century [13]. This method is based on the integration of differ-

ential equations and it caused Lie to devote his efforts to the development of the theory of differential

equations based on the concept of Lie groups. The Lie groups have many applications in algebraic

topology, differential geometry, special functions, numerical analysis, control theory, mechanics classi-

cal and quantum relativity. It should be noted that differential equations are the main source of the

application of Lie groups in this strings. If we want to briefly talk about the symmetry group of a

system of differential equations, we can say that these groups include transformations that transform

the solutions of the system. From Lie’s point of view, symmetries are geometric transformations that

act on the space containing the independent and dependent variables of the system and also act on

the solutions of the system with the changes applied to their graph. One of Lie’s most important

discoveries in the field of differential equations is that he was able to show that the complex nonlinear

conditions governing a dynamic system can be locally converted into linear conditions by the infin-

itesimal derivatives of that system under the generators of its symmetry group, which is important

in physics. This led to the use of computers and many software in this field because working with

symmetric groups has calculations that follow an algorithmic process [4]. Having the symmetry group

of a system of differential equations has many advantages, for example, we can mention the classifi-

cation of the solutions of the system of differential equations. The basis of this classification is that

the solutions that are placed in a category can be converted to each other by some generators of the

symmetry group [16].

If we are involved with an ordinary differential equation system, the symmetry group helps us to get

the solution by one time integration by reducing the order of the equation to one, and in the case that
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the desired equation is of the first order, the general solution is also obtained. But unfortunately, this

is not the case for partial differential equations, that is, the general solution of such equations cannot

necessarily be obtained by having a group of symmetries. (Except in the case where the system can be

converted into a linear system.) In this situation, only some solutions are obtained, which fall under

some subgroups of the symmetry group. These solutions are known as group invariant solutions,

which are obtained from the solution of a system that contains a smaller number of independent

variables than the original system [5]. In recent years, several equations have been investigated using

this method and their group invariant solutions have been obtained. For example, the KdV equation

and its different modes, which is one of the important models in the theory of long waves in shallow

waters and other physical systems, have been studied in several sources, including [2, 11]. Also, exact

solutions of the BBM equation, which is one of the important equations in the modeling of gravity

waves with small amplitude, have also been obtained with this method [10, 12].

Our goal in this article is to analyze the symmetric group and obtain group-invariant solutions for

Einstein’s equations. In addition, we obtain a classification on these solutions based on the optimal

system of one-dimensional subalgebras of symmetric algebra. The division of this article is as follows:

In the second section, the prerequisites and preliminary definitions and some important results about

Riemannian pseudo-geometry and Einsteinian tunnels are stated. In the third section, Lie’s symmetry

method is stated and the symmetry group of Einstein’s equations is obtained. Also, a complete analysis

of this group and Lie algebras like it will be presented. In the fourth section, the optimal system of

the one-parameter subalgebras of the symmetric algebra of Einstein’s equations is presented, and then

the reduced equations are obtained using differential derivations. In the end, by solving the reduced

equations, the solutions of Einstein’s equations are obtained.

2. Main Results

We first prove that the infinitesimal generators of the symmetric Lie algebra of the Einstein’s

equations and its general form, the second order extension and the characteristic of vector field V are

as follows:

(2.1)

V1 = ∂x, V5 = b∂c + 2c∂a + t∂x,

V2 = ∂t, V6 = c∂c + 2b∂b + t∂t,

V3 = −c∂c +−2b∂b + x∂x, V7 = c∂c + b∂b + a∂a.

V4 = a∂c + 2c∂b + x∂t,

(2.2)
V = ξ1(x, t, a, b, c)∂x + ξ2(x, t, a, b, c)∂t+

ϕ1(x, t, a, b, c)∂a + ϕ2(x, t, a, b, c)∂b + ϕ3(x, t, a, b, c)∂c.
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V (2) = V + ϕx
1∂ax + ϕt

1∂at + ϕx
2∂bx + ϕt

2∂bt + ϕx
3∂cx + ϕt

3∂ct

+ϕxx
1 ∂axx + ϕxx

2 ∂bxx + ϕxx
3 ∂cxx + ϕxt

1 ∂axt + ϕxt
2 ∂bxt

+ϕxt
3 ∂cxt + ϕtt

1 ∂att + ϕtt
2 ∂btt + ϕtt

3 ∂ctt .

Q1 = ϕ1 − ξ1ax − ξ2at, Q2 = ϕ2 − ξ1bx − ξ2bt, Q3 = ϕ3 − ξ1cx − ξ2ct.

Then, by using the invariant theorem, we obtain the following irreducibility conditions:

(2.3)

V (2)[axx − btt] = 0, axx − btt = 0,

V (2)[cxx + bxy] = 0, cxx + bxy = 0,
...

V (2)[−bcxt + 2cbxt + abxx − cx
2 + btcx − bxct + axbx] = 0,

−bcxt + 2cbxt + abxx − cx
2 + btcx − bxct + axbx = 0.

Now, by replacing the extension coefficients in (2.3), we get the following determining system:

(2.4)

a3ξ1a = 0, b2ξ1b = 0, aξ2b = 0, b2ξ2b = 0, acϕ2a = 0, cbξ1b = 0, . . .

abc(−3ξ1t − ϕ3b) + 2c2a(−ξ2t + ξ1x) + ba2(ϕ2b − ϕ3c − ξ1x + ξ2t )+

ca2(−2ξ2x + ϕ2c) + ϕ1(ab− 2c2)− a2ϕ2 + 2caϕ3 + 4c3ξ1t = 0.

In the following theorem, by solving the above system of PDEs, the vector field coefficients (2.2) is

obtained.

Theorem 2.1. The Lie algebra corresponding to the symmetry group of the Einstein’s system of

equations is produced by the vector field 2.2, whose coefficients are the following functions:

(2.5)

ϕ1 = k7a+ 2k1c, ξ1 = k2 + k1t+ k3x,

ϕ2 = 2k6c + (k7 − 2k3 + 2k4)b, ξ2 = k5 + k4t+ k6x,

ϕ3 = k1b + k6a + (−k3 + k4 + k7)c,

where kis, i = 1, . . . , 7, are arbitrary constants. The one-parameter group related to the vector fields

2.1, which is denoted by gk(ε) for Vk, k = 1, . . . , 6, is defined as follows:

(2.6)

g1(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x+ ε, t, a, b, c), g2(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x, t+ ε, a, b, c),

g3(ε)(x, t, a, b, c) 7−→ (eεx, t, a, e−2εb, e−εc),

g4(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x, t+ εx, a, b+ 2εc+ ε2a, c+ εa),

g5(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x+ εt, t, a+ 2εc+ ε2b, b, c+ εb),

g6(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x, eεt, a, e2εb, eεc), g7(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x, t, eεa, eεb, eεc).
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3. Conclusions

As one of the most important equations in mathematics and physics, we analyzed the Einstein’s

equations, by using the Lie symmetry method. We first obtained the symmetric group of these

equations and the optimal system of one-parameter subalgebras. Then, using differential invariants,

we reduced the equations and obtained the group invariants solutions, which lead to the new solutions

of the Einstein’s equations and to the new Einsteinian Walker manifolds.
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جعفری مهدی

خمینه های یافتن به منجر که معادلاتی نخست می پردازیم. موازی پوچ توزیع با اینشتینی خمینه های بررسی به مقاله این در چکیده.
را معادلات این تقارنی لی روش از استفاده با سپس هستند. معروف اینشتین معادلات به که می آوریم، به دست را می شود مذکور
از کدام هر برای را دیفرانسیلی ناورداهای سپس و می آوریم به دست را تقارن جبر مولدهای ابتدا روش این در می دهیم. کاهش
بعدی یک زیرجبرهای بهینه دستگاه همچنین می کنیم. محاسبه را معادله این گروهی ناوردای جواب های و کرده محاسبه مولدها
با گروهی ناوردای جواب های روی طبقه بندی یک که می کند کمک ما به بهینه دستگاه این می آوریم، به دست نیز را معادلات این

باشیم. داشته مزدوجی نگاشت از استفاده

مقدمه .۱

می توان که واقعیت این نمود. توصیف انرژی اندازۀ تانسور به وسیله می توان را فضا‑زمان مادۀ حجم عام نسبیت نظریه در
شد فرضیه این ایجاد موجب گرفت نظر در استاندارد شناختی کیهان مدل در کامل سیال یک به عنوان را جهان مادۀ حجم
نقش شدن پررنگ باعث واقعیت این کرد. مدل مناسبی ۴‑بعدی لورنتزی مترهای با بتوان را گرایش میدان دارد امکان که

.[۱] گردید نسبیت نظریه به ویژه و فیزیک در آن از حاصل خمینه های و مترها این گونه
خمینه های را، خمینه ها این می کند. ایفا اساسی نقش هستند موازی و پوچ توزیع دارای که ۴‑بعدی خمینه های میان این در
به وجود معادلاتی دستگاه باشد، برقرار باید ۴‑بعدی واکری خمینه های متریک روی که شرایطی به توجه با می نامند. واکری
خمینه های متریک کلی فرم یافتن به منجر اینشتین معادلات حل بنابراین .[۲۰] می شود گفته اینشتین معادلات آن به که می آید
امر این دارد. فراوانی نقش فیزیکی مسائل کردن مدل در خمینه ها این شد بیان که همان گونه که می شود اینشتینی واکری
و ریاضیدانان از بسیاری مطالعۀ مورد بعدی) چهار واکری خمینه های (به ویژه واکری خمینه های اخیر سال های در شده باعث
۱۹۵۳ الی ۱۹۵۰ سال های حدود در واکر توسط اولین بار واکری خمینه های که است ذکر به لازم .[۸] گیرند قرار فیزیکدانان
به هستند. موازی پوچ توزیع یک دارای که داد قرار بررسی مورد را خمینه هایی خود مطالعات در او گرفت، قرار بررسی مورد
را خمینه ها این خمینه ها، این مختصات کردن مشخص جمله از زمینه این در او فراوان یافته های و بزرگ ریاضیدان این افتخار
مدل ها این دارد. اساسی نقش شناختى۱ کیهان مدل های ساختن در اینشتین معادلات .[۱۹ ،۱۸] می نامند واکری خمینه های

گروهی. ناوردای تقارنی لی،جواب های گروه موازی، پوچ توزیع اینشتینی، خمینه کليدي: کلمات و عبارات
پوریای ولی محمدرضا رابط: دبیرتخصصی

پژوهشی مقاله: نوع
۱۴۰۲/۰۸/۱۳ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۲/۰۷/۲۲ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۰۴/۱۰ دریافت: تاریخ

.۷۹ –۵۵ (۱۴۰۲) ۳ شماره ۸ جامعه، و ریاضی نشریه موازی، پوچ توزیع با ۴‑بعدی اینشتینی خمینه های مطالعه جعفری، م. مقاله: به ارجاع
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فضا متر تانسورِ توسط ماده، حرکت برعکس و است فضا‑زمان هندسه کنندۀ مشخص ماده، که هستند مطلب این کننده بیان
مدل های برای زمینه فضای به عنوان بعدی، چهار اینشتینی واکری خمینه های اهمیت اساس این بر .[۱۷] می شود مشخص
یکی می گردد. مشخص خمینه هایی، چنین آوردن به دست برای اینشتین معادلات حل اهمیت همچنین و هندسی، و فیزیکی
ماریوس توسط اولین بار روش این است. لی تقارنی روش آنها حل و معادلات تحلیل برای کاربردی و مهم بسیار روش های از
باعث است، دیفرانسیل معادلات از انتگرال گیری بر مبتنی که روش این .[۱۳] گردید معرفی نوزدهم قرن اواخر در لی سوفوس
بر علاوه گروه ها این زیرا کند. لی گروه های مفهوم اساس بر دیفرانسیل معادلات نظریۀ گسترش صرف را خود تلاش لی تا شد
شاخه  هایی می شوند. گرفته کار به نیز پایه علوم سایر و مهندسی فیزیک، در دارند کاربردی و محض ریاضیات در که کاربردهایی
مکانیک کنترل، نظریۀ عددی، آنالیز خاص، توابع انشعاب، نظریۀ ناورداها، نظریۀ دیفرانسیل، هندسۀ جبری، توپولوژی چون
دیفرانسیل معادلات که است ذکر به لازم و هستند مرتبط آن کاربردهای و لی گروه های با ،... و نسبیت کوانتوم، و کلاسیک

است. رشته ها این در لی گروه های کاربرد اصلی منبع
این که گفت می توان کنیم، صحبت دیفرانسیل معادلات دستگاه یک تقارن گروه مورد در اجمالی به طور باشیم خواسته اگر
هستند هندسی تبدیلاتی تقارن ها لی، دیدگاه از می کنند. تبدیل هم به را دستگاه جواب های که هستند تبدیلاتی شامل گروه ها
گراف روی که تغییراتی با نیز دستگاه جواب های روی و کرده عمل دستگاه وابستۀ و مستقل متغیرهای شامل فضای روی که
نشان توانست وی که است آن دیفرانسیل معادلات زمینۀ در لی اکتشافات مهمترین از یکی می کنند. عمل کرده، اعمال آنها
دستگاه آن کوچک بینهایت ناورداهای به وسیلۀ را دینامیکی دستگاه یک بر حاکم پیچیدۀ خطی غیر شرایط می توان که دهد
از استفاده به منجر امر این دارد. زیادی اهمیت فیزیک در که کرد مبدل خطی شرایطی به موضعاً تقارنش گروه مولدهای تحت
الگوریتمی روندی از که است محاسباتی دارای تقارنی گروه های با کار زیرا گشت، زمینه این در بسیاری افزارهای نرم و کامپیوتر

.[۴] می کند پیروی
طبقه بندی به می توان مثال به عنوان که دارد فراوانی مزیت های دیفرانسیل معادلات دستگاه یک تقارن گروه داشتن
قرار دسته یک در که جواب هایی که است طریق این به رده بندی این اساس کرد. اشاره دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب های

.[۱۶] باشند هم به تبدیل قابل تقارن گروه مولدهای از برخی به وسیلۀ می گیرند،
به معادله مرتبۀ کاهش با تا می کند کمک ما به تقارنی گروه باشیم، درگیر معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک با اگر
به دست نیز عمومی جواب باشد اول مرتبۀ نظر مورد معادلۀ حالتی که در و آوریم به دست انتگرال گیری یک بار با را جواب یک،
معادلاتی چنین عمومی جواب یعنی نیست، برقرار جزئی دیفرانسیل معادلات مورد در چیزی چنین متأسفانه اما آمد. خواهد
در باشد.) خطی دستگاه یک به تبدیل قابل دستگاه حالتی که در (مگر آورد. به دست تقارن ها گروه داشتن با لزوماً نمی توان را
به جواب ها این هستند. ناوردا تقارن گروه زیرگروه های از بعضی تحت که می آیند به دست جواب ها از برخی تنها شرایط این
است اصلی به دستگاه نسبت کمتری مستقل متغیر تعداد شامل که دستگاهی حل از که مشهورند گروهی ناوردای جواب های

.[۵] می آیند به دست
آن گروهی ناوردای جواب های و گرفته قرار بررسی مورد روش این از استفاده با متعددی معادلات اخیر، سال های در
در بلند امواج تئوری در مهم مدل های از یکی که آن مختلف حالت های و KⅾV معادله مثال، به عنوان است. آمده به دست
جواب های همچنین است. شده مطالعه [۱۱ ،۲] جمله از متعددی منابع در است فیزیکی سیستم های سایر و کم عمق آب های
به دست روش این با نیز است کوچک دامنه با گرانشی امواج مدل سازی در مهم معادلات از یکی که BBⅯ معادله از دقیقی

.[۱۲ ،۱۰] است آمده
علاوه است. اینشتین معادلات برای گروهی ناوردای جواب های آوردن به دست و تقارنی گروه تحلیل مقاله این در ما هدف
بخش می آوریم. به دست تقارنی جبر بعدی یک زیرجبرهای بهینه دستگاه اساس بر جواب ها این روی طبقه بندی یک این، بر
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۷۹ –۵۵ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، جعفری م.

هندسه مورد در مهم نتایج از برخی و مقدماتی تعاریف و پیش نیازها ،۲ بخش در است: شده تنظیم زیر به صورت مقاله این بندی
اینشتین معادلات تقارنی گروه و می شود بیان تقارنی لی روش ،۳ بخش در می گردد. بیان اینشتینی خمینه های و شبه ریمانی
زیرجبرهای بهینه دستگاه ،۴ بخش در شد. خواهد ارایه آن نظیر جبر لی و گروه این از کاملی تحلیل همچنین می آید. به دست
کاهش یافته معادلات دیفرانسیلی ناورداهای از استفاده با سپس و می شود ارایه اینشتین معادلات جبر تقارنی یک‑پارامتری

می آید. به دست اینشتین معادلات گروهی ناوردای جواب های کاهش یافته معادلات حل با پایان در می شود. حاصل

ابتدایی تعاریف و پیش نیازها .۲

مطرح برداری فضاهای روی جبری به صورت مباحث ابتدا اوقات گاهی شبه ریمانی، هندسۀ به مربوط مباحث مطالعۀ برای
برای را آمده به دست نتایج است، برداری فضای یک نقطه هر در خمینه ها مماس فضای اینکه به توجه با سپس و می شوند
این پذیری تحقق سپس و شود ارائه جبری به صورت مباحث ابتدا بخش این در شده سعی بنابراین می دهند. تعمیم خمینه ها

شود. ارائه خمینه ها برای مباحث
داریم. را زیر تعاریف این صورت در باشد. آن برای پایه یک {ei} و m‑بعدی حقیقی برداری فضای یک V کنیم فرض

،〈v, v〉 > ۰ گاه هر گوییم فضا گونه۲ را v بردار باشد. V روی ناتبهگون داخلی ضرب یک 〈·, ·〉 کنیم فرض .۱ .۲ تعریف
زمان گونه (به ترتیب فضا گونه را V از W فضای زیر .〈v, v〉 = ۰ هرگاه گوییم پوچ۴ و 〈v, v〉 < ۰ گاه هر گوییم زمان گونه۳
برداری فضای (V, 〈·, ·〉) دوتایی به باشد. بدیهی) و منفی معین (به ترتیب معین مثبت W روی 〈·, ·〉 گاه هر گوییم پوچ) و

گوییم. داخلی ضرب

می شود: تعریف زیر به صورت (+) گونه فضا و (−) گونه زمان یکۀ بردارهای شامل کره های شبه .۲ .۲ تعریف

(۱) S± = S±(V, 〈·, ·〉) := {v ∈ V : 〈v, v〉 = ±۱}

به طوری که کرد اختیار V برای ei مانند پایه یک می توان

(۲) 〈ei, ej〉 =

۰ i 6= j

±۱ i = j

را εi = −۱ که iای اندیس های تعداد این صورت در εi := 〈ei, ei〉 کنیم فرض می نامند. یکه متعامد پایۀ را پایه ای چنین
مفروضات، این با .εi = +۱ که است اندیس هایی تعداد q پس می دهیم، نشان q با را dimV − p یعنی آن مکمل و p با

است. یکه متعامد پایۀ انتخاب از مستقل q و p که است ذکر به لازم می نامیم. (p, q) علامت از را داخلی ضرب

می نامیم جبری خمیدگی تانسور یک را (V, 〈·, ·〉) داخلی ضرب برداری فضای روی (۰, ۴) نوع از A تانسور .۳ .۲ تعریف
کند. صدق زیر شرایط در گاه هر

(۳)
A(p, q, r, s) = −A(q, p, r, s),

A(p, q, r, s) = A(r, s, p, q),

A(p, q, r, s) +A(q, r, p, s) +A(r, p, q, s) = ۰.

گوییم. خمیدگی۵ مدل یک را M := (V, 〈·, ·〉, A) این حالت در

2like space 3like time 4null 5model curvature
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۷۹ –۵۵ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه موازی، پوچ توزیع با ۴‑بعدی اینشتینی خمینه های مطالعه

می کنیم تعریف زیر به صورت را پادمتقارن خمیدگی عملگر باشد، خمیدگی مدل یک M := (V, 〈·, ·〉, A) اگر .۴ .۲ تعریف
می دهیم: نشان A = AM با و

(۴) 〈A(p, q)r, s〉 = A(p, q, r, s)

می دهیم: نشان ρ با و می کنیم تعریف زیر به صورت را است) متقارن ۲‑تانسور یک (که ریچی تانسور همچنین

(۵) ρ(p, q) := Tr{r −→ A(r, p)q}

کرد: تعریف می دهیم نشان ρ با باز که را ریچی عملگر می توان تانسور این از استفاده با

(۶) 〈ρx, y〉 = ρ(x, y).

.ρ = c〈·, ·〉 به طوری که باشد داشته وجود c ثابت عدد اگر است اینشتینی M گوییم .۵ .۲ تعریف

عملگر از است عبارت M خمینه  روی هموستار یک .۶ .۲ تعریف

(۷) D : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

می کند: صدق لایب نیتز) (شرط زیر شرط در و است R‑خطی ،Y به نسبت و C∞(M)‑خطی ،X به نسبت DXY که

(۸) DX(fY ) = fDXY + (Xf)Y.

به صورت که آن، تاب تانسور هرگاه گوییم تاب آزاد را D هموستار .۷ .۲ تعریف

(۹) τ(X,Y ) := DXY −DY X − [X,Y ]

باشد. صفر برابر Y و X هر ازای به می شود تعریف

شرط در Z و Y ،X برداری میدان های ازای به هرگاه گوییم 〈·, ·〉 با سازگار۶ را D هموستار .۸ .۲ تعریف

(۱۰) DX〈Y, Z〉 = 〈DXY, Z〉+ 〈Y,DXZ〉,

می دهیم. نشان ∇ با و نامیم لوی‑چویتا هموستار را باشد سازگار و تاب آزاد که هموستاری کند. صدق

نگاشت از است عبارت خمیدگی عملگر .۹ .۲ تعریف

(۱۱) R = RD : χ(M)× χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

می شود بیان زیر فرم به و است (۱, ۳) نوع از تانسوری میدان یک که

(۱۲) R(X,Y )Z := (DXDY −DY DX −D[X,Y ])Z.

داراست. نیز را زیر خواص هستند تاب آزاد که هموستارهایی در خمیدگی عملگر که دید می توان

(۱۳)
R(X,Y ) = −R(Y,X),

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = ۰.

گوییم. یافته تعمیم خمیدگی عملگر آن به باشد، فوق خواص دارای A کنیم فرض جبری حالت در اگر

6compatible
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۷۹ –۵۵ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، جعفری م.

همچنین و آن از p نقطۀ و M خمینه  گاه هر گوییم پذیر۷ تحقق هندسی به طور را A جبری خمیدگی عملگر .۱۰ .۲ تعریف
.ϕ∗A = Rp به طوری که باشد داشته وجود ϕ : ⊗۳

۱ TpM −→ ⊗۳
۱ V ایزومورفیسم

جبری به صورت که تعاریفی حال .[۹] است پذیر تحقق هندسی به طور یافته تعمیم خمیدگی عملگر هر که داد نشان می توان
می شود: تعریف زیر به صورت ریچی تانسور مثلا کرد. بیان هندسی به طور می توان را شد بیان بخش ابتدای در

(۱۴) ρD = ρ(X,Y ) := Tr{Z −→ RD(Z,X)Y }.

یک M گوییم باشد. TM روی متقارن و ناتبهگون هموار دو‑خطی فرم یک g و بعدی m خمینه  یک M کنیم فرض
M ،( p = q و p = ۱ (به ترتیب p = ۰ حالتی که در باشد. (p, q) علامت از g اگر است، (p, q) علامت از شبه ریمانی خمینه 
باشد، (p, q) علامت از شبه ریمانی خمینه  یک M کنیم فرض می شود. نامیده خنثی) علامت از و لورنتزی (به ترتیب ریمانی
زیر این هستند، هموار کلاف های زیر V۲ و V۱ آن در که می گیریم نظر در مماس کلاف برای را TM = V۱ ⊕ V۲ جداسازی
هر است موازی توزیع V۱ گوییم باشد، V۱ توی به TM از تصویر نگاشت π۱ کنیم فرض همچنین می نامند. توزیع را کلاف ها
میدان یک X۱ اگر اینکه یعنی معادل به طور .∇X(π۱(Y )) = π۱(∇XY ) باشیم داشته X,Y ∈ χ(M) هر ازای به گاه
فرض می توان باشد، ریمانی M حالتی که در .∇V۱ ⊂ V۱ یعنی خلاصه به طور باشد، V۱ در نیز ∇X۱ باشد، V۱ در برداری
V۱ ∩ V۲ ندارد لزومی ریمانی شبه حالت در اما است. موازی نیز V۲ این حالت در و است V۱ متعامد مکمل V۲ = V ⊥

۱ کرد
است موازی پوچ توزیع یک V۱ گوییم ندارد. موازی مکمل توزیع هیچ اما باشد موازی V۱ که وجود مثال هایی و باشد بدیهی
ناتبهگون حالت در توزیع بعد که است این ذکر قابل نکتۀ باشد. صفر با متحد V۱ روی متر تحدید و بوده موازی V۱ گاه هر

.[۳ ،۶] است p یعنی منفی اندیس اندازۀ به حداکثر

می نامیم. واکری خمینه های را هستند موازی پوچ توزیع دارای که خمینه هایی .۱۱ .۲ تعریف

ماتریس توسط دارد D مانند r‑بعدی پوچ موازی توزیع یک که M m‑بعدی شبه ریمانی خمینه  متعارفی فرم .۱۲ .۲ قضیه

(gij) =


۰ ۰ Idr

۰ A H

Idr Ht B


مرتبۀ از H ماتریس و r × r و (m − ۲r) × (m − ۲r) به ترتیب بعدهای از متقارن ماتریس های B و A که می شود داده
D و است (x۱, . . . , xr) مختصات از مستقل H و A ماتریس های و است H ترانهادۀ Ht همچنین است. (m− ۲r)× r

.[۱۸] می شود تولید {∂x۱ , . . . , ∂xr} مختصاتی برداری میدان های توسط

ماتریس توسط است، D n‑بعدی پوچ موازی توزیع یک دارای که M ۲n‑بعدی شبه ریمانی خمینه  کانونیکِ فرم .۱۳ .۲ قضیه
می شود مشخص زیر

(gij) =

(
۰ Idn

Idn B

)
,

.[۱۸] هستند (x۱, . . . , x۲n) مختصات از توابعی درایه هایش و متقارن ماتریسی Bn×n آن در که

7realizable
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۷۹ –۵۵ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه موازی، پوچ توزیع با ۴‑بعدی اینشتینی خمینه های مطالعه

پس است. بعدی دو توزیع با بعدی چهار واکر خمینه  یک M خمینه  بنابراین ،n = ۲ کنیم فرض خاص، حالت به عنوان
به صورت آن ماتریس فوق، قضیۀ بنابر

(۱۵) (ga,b,c)ij =


۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ a c
۰ ۱ c b

 ,

متغیرهای جای به اندیس به کارگیری از پرهیز برای هستند. (x۱, x۲, x۳, x۴) برحسب توابعی c و b ،a آن در که است
می کنیم. استفاده (x, t, y, z) از (x۱, x۲, x۳, x۴)

می دهیم قرار باشند. O روی هموار توابع a, b, c ∈ C∞(O) و باشد R۴ در باز مجموعۀ یک O کنیم فرض

Ma,b,c := (O, ga,b,c)

آن در که

(۱۶)
ga,b,c := a(x, t, y, z)dy ◦ dy + ۲(dx ◦ dy + dt ◦ dz)

+۲c(x, t, y, z)dy ◦ dz + b(x, t, y, z)dz ◦ dz.

است، ۲‑بعدی موازی پوچ توزیع یک به مجهز که ۴‑بعدی واکری خمینه هر که گرفت نتیجه می توان فوق قضیۀ کمک به
است. (۱۶) فرم به آن متریک که دارد (x, t, y, z) مانند موضعی مختصات

این گونه خواص مورد در را مهمی نتایج می توان بعدی، چهار واکر خمینه های متریک نمایش این صورتِ به توجه با حال
ریچی تانسور و خمیدگی همچنین ژئودزیک ها کلی فرم خمیدگی، تانسور کریستوفل، علائم می توان مثلا آورد. به دست خمینه ها

داریم. را زیر مهم قضیۀ نمونه، برای .[۷ ،۶] آورد به دست آنها برای را

کنند صدق زیر معادلات دستگاه در c و b ،a توابع اگر تنها و اگر است اینشتینی Ma,b,c خمینه  .۱۴ .۲ قضیه

(۱۷)

c۲۲ + a۱۲ = ۰, b۲۲ − a۱۱ = ۰, c۱۱ + b۱۲ = ۰,

۲c۲۳ − ac۱۲ − ۲a۲۴ + ba۲۲ + ۲ca۱۲ − c۲
۲ − a۲c۱ + a۲b۲ + a۱c۲ = ۰,

c۲۴ − bc۲۲ − bc۲۲ − cc۱۲x− ac۱۱ − b۲۳ − a۱۴ + ca۱۱ − c۱c۲ + a۲b۱ = ۰,

۲c۱۴ − bc۱۲ − ۲b۱۳ + ۲cb۱۲ + ab۱۱ − c۱
۲ + b۲c۱ − b۱c۲ + a۱b۱ = ۰.

:[۷] می آید به دست زیر به صورت تانسور این صفر مخالف ضرایب ،ga,b,c متر طریق از ریچی تانسور محاسبۀ با اثبات.

(۱۸)

ρ۱۳ = ۱
۲(c۱۲ + a۱۱), ρ۱۴ = ۱

۲(c۱۱ + b۱۲), ρ۲۳ = ۱
۲(c۲۲ + a۱۲),

ρ۲۴ = ۱
۲(c۱۲ + b۲۲),

ρ۳۳ = ۱
۲(−۲a۲۴ + ۲c۲۳ + ba۲۲ + ۲ca۱۲ + aa۱۱ − a۲c۱ + a۲b۲ + a۱c۲ − c۲

۲),

ρ۳۴ = ۱
۲(−c۲۴ + bc۲۲ − c۱۳ + ۲cc۱۲ + ac۱۱ + b۲۳ + a۱۴ + c۱c۲ − a۲b۱),

ρ۴۴ = ۱
۲(۲c۱۴ + bb۲۲ − ۲b۱۳ + ۲cb۱۲ + ab۱۱ + b۲c۱ − b۱c۲ + a۱b۱ − c۲

۱).

در نظیر مولفه های در r مانند ثابت عدد یک حاصلضرب با برابر باید ضرایب این اینشتینی، خمینه  تعریف به توجه با حال
یعنی باشد. (۱۵) ماتریس

(۱۹)
ρ۲۴ = ۱, ρ۲۳ = ۰, ρ۱۴ = ۰ ρ۱۳ = ۱,

ρ۳۳ = a, ρ۳۴ = c, ρ۴۴ = b.
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۷۹ –۵۵ (۱۴۰۲) ۳ شماره ،۸ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، جعفری م.

تساوی ها طرفین از r محاسبات از بعد این صورت غیر در ،r = ۱ کرده ایم فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون آن در که
شد. حاصل قضیه اول شرط بنابراین و ،a۱۱ = b۱۱ پس ،ρ۱۳ = ρ۲۴ داریم (۱۹) چهارم و اول رابطۀ از می شود. حذف
با .۱

۲c۱۲ = ۱ − ۱
۲a۱۱ داریم (۱۹) اول رابطۀ از می شود. نتیجه (۱۹) سوم و دوم روابط از بی درنگ قضیه سوم و دوم شرط

،(۱۹) ششم رابطۀ در ۱
۲a۱۱ = ۱ − ۱

۲c۱۲ جایگذاری با می آید. به دست قضیه چهارم شرط ،(۱۹) پنجم رابطۀ در جایگذاری
رابطۀ در جایگذاری با سرانجام .۱

۲c۱۲ = ۱ − ۱
۲b۲۲ داریم (۱۹) چهارم رابطۀ از همچنین می آید. به دست قضیه پنجم شرط

□ می آید. به دست قضیه ششم شرط ،(۱۹) هفتم

غیر امری موجود روش های با می شود، نامیده اینشتین معادلات دستگاه که ،(۱۷) جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه حل
خاصی حالت های برای محدودی جواب های و شده انجام دستگاه این روی بسیاری مطالعات اخیر سال های در است. ممکن
تقارنی گروه کمک به را فوق دستگاه داریم قصد مقاله این در شد بیان مقدمه در که همان طور است. آمده به دست معادله این از

شد. خواهد داده توضیح بعدی بخش در تقارنی لی روش آوریم. به دست را آن جواب های سپس و دهیم کاهش

اینشتین معادلات تقارنی گروه .۳

معادلات تقارنی گروه سپس و می کنیم بیان را دیفرانسیل معادله دستگاه یک تقارنی گروه محاسبه طریقه ابتدا بخش این در
وابسته متغیر q و مستقل متغیر p با n مرتبه جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله m دستگاه یک می آوریم. به دست را اینشتین

می شود: داده نشان زیر به صورت

(۲۰) ∆ν(x, u
(n)) = ۰, ν = ۱, . . . ,m,

توابع است. x به نسبت u nام مرتبه مشتق u(n) و u = (u۱, . . . , uq) و x = (x۱, . . . , xp) آن در که

∆(x, u(n)) = (∆۱(x, u
(n)), . . . ,∆m(x, u(n))),

فضای که است ذکر به لازم کرد. تعریف ∆ : Jn → Rm هموار تابع یک به صورت می توان را ∆ بنابراین هموارند، همگی
مستقل متغیرهای به نسبت وابسته متغیرهای مشتقات و وابسته و مستقل متغیرهای همه شامل فضای ،Jn ،n مرتبه جت
اقلیدسی فضای باشند، U = Rq و X = Rp روی مختصات دستگاه های به ترتیب u و x کنیم فرض است. n مرتبه تا
یک روی که باشد تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض می نامیم. ∆ = ۰ دستگاه برای کامل فضای را E = X ×U ' Rp+q

می توان بنابراین باشد. G گروه از تبدیل یک g کنیم فرض همچنین می کند، عمل O مانند E کامل فضای از باز زیرمجموعۀ
می کنیم تعریف زیر فرم به را O روی g nام مرتبه امتداد حال گرفت. نظر در g : O → O به صورت تابع یک به عنوان را g

g(n) : Jn(O) → Jn(O),

برداری میدان یک V اگر حال .g(n) · (x۰, u
(n)
۰ ) = (x̄۰, ū

(n)
۰ ) داریم (x۰, u

(n)
۰ ) ∈ Jn(O) دلخواه نقطه ازای به آن در که

کوچک بی نهایت مولد آن به و می دهیم نشان V (n) با را V nام مرتبه امتداد باشد، exp(εV ) پارامتری یک گروه با O روی
واقع در می گوییم. (exp(εV ))(n) پارامتری یک گروه

(۲۱) V (n)
∣∣∣
(x,u(n))

=
d

dε

∣∣∣
ε=۰

(exp(εV ))(n)(x, u(n)), (x, u(n)) ∈ J(n)(O).
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تعریف زیر شکل به که دستگاه، ژاکوبین ماتریس هرگاه گوییم بیشینه رتبه از را (۲۰) دیفرانسیل معادلات دستگاه .۱ .۳ تعریف
باشد: m رتبه از می شود،

(۲۲) J∆(x, u(n)) =
(∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
m×(p+qp(n))

.

باشد بیشینه رتبۀ از دیفرانسیل معادلات دستگاه یک ∆ = ۰ کنیم فرض دیفرانسیل) معادلات ناوردایی (قضیه .۲ .۳ قضیه
عمل O روی که باشد تبدیلات از موضعی گروه G کنیم فرض همچنین است. شده تعریف E از O باز زیرمجموعۀ روی که
V (n)(∆) = ۰ اگر می پذیرد تقارن گروه یک به عنوان را G گروه ،∆ = ۰ آنگاه باشد. آن کوچک بینهایت مولد یک V و کرده

.[۱۵] ∆ = ۰ که جا هر

تحت را دیفرانسیل معادلات دستگاه یک ناوردایی و تقارن گروه های بین ارتباط نحوۀ دیفرانسیل معادلات ناوردایی قضیۀ
میدان یک امتداد محاسبه برای صریح روشی باید ،(۲ .۳) قضیه از استفاده برای می کند. بیان کوچک بی نهایت مولدهای

آوریم. به دست برداری

کنیم فرض .۳ .۳ تعریف

(۲۳) V =

p∑
i=۱

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=۱

ϕα(x, u)
∂

∂uα
,

q‑تایی تابع از است عبارت (۲۳) برداری میدان مشخصه باشد. E مجموعه از O باز زیرمجموعه روی برداری میدان یک
می شوند: تعریف زیر فرم به آن در موجود عبارت های و است وابسته u اول مرتبه مشتق و x ،u به که Q(x, u(۱))

(۲۴) Qα(x, u
(۱)) = ϕα(x, u)−

p∑
i=۱

ξi(x, u)
∂uα

∂xi
, α = ۱, . . . , q.

xi برحسب F تابع کامل) (مشتق کلی مشتق باشد. Jn(O) روی هموار تابع یک F (x, u(n)) کنیم فرض .۴ .۳ تعریف
u = f(x) هموار تابع هر برای و می شود داده نشان DiF (x, u(n+۱)) با که Jn+۱(O) روی هموار تابع یک از است عبارت

می کند: صدق زیر رابطه در

(۲۵) DiF (x, f (n+۱)(x)) =
∂

∂xi
F (x, u(n)(x)).

V nام مرتبه امتداد باشد. آن مشخصه Q = (Q۱, . . . , Qq) و (۲۳) فرم به برداری میدان یک V کنیم فرض .۵ .۳ قضیه
از است عبارت

(۲۶) V (n) = V +

q∑
α=۱

∑
J

ϕα
J (x, u

(n))
∂

∂uαJ
,

می شوند: محاسبه زیر به صورت فوق فرمول در ϕα
J ضرایب و می شود تعریف Jn(O) روی که

(۲۷) ϕα
J (x, u

(n)) = DJQα +

p∑
i=۱

ξiuαJ,i,

.[۱۴] است ۱ ≤ k ≤ n و ۱ ≤ jk ≤ p شرایط با J = (j۱, . . . , jk) چندگانه اندیس J که
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کرد. خلاصه زیر به صورت را دیفرانسیل معادله یک تقارنی گروه یافتن روش می توان بالا تعاریف و توضیحات به توجه با
به عنوان (۲۳) فرم به مجهول ضرایب با برداری میدان یک معادله، وابسته و مستقل متغیرهای تعداد به توجه با ابتدا
میدان ضرایب این یافتن با چون می باشد. مجهول ضرایب کردن پیدا هدف می گیریم. نظر در تقارنی جبر کوچک بینهایت مولد
قضیه از باید مجهول ضرایب یافتن برای می آید. به دست نظر مورد تقارنی گروه نتیجه در و تقارن جبر لی مولد نتیجه در و برداری
به دست (۲۶) فرمول از را نظر مورد برداری میدان امتداد باید دیفرانسیل معادله مرتبه اندازه به بنابراین کنیم. استفاده ناوردایی
آمده به دست معادله در ضرایب دادن قرار متحد از دهیم. قرار صفر برابر را نتیجه و دهیم اثر معادله روی را حاصل سپس آوریم.
می آید. به دست برداری میدان مجهول ضرایب آن حل از که می آید به دست تعیین کننده دستگاه نام به معادلات از دستگاه یک
از می توان بنابراین می باشد. طولانی محاسبات نیازمند و پیچیده بسیار کننده تعیین دستگاه جواب های محاسبه موارد اکثر در

کرد. استفاده ... و متمتیکا میپل، مانند افزارهایی نرم
باشد. داشته بستگی t و x به فقط c و b ،a توابع که می دهیم قرار بررسی مورد را اینشتین معادلات از حالتی مقاله این در
گروه یک با متناظر لی جبر  که می کنیم فرض مقاله سرتاسر در همچنین است. شده استفاده میپل افزار نرم از محاسبات برای

است. شده تشکیل لی گروه آن راست پایای برداری میدان های تمام از لی

از: عبارتند اینشتین معادلات تقارنی جبرلی کوچک بی نهایت مولدهای .۶ .۳ قضیه

(۲۸)

V۱ = ∂x, V۵ = b∂c + ۲c∂a + t∂x,

V۲ = ∂t, V۶ = c∂c + ۲b∂b + t∂t,

V۳ = −c∂c +−۲b∂b + x∂x, V۷ = c∂c + b∂b + a∂a.

V۴ = a∂c + ۲c∂b + x∂t,

می باشد: زیر به صورت اینشتین معادلات تقارنی جبرلی کوچک بی نهایت مولدهای کلی فرم اثبات.

(۲۹)
V = ξ۱(x, t, a, b, c)∂x + ξ۲(x, t, a, b, c)∂t+

ϕ۱(x, t, a, b, c)∂a + ϕ۲(x, t, a, b, c)∂b + ϕ۳(x, t, a, b, c)∂c.

□

از: است عبارت برداری میدان این دوم مرتبه امتداد ،(۲۶) فرمول طبق

V (۲) = V + ϕx
۱∂ax + ϕt

۱∂at + ϕx
۲∂bx + ϕt

۲∂bt + ϕx
۳∂cx + ϕt

۳∂ct

+ϕxx
۱ ∂axx + ϕxx

۲ ∂bxx + ϕxx
۳ ∂cxx + ϕxt

۱ ∂axt + ϕxt
۲ ∂bxt

+ϕxt
۳ ∂cxt + ϕtt

۱ ∂att + ϕtt
۲ ∂btt + ϕtt

۳ ∂ctt .

است زیر به صورت برداری میدان این مشخصۀ همچنین

Q۱ = ϕ۱ − ξ۱ax − ξ۲at, Q۲ = ϕ۲ − ξ۱bx − ξ۲bt, Q۳ = ϕ۳ − ξ۱cx − ξ۲ct.
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کرد. محاسبه را امتداد ضرایب می توان (۲۷) از استفاده با حال

(۳۰)

ϕx
۱ = DxQ۱ + ξ۱axx + ξ۲axt, ϕx

۲ = DxQ۲ + ξ۱bxx + ξ۲bxt,

ϕx
۳ = DxQ۳ + ξ۱cxx + ξ۲cxt, ϕt

۱ = DtQ۱ + ξ۱axt + ξ۲att,

ϕt
۲ = DtQ۲ + ξ۱bxt + ξ۲btt, ϕt

۳ = DtQ۳ + ξ۱cxt + ξ۲ctt,

ϕxx
۱ = D۲

xQ۱ + ξ۱axxx + ξ۲axxt, ϕxx
۲ = D۲

xQ۲ + ξ۱bxxx + ξ۲bxxt,

ϕxx
۳ = D۲

xQ۳ + ξ۱cxxx + ξ۲cxxt, ϕtt
۱ = D۲

tQ۱ + ξ۱axtt + ξ۲attt,

ϕtt
۲ = D۲

tQ۲ + ξ۱bxtt + ξ۲bttt, ϕtt
۳ = D۲

tQ۳ + ξ۱cxtt + ξ۲cttt,

ϕxt
۱ = DxDtQ۱ + ξ۱axxt + ξ۲axtt, ϕxt

۲ = DxDtQ۲ + ξ۱bxxt + ξ۲bxtt,

ϕxt
۳ = DxDtQ۳ + ξ۱cxxt + ξ۲cxtt.

است. زیر به صورت ناوردایی شرط ناوردایی، قضیۀ از استفاده با

(۳۱)

V (۲)[axx − btt] = ۰, axx − btt = ۰,

V (۲)[cxx + bxy] = ۰, cxx + bxy = ۰,
...

V (۲)[−bcxt + ۲cbxt + abxx − cx
۲ + btcx − bxct + axbx] = ۰,

−bcxt + ۲cbxt + abxx − cx
۲ + btcx − bxct + axbx = ۰.

می آید. به دست زیر کنندۀ تعیین دستگاه ،(۳۱) در امتداد ضرایب جایگذاری از پس

(۳۲)

a۳ξ۱
a = ۰, b۲ξ۱

b = ۰, aξ۲
b = ۰, b۲ξ۲

b = ۰, acϕ۲a = ۰, cbξ۱
b = ۰, . . .

abc(−۳ξ۱
t − ϕ۳b) + ۲c۲a(−ξ۲

t + ξ۱
x) + ba۲(ϕ۲b − ϕ۳c − ξ۱

x + ξ۲
t )+

ca۲(−۲ξ۲
x + ϕ۲c) + ϕ۱(ab− ۲c۲)− a۲ϕ۲ + ۲caϕ۳ + ۴c۳ξ۱

t = ۰.

حل با است. شده نظر صرف آنها همۀ نوشتن از بنابراین می باشد، معادله ۴۱۰ برابر (۳۲) معادلات تعداد که است ذکر به لازم
کرد. بیان زیر به صورت می توان را فوق نتایج می آید. به دست (۲۹) برداری میدان ضرایب PDE دستگاه این

آن ضرایب که می شود تولید (۲۹) برداری میدان توسط اینشتین معادلات دستگاه تقارنی گروه با متناظر جبر لی .۷ .۳ نتیجه
توابع از عبارتند

(۳۳)
ϕ۱ = k۷a+ ۲k۱c, ξ۱ = k۲ + k۱t+ k۳x,

ϕ۲ = ۲k۶c + (k۷ − ۲k۳ + ۲k۴)b, ξ۲ = k۵ + k۴t+ k۶x,

ϕ۳ = k۱b + k۶a + (−k۳ + k۴ + k۷)c,

به دست (۲۸) فرم به اینشتین معادلات تقارنی جبرلی برای مولد ۷ بنابراین هستند. دلخواه ثابت اعداد ،i = ۱, . . . , ۷ kiها، و
جبرلی جابجاگر جدول نام به جدولی در را آنها و کرده محاسبه را تقارنی جبر برداری میدان های همۀ لی کروشۀ حال می آید.

می دهیم. نشان زیر به صورت لی) (جدول
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اینشتین معادلات جبرلی جابجاگر جدول .۱ جدول

Table 1: Lie algebra commutator table of Einstein’s equations

[ , ] V۱ V۲ V۳ V۴ V۵ V۶ V۷

V۱ ۰ ۰ V۱ V۲ ۰ ۰ ۰

V۲ ۰ ۰ ۰ ۰ V۱ V۲ ۰

V۳ −V۱ ۰ ۰ V۴ −V۵ ۰ ۰

V۴ −V۲ ۰ −V۴ ۰ V۳ − V۶ + ۲V۷ V۴ ۰

V۵ ۰ −V۱ V۵ −V۳ + V۶ − ۲V۷ ۰ −V۵ ۰

V۶ ۰ −V۲ ۰ −V۴ V۵ ۰ ۰

V۷ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

.[Vi, Vj ] = ViVj−VjVi از است عبارت jام ستون و iام سطر روی درایۀ ،i, j = ۱, . . . , ۷ ازای به که است ذکر به لازم
می دهیم، نشان k = ۱, . . . , ۶ ،Vk برای gk(ε) با که ،(۲۸) برداری میدان های به مربوط شار به عبارتی یا پارامتری یک گروه

می شود: تعریف زیر به صورت

(۳۴)

g۱(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x+ ε, t, a, b, c), g۲(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x, t+ ε, a, b, c),

g۳(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (eεx, t, a, e−۲εb, e−εc),

g۴(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x, t+ εx, a, b+ ۲εc+ ε۲a, c+ εa),

g۵(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x+ εt, t, a+ ۲εc+ ε۲b, b, c+ εb),

g۶(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x, eεt, a, e۲εb, eεc), g۷(ε) : (x, t, a, b, c) 7−→ (x, t, eεa, eεb, eεc).

گرفت. نتیجه را زیر قضیۀ می توان بالا در آمده به دست نتایج همچنین و تقارنی گروه تعریف به توجه با

باشد، اینشتین معادلات دستگاه از جواب یک a = f = f(x, t) و b = h = h(x, t) ،c = k = k(x, t) اگر .۸ .۳ قضیه
بود: خواهند معادله این جواب های نیز زیر توابع آنگاه

g۱(ε).k = k(x− ε, t), g۱(ε).h = h(x− ε, t), g۱(ε).f = f(x− ε, t)

g۲(ε).k = k(x, t− ε), g۲(ε).h = h(x, t− ε), g۲(ε).f = f(x, t− ε),

g۳(ε).k = k(e−εx, t)e−ε, g۳(ε).h = h(e−εx, t)e−۲ε, g۳(ε).f = f(e−εx, t),

g۴(ε).k = f(x, t− εx)ε+ k(x, t− εx), g۴(ε).h = f(x, t− εx)ε۲ + ۲εk(x, t− εx) + h(x, t− εx),

g۴(ε).f = f(x, t− εx),

g۵(ε).k = h(x− εt, t)ε+ k(x− εt, t), g۵(ε).h = h(x− εt, t),

g۵(ε).f = h(x− εt, t)ε۲ + ۲εk(x− εt, t) + f(x− εt, t).

g۶(ε).k = k(x, e−εt)eε, g۶(ε).h = h(x, e−εt)e۲ε, g۶(ε).f = f(x, e−εt),

g۷(ε).k = k(x, t)eε, g۷(ε).h = h(x, t)eε, g۷(ε).f = f(x, t)eε,

(۳۵)
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این است. آن از جواب یک تنها دانستن با دستگاه از مختلف جواب های آوردن به دست قضیه، این کاربردهای از یکی
می پذیرد. انجام جواب آن بر فوق توابع دلخواه ترکیب دادن اثر با کار

آورد. به دست زیر به صورت اینشتین معادلات دستگاه برای ساده جواب یک می توان دقت کمی با .۹ .۳ مثال

a = f(x, t) = r۲ + r۱x, c = k(x, t) = r۴ + r۳x, b = h(x, t) =
r۲

۳
r۱
x− r۲r

۲
۳

r۲
۱
ln(r۲ + r۱x).

،gi(ε).k توابع i = ۱, . . . , ۷ هر برای می شود نتیجه قبل قضیۀ از هستند. دلخواه ثابت اعداد r۱, r۲, r۳, r۴ ∈ R آن در که
مثلا هستند. معادله جواب های نیز gi(ε).f و gi(ε).h

g۵(ε).k = (
r۲

۳
r۱
(x− tε)− r۲r

۲
۳

r۲
۱
ln(r۲ + r۱(x− tε)))ε+ r۴ + r۳(x− tε)

g۵(ε).h =
r۲

۳
r۱
(x− tε)− r۲r

۲
۳

r۲
۱
ln(r۲ + r۱(x− εt))

g۵(ε).f = (
r۲

۳
r۱
(x− tε)− r۲r

۲
۳

r۲
۱
ln(r۲ + r۱(x− tε)))ε۲ + ۲(r۴ + r۳(x− tε))ε+ r۲ + r۱(x− tε)

پیچیدۀ جواب های و کرد استفاده نیز را gi(ε) توابع ترکیب های می توان است. اینشتین معادلات جواب های از مجموعه یک
آورد. به دست نیز را دیگری

اینشتین معادلات گروهی ناوردای جواب های و ‑بعدی یک زیرجبرهای بهینه دستگاه .۴

به دست را اینشتین معادلات بهینه دستگاه و می کنیم تعریف را تقارنی جبر یک زیرجبرهای بهینه دستگاه ابتدا بخش این در
به دست دیفرانسیلی ناورداهای از استفاده با را یافته کاهش معادلات بهینه، دستگاه مولدهای از یک هر برای سپس می آوریم.
زیرگروه هر به که دیدیم ۲ بخش در می آوریم. به دست هستند، گروهی ناوردای جواب های همان که را آنها جواب های و آورده
زیرگروه هایی چنین تعداد چون می شود. نظیر گروهی ناوردای جواب های از ای خانواده ،G تقارن گروه از H پارامتری یک
خاصی روش بخش این در نیست. امکان پذیر دستگاه یک برای گروهی ناوردای جواب های همۀ کردن فهرست است، بی نهایت
ناوردای جواب های برای بهینه۸ دستگاه مفهوم ایجاد به منجر که می دهیم قرار بررسی مورد را جواب هایی چنین طبقه بندی از
مورد معادلات دستگاه جواب های از یک هر به طوری که است g ∈ G تبدیلات از دسته آن یافتن اصلی هدف می شود. گروهی
بیان زیر به صورت که است نهفته جبری مسئله یک در طبقه بندی این اساس بگیرد. قرار تبدیلات این مدارهای از یکی در نظر،

می شود.
و باشد H‑ناوردا زیرمجموعۀ یک S ⊂ M اگر باشد. زیرگروه یک H ⊂ G و کند عمل M خمینه  روی G کنیم فرض
است ذکر به لازم است. gHg−۱ مزدوجی زیرگروه تحت ناوردا مجموعۀ یک g.S آنگاه باشد، شده تعریف S کل روی g ∈ G

همین بگیریم، نظر در هم را بالاتر بعد با لی زیرگروه های اگر و نیست پارامتری یک زیرگروه های مخصوص فقط نتیجه این که
بعد که است G لی گروه از لی زیرگروه همان s‑پارامتری زیرگروه از ما منظور مقاله ادامه در بنابراین می شود. حاصل نتیجه
ناوردای مجموعۀ جای به دستگاه جواب گراف جایگذاری و مطلب این به استناد با می باشد. s با برابر زیرخمینه به عنوان آن

گرفت. نتیجه را زیر گزاره می توان مسئله،

s−پارامتری زیرگروه یک H و باشد ∆ = ۰ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای تقارن گروه یک G کنیم فرض .۱ .۴ گزاره
یک ū = f̄(x) = g · f(x) تابع آنگاه باشد G گروه از تبدیلی g ∈ G و ∆ برای H−ناوردا جواب یک u = f(x) اگر آن.

است. g با متناظر H مزدوج زیرگروه H̄ = gHg−۱ آن در که است، دستگاه H̄−ناوردای جواب

8system optimal
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زیرگروه های طبقه بندی مسئلۀ با مستقیم ارتباط گروهی، ناوردای جواب های طبقه بندی مسئلۀ که گفت می توان بنابراین
دارد. مزدوج گیری عمل تحت G تقارنی گروه

می دهیم نشان Kg : G → G با را g با متناظر مزدوج نگاشت .g ∈ G و باشد لی گروه یک G کنیم فرض .۲ .۴ تعریف
به صورت را h دلخواه نقطۀ در مزدوج نگاشت این مشتق می کنیم. تعریف h ∈ G هر برای Kg(h) = ghg−۱ ضابطۀ با و

شکل به G جبرلی روی خطی نگاشت یک مشتق این می کنیم، تعریف Kg∗h : ThG → TKghG

Ad g(V ) = Kg∗(V ), V ∈ g, (۳۶)

می گویند. الحاقی نمایش آن به که می کند تعریف

مزدوج زیرگروه مولد Ad g(V ) باشد، H = {exp(εV )|ε ∈ R} پارامتری یک زیرگروه مولد V اگر که دید می توان
می توان می شوند، مشخص خود پارامتری یک زیرگروه های با بالاتر مراتب زیرگروه های چون حال است. Kg(H) = gHg−۱

داد. تعمیم نیز بالاتر مراتب زیرگروه های به را فوق مطلب

در باشند. g جبرلی از h̄ و h زیرجبرهای با G لی گروه همبند s−پارامتری زیرگروه دو H̄ و H کنیم فرض .۳ .۴ گزاره
باشد. g از مزدوج زیرجبر یک ḡ = Ad g(h) اگر تنها و اگر است G مزدوج زیرگروه یک H̄ = gHg−۱ این صورت

اگر کرد. بازسازی را، آن نظیر جبرلی روی لی گروه یک الحاقی نمایش می توان کوچک بی نهایت مولدهای از استفاده با
الحاقی نمایش پارامتری یک گروه مولد به عنوان را Ad V آنگاه باشد، {exp(εV )|ε ∈ R} پارامتری یک زیرگروه مولد V

ad V (W ) ≡ d

dε

∣∣∣
ε=۰

Ad(exp(εV ))W, W ∈ g, (۳۷)

می شود نتیجه W بودن ناوردا راست از همچنین و (۳۷) و (۳۶) روابط به توجه با حال .g ' TeG می دانیم می گیریم. نظر در

Ad V (W ) = lim
ε→۰

۱
ε

[
K∗ exp(εV )(We)−We

]
= lim

ε→۰

۱
ε

[
exp∗(εV )(Wexp(−εV ))−We

]
.

بنابراین می باشد. V به نسبت W لی مشتق تعریف همان دوم حد که می یابیم در کنیم استفاده −ε از ε به جای اگر

Ad V (W ) = [W,V ] = −[V,W ].

شده تعریف مزدوج نگاشت از مشتق گیری با لی، گروه یک جبرلی الحاقی نمایش که است آن مبین شد ارائه بالا در که روشی
بینهایت مولدهای الحاقی عمل داشتن با یعنی است، برقرار هم روند این عکس که اینجاست جالب می شود. حاصل آن روی
معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه از انتگرال گیری با کار این آوریم. به دست را Ad(G) الحاقی نمایش می توانیم ،g کوچک

dW

dε
= Ad V (W ), W (۰) = W۰, (۳۸)

جواب دارای که

W (ε) = Ad(exp(εV ))W۰,
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اینشتین معادلات تقارنی جبر مولدهای الحاقی نمایش جدول .۲ جدول

Table 2: Adjoint representation table of symmetry algebra generators of Einstein’s equations

Ad V۱ V۲ V۳ V۴ V۵ V۶

V۱ V۱ V۲ V۳ − εV۱ V۴ − εV۲ V۵ V۶

V۲ V۱ V۲ V۳ V۴ V۵ − εV۱ V۶ − εV۲

V۳ eεV۱ V۲ V۳ e−εV۴ eεV۵ V۶

V۴ V۱ + εV۲ V۲ V۳ + εV۴ V۴ (∗∗) V۶ − εV۴

V۵ V۱ V۲ + εV۱ V۳ − εV۵ (∗) V۵ V۶ + εV۵

V۶ V۱ eεV۲ V۳ eεV۴ e−εV۵ V۶

لی سری محاسبۀ با ساده تر به طور یا و است

Ad(exp(εV ))W۰ =
∞∑
n=۰

εn

n!
(Ad(V ))n(W۰) (۳۹)

= W۰ − ε[V,W۰] +
ε۲

۲
[V, [V,W۰]]− · · · ,

.[۱۴] می شود انجام

بیان زیر مولدهای توسط اینشتین معادلات دستگاه تقارنی جبر زیرجبرهای برای پارامتری یک بهینۀ دستگاه .۴ .۴ قضیه
می شود:

۱) V۷, ۵) εV۲ + V۵ + aV۶ + bV۷,

۲) V۱ + aV۷, ۶) εV۱ + cV۷ + bV۶ + aV۵ + V۴,

۳) V۲ + aV۷, ۷) εV۲ + cV۷ + bV۶ + aV۵ + ε′V۴ + V۳.

۴) εV۱ + V۶ + aV۷,

(۴۰)

هستند. دلخواه حقیقی اعداد c و b ،a و صفر یا ±۱ با برابر ε′ و ε آن در که

کافی بنابراین .〈V۷〉 با است برابر جبر این مرکز ،(۱ (جدول اینشتین جبرلی جابجاگر جدول به توجه با اثبات.
جدول می توان جبرلی مولدهای برای الحاقی نمایش های محاسبۀ با کنیم. بررسی را 〈V۱, V۲, V۳, V۴, V۵, V۶〉 زیرجبر است

آن در که داد، نشان ۲ جدول به صورت را الحاقی نمایش های

(∗∗) = V۴ − ε(V۳ + ۲V۷ − V۶ − εV۵) و (∗) = V۵ − ε(V۳ + ۲V۷ − V۶ + εV۴).

□
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فرض .i = ۱, · · · , ۷ می شود، تعریف V 7→ Ad(exp(εVi))V ضابطۀ با F ε
i : g → g به صورت الحاقی نگاشت هر

بنابراین ،V =
∑۷

i=۱ aiVi کنیم

F ε۷
۷ ◦ · · · ◦ F ε۱

۱ : V 7→ ((۱ + ε۵ε۴)e
ε۳a۱ + eε۶+ε۳ε۴a۲)V۱ + · · ·

+(−ε۵ε۲a۱ − eε۶ε۲a۲ + · · ·+ (۱ + ε۵ε۴)a۶ − ۲ε۵ε۴a۷)V۶ + a۷V۷.

می کنیم: ساده زیر به صورت را V حال

.g مرکز از است عبارت که می یابد کاهش (۱) حالت به V آنگاه ،a۱ = a۲ = · · · = a۶ = ۰ اگر (۱
صفر به ε۴ = a۲/a۱ دادن قرار با F ε۴

۴ به وسیلۀ را V۲ ضریب می توان آنگاه ،a۱ 6= ۰ و a۳ = · · · = a۶ = ۰ اگر (۲
این حالت، در بنابراین .a۱ = ۱ کرد فرض می توان مناسبی مقدار در V کردن ضرب با نیاز صورت در کرد. تبدیل

می شود. تبدیل (۲) حالت به V
در بنابراین .a۲ = ±۱ داریم F ε۶

۶ در ε۶ = ln |a۲| دادن قرار با آنگاه ،a۱ = a۳ = · · · = a۶ = ۰ اگر (۳
می شود. تبدیل (۳) حالت به V این حالت،

صفر به ε۲ = −a۲/a۶ دادن قرار با F ε۲
۲ توسط را V۲ ضریب می توان آنگاه ،a۶ 6= ۰ و a۳ = · · · = a۵ = ۰ اگر (۴

ضرب با کرد. تبدیل صفر یا ±۱ به را V۱ ضریب می توان F ε۳
۳ در ε۳ = ln |a۱| دادن قرار با همچنین کرد. تبدیل

می شود. تبدیل (۴) حالت به V این حالت، در بنابراین .a۶ = ۱ کرد فرض می توان مناسبی مقدار در V کردن
تبدیل صفر به ε۲ = −a۱/a۵ دادن قرار با F ε۲

۲ توسط را V۱ ضریب می توان آنگاه ،a۵ 6= ۰ و a۳ = a۴ = ۰ اگر (۵
کردن ضرب با کرد. تبدیل صفر یا ±۱ به را V۲ ضریب می توان F ε۶

۶ در ε۶ = ln |a۲| دادن قرار با همچنین کرد.
می شود. تبدیل (۵) حالت به V این حالت، در بنابراین .a۵ = ۱ کرد فرض می توان مناسبی مقدار در V

کرد. تبدیل صفر به ε۱ = −a۲/a۴ دادن قرار با F ε۱
۱ توسط را V۲ ضریب می توان آنگاه ،a۴ 6= ۰ و a۳ = ۰ اگر (۶

در V کردن ضرب با کرد. تبدیل صفر یا ±۱ به را V۱ ضریب می توان F ε۳
۳ در ε۳ = ln |a۱| دادن قرار با همچنین

می شود. تبدیل (۶) حالت به V این حالت، در بنابراین .a۴ = ۱ کرد فرض می توان مناسبی مقدار
با همچنین کرد. تبدیل صفر به ε۱ = −a۱/a۳ دادن قرار با F ε۱

۱ توسط را V۱ ضریب می توان آنگاه ،a۳ 6= ۰ اگر (۷
صفر یا ±۱ به را V۴ و V۲ ضریب می توان F ε۶

۶ و F ε۳
۳ در به ترتیب ε۶ = ln |a۲| و ε۳ = − ln |a۴| دادن قرار

حالت به V این حالت، در بنابراین .a۳ = ۱ کرد فرض می توان مناسبی مقدار در V کردن ضرب با کرد. تبدیل
می شود. تبدیل (۷)

است. شده ساده امکان حد تا V حالت، هفت هر در و ندارد وجود بررسی برای دیگری حالت
دستگاه این زیرجبرهای روی شده انجام طبقه بندی اساس بر را اینشتین معادلات دستگاه گروهی ناوردای جواب های حال
می کنیم. فهرست جدول در را بقیه و آورده به دست توضیحات با را نمونه یک محاسبات، بودن طولانی دلیل به می آوریم. به دست
V۳ = x∂x − ۲b∂b − c∂c توسط شده تولید زیرجبر با متناظر گروهی ناوردای جواب های یافتن هدف کنیم فرض مثال برای
باید دستگاه این کاهش برای است. (x, t, a, b, c) متغیرهای حسب بر اینشتین معادلات دستگاه که می کنیم یادآوری باشد.
به سپس و دیفرانسیلی ناورداهای توسط کار این نوشت. (s, f, h, k) مانند جدید مختصات دستگاه یک در آن را معادلات

می آیند: به دست زیر معادلات دستگاه حل با ناورداها است. میسر زنجیره ای مشتق گیری قاعده کارگیری

(۴۱) dx

x
=

dt

۰
=

da

۰
=

db

−۲b
=

dc

−c
.
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تابعی مستقل ناوردای چهار فوق، دستگاه حل با

k = cx, h = bx۲, f = a, s = t, (۴۲)

t و x به نسبت c و b ،a مشتقات می توانیم بگیریم نظر در s متغیر از توابعی به عنوان را k و h ،f اگر حال می آید. به دست
،x−۱k(t) = c و x−۲h(t) = b ،f(t) = a چون آوریم. به دست s به نسبت k و h ،f مشتقات و k ،h ،f ،s حسب بر را

داریم: زنجیره ای قاعده با

a۱ = ∂a
∂x = ∂f

∂s
∂s
∂x = ∂f

∂t
∂t
∂x = ۰, a۲ = at = · · · = ft, b۱ = −۲x−۳h,

b۲ = x−۲ht, c۱ = −x−۲k, c۲ = x−۱kt,

a۱۱ = axx = ۰, a۲۱ = ۰, a۲۲ = ftt,

b۱۱ = ۶x−۴h b۲۲ = x−۲htt, b۲۱ = −۲x−۳ht,

c۱۱ = ۲x−۳k, c۲۱ = −x−۲kt, c۲۲ = x−۱ktt.

(۴۳)

می شود: تبدیل زیر به صورت دستگاه اینشتین، معادلات دستگاه در مقادیر این جایگذاری با

htt = ۰, ۳hkt − ۵htk − k۲ + ۶fh = ۰,

ktt = ۰, hftt − k۲
t + ftk + ftht + fkt = ۰,

k − ht = ۰, hktt − ۲kkt + ۲fth+ ۲fk = ۰.

(۴۴)

از: عبارتند آن جواب های و است معمولی معادلات دستگاه یک که

(۴۵) (۱)


f = f(t)

h = ۰

k = ۰

(۲)


f =

r۲
۲

r۲t+r۱

h = r۲t+ r۱

k = r۲

ناوردای جواب های ،(۴۲) متغیر تغییر از مجدد استفاده با است. دلخواه تابع f(t) و دلخواه ثابت های r۲ و r۱ آن در که
زیرجبرهای بهینۀ دستگاه در موجود زیرجبرهای همۀ برای می توان مشابه طریق به می آید. به دست V۳ زیرجبر با متناظر گروهی
و دیفرانسیلی ناورداهای ،۳ جدول در آورد. به دست را گروهی ناوردای جواب های و داد کاهش را دستگاه ،(۴۰) بعدی یک

کرده ایم. فهرست بهینه دستگاه مولدهای تمام برای را آن از حاصل جدید مختصات
ناوردای جواب های و آورده به دست را کاهش یافته معادلات ،۳ جدول کمک به بهینه دستگاه مولدهای از کدام هر برای حال

از است عبارت کاهش یافته دستگاه ،۱ ردیف برای می آوریم. به دست را متناظر گروهی

(۴۶)
hktt = ۰, ftht − k۲

t + hftt = ۰,

ktt = ۰, htt = ۰.
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اینشتین معادلات برای آن به متناظر مختصات و لی ناورداهای .۳ جدول

Table 3: Lie invariants and their corresponding coordinates for Einstein’s equations

i Vi si fi(s) hi(s) ki(s) ai bi ci

۱ V۱ t a b c f(s) h(s) k(s)

۲ V۲ x a b c f(s) h(s) k(s)

۳ V۶ x a t−۲b t−۱c f(s) h(s)t۲ k(s)t

۴ V۱ + V۷ t e−xa e−xb e−xc f(s)ex h(s)ex k(s)ex

۵ V۲ + V۷ x e−ta e−tb e−tc f(s)et h(s)et k(s)et

۶ V۶ + V۷ x t−۱a t−۳b t−۲c f(s)t h(s)t۳ k(s)t۲

می شود: حاصل آن برای زیر فرم به گروهی ناوردای جواب دسته دو که

(۴۷)


f = f(t),

h = ۰,

k = r۱,

,


f = (

r۱r۳ − r۴r
۲
۵

r۲
۳

) ln(r۳t+ r۴) +
r۲

۵t

r۳
+ r۲,

h = r۳t+ r۴,

k = r۵t+ r۶.

از است عبارت کاهش یافته دستگاه ،۲ ردیف برای هستند. دلخواه ثابت اعداد riها آن در که

(۴۸)
fkxx − kfxx = ۰, hxfx − k۲

x + fhxx = ۰,

kxx = ۰, fxx = ۰,

می شود: حاصل آن برای زیر فرم به گروهی ناوردای جواب دسته دو که

(۴۹)


f = ۰,

h = h(x),

k = r۱,

,



f = r۳x+ r۴,

h = (
r۱r۳ − r۴r

۲
۵

r۲
۳

) ln(r۳x+ r۴) +
r۲

۵x

r۳
+ r۲,

k = r۵x+ r۶.

از است عبارت کاهش یافته دستگاه ،۳ ردیف برای

(۵۰)
۲h− fxx = ۰, −fhxx − hkx − ۳hxk − fxhx + k۲

x = ۰,

kxx + ۲hx = ۰, −fkx − k۲ + fxk = ۰,

fkxx − kfxx + ۲kxk = ۰,
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می شود حاصل آن برای زیر فرم به گروهی ناوردای جواب دسته دو که

(۵۱)


h = r۲,

f = k(r۱ + x),

k = r۳ + r۲x,

,



h =
kxkxxx − ۲k۲

xx

kxxx
,

f = −۴kkxx
kxxx

,

k =
۱۲۸ − r۱

۳(r۲ + x)۲ + r۴ + r۳x.

از است عبارت کاهش یافته دستگاه ،۴ ردیف برای

(۵۲)
f − htt = ۰, ftht + ftk + hftt − k۲

t = ۰,

k + ht = ۰, ۲kkt − fth+ hktt = ۰,

ktt + ft = ۰, ۲fh− k۲ + ۳htk − ۲hkt = ۰,

می شود: حاصل آن برای زیر فرم به گروهی ناوردای جواب دسته دو که

(۵۳)


k = ۰,

h = r۱,

f = ۰,

,


k = r۲e

r۱t,

h = −r۲

r۱
er۱t,

f = −r۱r۲e
r۱t.

از است عبارت کاهش یافته دستگاه ،۵ ردیف برای

(۵۴)
k + fx = ۰, fhxx − k۲

x + hxk + hxfx = ۰,

kxx + hx = ۰, −hk − fkxx + kfxx − ۲kxk + fhx = ۰,

h− fxx = ۰, −k۲ + ۳fxk − ۲fkx + ۲hf = ۰,

می شود: حاصل آن برای زیر فرم به گروهی ناوردای جواب دسته دو که

(۵۵)


k = ۰,

f = r۱,

h = ۰,

,


k = r۲e

r۱x,

f = −r۲

r۱
er۱x,

h = −r۱r۲e
r۱x.

از است عبارت کاهش یافته دستگاه ،۶ ردیف برای

(۵۶)
fxx − ۶h = ۰, ۴kxk − fhx − kfxx + fkxx + ۲hk = ۰,

۳hx + kxx = ۰, ۴k۲ − ۳fh− ۴fxk + ۳fkx = ۰,

۲k + fx = ۰, fxhx + ۴hxk + hkx − k۲
x + fhxx = ۰.
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می شود: حاصل آن برای زیر فرم به گروهی ناوردای جواب دسته دو که

(۵۷)


k = ۰,

h = ۰,

f = r۱,

,



k = − ۲۷
(r۱x+ r۲)۳ ,

h = −۱
۳
kx,

f = −۳k۲

kx
.

گیری نتیجه .۵

فیزیک ریاضی در معادلات مهمترین از یکی که اینشتین، معادلات تحلیل به لی تقارنی روش از استفاده با مقاله این در
را پارامتری یک زیرجبرهای بهینه دستگاه معادلات، این تقارنی گروه آوردن به دست از پس این کار برای پرداختیم. است،
بنابراین یافتیم. را گروهی ناوردای جواب های و داده کاهش را معادلات دیفرانسیلی، ناورداهای از استفاده با و آوردیم به دست

شد. منجر جدید اینشتینی واکری خمینه های یافتن به که آمد به دست اینشتین معادلات از جدیدی جواب های
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محض رياضی رشته كارشناسی مقطع وارد ۱۳۷۷ سال در وی است. اصفهان شهر در ۱۳۵۹ ماه اردیبهشت متولد جعفری مهدی
صنعتی دانشگاه هندسه، گرایش محض، رياضی رشته ارشد كارشناسی مقطع وارد ۱۳۸۲ سال در و شد اصفهان صنعتی دانشگاه
التحصیل فارغ ۱۳۹۱ سال در و گردید هندسه گرایش محض ریاضی رشته در دکتری مقطع وارد ۱۳۸۷ سال در وی شد. امیرکبیر
رویکردهای با دیفرانسیل هندسه وی اصلی تخصص باشد. می اصفهان نور پیام دانشگاه علمی هیات عضو اکنون هم او گردید.

باشد. می ریمانی شبه هندسه و دیفرانسیل معادلات فیزیکی،
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