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یافته تعمیم همینگ وزن های با آشنایی

بافتانͬ فرهنگ فرزانه

اندازه مینیمم بە صورت را آن یافته تعمیم همینگ وزن امین −r صورت این در باشد متناهͬ میدان روی کد ͷی C کنیم فرض چͺیده.
خاطر به یافته تعمیم همینگ وزن های ͬ دهند. م نمایش dr(C) نماد با و کرده تعریف آن بعدی r کدهای زیر (ساپورت) های محمل
در برخوردارند. ویژە ای اهمیت از دارند، مخابرات و کامپیوتر ، ͷترونیͺال مهندسͬ رمزنگاری، جمله از مختلف علوم در که کاربردهایی
شده بررسͬ نیز آن کاربردهای از بخشͬ و شود پرداخته کدگذاری نظریه مهم مفهوم این بررسͬ به تفصیل به است شده سعͬ مقاله این

است.

مقدمه .۱

همینگ وزن های عنوان تحت معروفش مقاله در ی وِ ویͺتور توسط ۱۹۹۱ سال در بار نخستین یافته تعمیم همینگ وزن های
محاسبه به آن، از بعد مقالات و شده اشاره مقاله از استفاده با حاضر مقاله در .[۹] شدند معرفͬ خطͬ کدهای برای یافته تعمیم
کدهایی برای تعمیم یافته همینگ وزن های ͬ پردازیم. م [۳] و [۲] باینری غیر و [۹] باینری کدهای برای یافته تعمیم همینگ وزن های

مهمͬ نتایج که این به توجه با شد. خواهد ارایه مولر رید⁃ کد و گ͒ل˼ͬ یافته، توسعه همینگ کد همینگ، کد دوگان همینگ، کد مانند
«دوآلیتͬ» و یافته» تعمیم سینگلتون «کران «یͺنوایی»، قضایای چون نتایجͬ است، آمده بە دست یافته تعمیم همینگ وزن های درباره
ͷی یافته تعمیم همینگ وزن های که است آن از حاکͬ یͺنوایی قضیه پرداخت. خواهیم آن ها بررسͬ به که هستند نتایجͬ جمله از
این که است یافته تعمیم همینگ وزن های برای بالا کرانͬ یافته، تعمیم سینگلتون کران ͬ دهند. م صعودی اکیداً دنباله ͷی تشͺیل کد،
r−MDS کدهای برای یافته تعمیم همینگ وزن های بررسͬ ͬ شود. م تعبیر بودن r−MDS خاصیت به تساوی صورت در کران
قضایای و شده ارایه نیز خطͬ غیر کدهای برای یافته تعمیم همینگ وزن های مقاله، این در دارد. دنبال به را مهمͬ و جالب نتایج

ببینید. را [۱] منبع بیشتر مطالعه برای است. شده آورده بودن، خطͬ حالت مشابه

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .۲

را [۷] منبع بیشتر مطالعه برای ͬ کنیم. م بیان را مقاله این بررسͬ موضوع فهم برای نیاز مورد مفاهیم و تعاریف بخش، این در
ببینید.

خطͬ. غیر کدهای خطͬ، کدهای کد، دوگان همینگ، کد یافته، تعمیم همینگ وزن همینگ، وزن کلیدی: کلمات و عبارات
عبدالهͬ علیرضا رابط: دبیرتخصصͬ

ترویجͬ مقاله: نوع
۱۴۰۰̸۱۱̸۲۴ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۰̸۷̸۱۵ دریافت: تاریخ
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۱۰۲–۸۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه بافتانͬ، فرهنگ ف.

ͬ نامند. م کد نمادهای را مجموعه این اعضای بͽیرید. نظر در ۱ کدی الفبای بە عنوان را A عضوی q مجموعه .۱ .۲ تعریف

برای .i هر برای xi ∈ A آن در که x = x۱x۲ · · ·xn دنباله از است عبارت A روی n بە طول آرایه q ۲ کلمه ͷی (الف)
ͬ دهند. م نمایش نیز x = (x۱, x۲, . . . , xn) بە صورت را x موارد بعضͬ در راحتͬ

مساوی طول با آرایه q کلمات از متشͺل C مانند ای مجموعه از است عبارت A روی n بە طول آرایه q ۳ بلوکͬ کد ͷی (ب)
.n

ͬ نامیم. م مجموعه این در ۴ کلمه کد ͷی را C مجموعه از عضو هر (ج)
ͬ نامیم. م C اندازه ͬ شود، م داده نمایش |C| نماد با که را C کلمات کد تعداد (د)

ͬ کنیم. م تعریف (log|C|)
q )/n بە صورت را n بە طول C ۵ کد اطلاعات نرخ (ه)

ͬ نامیم. م کد −(n,M) ͷی را M اندازه و n بە طول کد ͷی (و)

d(X,Y ) نماد با که Y به X از همینگ فاصله باشند. A الفبایی مجموعه روی n بە طول کلماتͬ Y و X کنیم فرض .۲ .۲ تعریف
و X = x۱x۲ · · ·xn اگر ͬ شود. م تعریف هستند، متفاوت آن در Y و X که جایͽاە هایی تعداد بە صورت ͬ شود، م داده نمایش

آنگاه باشد Y = y۱y۲ · · · yn

d(X,Y ) = d(x۱, y۱) + d(x۲, y۲) + +d(xn, yn),

و ͬ شود م گرفته نظر در ͷی بە طول کلماتͬ بە عنوان yi و xi آن در که

d(xi, yi) =

۱ xi ̸= yi,

۰ xi = yi.

گرفتن نظر در با و C = {۰۰۱, ۱۱۰, ۱۰۱} فرض با .۳ .۲ مثال

x = ۰۰۱, y = ۱۱۰, z = ۱۰۱

داریم
d(x, y) = ۳, d(x, z) = ۱, d(y, z) = ۲.

و داده نمایش d بە اختصار یا d(C) نماد با را C فاصله (مینیمم) باشد، کلمه کد دو حداقل با کد ͷی C کنیم فرض .۴ .۲ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر بە صورت

d(C) = min{d(x, y);x, y ∈ C, x ̸= y}.

دهند. مͬ نمایش (n,M, d) نماد با را d فاصله و M اندازه و n طول به کد ͷی .۵ .۲ تعریف

گرفتن نظر در با و C = {۰۰۱, ۱۱۰, ۱۰۱} فرض با .۶ .۲ مثال

x = ۰۰۱, y = ۱۱۰, z = ۱۰۱

داریم
d(x, y) = ۳, d(x, z) = ۱, d(y, z) = ۲

بود. خواهد کد (۳, ۳, ۱) ͷی C که کنید توجه .d = ۱ نتیجه در
1 code alphabet 2word 3 block code 4codeword 5 information rate
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خطͬ کدهای .۳

است. q مرتبه از متناهͬ میدان مقاله، این سراسر در Fq از منظور

.Fn
q از دلخواه فضای زیر هر از است عبارت Fq روی n بە طول C مانند خطͬ کد ͷی .۱ .۳ تعریف

هستند: خطͬ کدهای زیر کدهای .۲ .۳ مثال

ͬ شود. م نامیده تکرار کد کد، این .C = {(a, a, . . . , a) : a ∈ Fq} (الف)
C = {۰۰۰, ۰۰۱, ۱۰۰, ۱۰۱}, (q = ۲) (ب)

C = {۰۰۰۰, ۰۰۱۱, ۰۲۰۲, ۰۲۱۰, ۰۱۱۲, ۰۰۲۲, ۰۱۰۱, ۰۲۲۱, ۰۱۲۰}, (q = ۳). (پ)

ͬ کنیم م تعریف زیر بە صورت را S⊥ باشد. Fn
q از ناتهͬ زیرمجموعە ای S کنیم فرض .۳ .۳ تعریف

S⊥ = {v ∈ Fn
q : v.s = ۰, ∀s ∈ S}

است. نقطە ای ضرب «.» آن در که

باشد. Fn
q در خطͬ کد C کنیم فرض .۴ .۳ تعریف

ͬ نامیم. م C دوگان کد را C⊥ (الف)
ͬ دهیم. م نمایش dim(C) نماد با و ͬ کنیم م تعریف Fq روی برداری فضای بە عنوان C بعد همان را C خطͬ کد بعد (ب)

صورت این در باشد. Fq روی n بە طول خطͬ کد C کنیم فرض .۵ .۳ قضیه

.dimC = logq |C| دیͽر بە عبارت |C| = qdimC (الف)
.dimC + dimC⊥ = n و است خطͬ کد C⊥ (ب)

.(C⊥)⊥ = C (ج)

داریم C = {۰۰۰۰, ۱۰۱۰, ۰۱۰۱, ۱۱۱۱} فرض با .۶ .۳ مثال

.dim(C) = log۲|C| = ۲

صدق قبلͬ قضیه در مثال این که کنید توجه .dim(C⊥) = ۲ نتیجه در .C⊥ = {۰۰۰۰, ۱۰۱۰, ۰۱۰۱, ۱۱۱۱} همچنین و
ͬ کند. م

ͷی باشد معلوم متن طبق q ͬ که صورت در و آرایه q کد −[n, k] ͷی غالباً را Fq روی k بعد با و n بە طول C خطͬ کد .۷ .۳ تبصره
آن  این صورت در باشد مشخص C برای d فاصله اگر هست. نیز خطͬ کد −(n, qk) ͷی C این صورت در ͬ نامیم. م کد −[n, k]

ͬ نامیم. م خطͬ کد −[n, k, d] را

همینگ۶ وزن .۴

درایە های تعداد بە صورت را آن و داده نمایش wt(x) نماد با را x (همینگ) وزن باشد. Fn
q در کلمه ͷی x کنیم فرض .۱ .۴ تعریف

است. صفر کلمه ۰ آن در که ،wt(x) = d(x, ۰) یعنͬ ͬ کنیم م تعریف x در ناصفر

6hamming weight
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ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت همینگ وزن Fq در x هر برای .۲ .۴ تبصره

wt(x) = d(x, ۰) =

۱ x ̸= ۰

۰ x = ۰
.

ͬ شود م داده نمایش wt(C) نماد با که C برای (همینگ) وزن مینیمم باشد. خطͬ) لزوماً (نه کد ͷی C کنیم فرض .۳ .۴ تعریف
دیͽر بە عبارت .C در ناصفر کلمات کد وزن کوچͺترین از است عبارت

wt(C) = min{wt(x);x ̸= ۰, x ∈ C}

.d(C) = wt(C) این صورت در باشد. Fq روی خطͬ کد ͷی C کنیم فرض .۴ .۴ قضیه

کلمه هر غیر صفر جایͽاە های تعداد احتساب با بͽیرید. نظر در را C = {۰۰۰۰, ۰۱۰۰, ۰۰۰۱, ۰۱۰۱} خطͬ کد .۵ .۴ مثال
داریم:

wt(۰۱۰۰) = ۱, wt(۰۰۰۱) = ۱, wt(۰۱۰۱) = ۲

داشت خواهیم لذا

d(C) = min{۱, ۱, ۲} = ۱.

را wt(x)ها ،C کد در یͺدیͽر از کلمات کد فاصله محاسبه بە جای ͬ توان م خطͬ کدهای در فوق، قضیه به توجه با .۶ .۴ تبصره
خطͬ کد مزایای دیͽر از است. خطͬ کد مزایای از ͬͺی این و بود خواهد C کد همینگ وزن مینیمم همان آنها مینیمم و کرده محاسبه
پایه اعضای اگر هستند. پایه دارای نتیجه در و هستند برداری فضای خطͬ، کدهای زیرا کرد اشاره کدها این در پایه وجود به ͬ توان م
کدهای پایه با مرتبط تعاریف ادامه، در ͬ شود. م نامیده مذکور کد مولد ماتریس ماتریس، آن دهیم، قرار ماتریس ͷی در را خطͬ کد

داد. خواهیم شرح را خطͬ

C برای پایه ͷی تشͺیل آن سطرهای که G مانند ماتریسͬ از است عبارت C مانند خطͬ کد ͷی برای ۷ مولد ماتریس .۷ .۴ تعریف
ͬ دهند. م

است. C⊥ مولد ماتریس H که H مانند ماتریسͬ از است عبارت C خطͬ کد برای ۸ زوجیت کنترل ماتریس .۸ .۴ تعریف

زوجیت کنترل ماتریس و است k×n ماتریس ͷی C مولد ماتریس این صورت در باشد خطͬ کد −[n, k] ͷی C اگر .۹ .۴ تبصره
است. (n− k)× n ماتریس ͷی C

داریم: را زیر تعاریف لذا آورد، در پلͺانͬ بە صورت را ماتریس ͷی ͬ توان م مقدماتͬ سطری اعمال از استفاده با اینکه به توجه با

ͬ نامیم. م استاندارد فرم را (Ik|X) فرم به مولد ماتریس (الف) .۱۰ .۴ تعریف
ͬ نامیم. م استاندارد فرم را (Y |In−k) فرم به زوجیت کنترل ماتریس (ب)

همچنین و کد اعضای بتوانیم داریم، را خطͬ کد ͷی زوجیت کنترل ماتریس که حالتͬ در تا ͬ کند م ͷکم ما به زیر قضیه
کنیم. تعیین را آن مولد ماتریس

7 Generator Matrix 8parity check matrix
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فرض با این صورت در باشد. آن زوجیت کنترل ماتریس H و باشد Fq روی خطͬ کد −[n, k] ͷی C کنیم فرض .۱۱ .۴ قضیه
داریم v ∈ Fn

q

v ∈ C ⇐⇒ vHT = ۰.

باشند خطͬ مستقل G سطرهای اگر فقط و اگر است C برای مولد ماتریس G این صورت در باشد k×n ماتریس ͷی G اگر بە ویژه
.GHT = ۰ و

معادلند: زیر گزارە های صورت این در باشد. آن زوجیت کنترل ماتریس H و خطͬ کد ͷی C کنیم فرض .۱۲ .۴ قضیه

d(C) = d (الف)
دارد. خطͬ وابسته ستون d ͷی H و هستند خطͬ مستقل H ستون d− ۱ هر (ب)

اساسͬ کد چند معرفͬ .۵

باینری. همینگ کد .۱ .۵

شامل آن ستون های که H زوجیت کنترل ماتریس با n = ۲r − ۱ طول به دویی دو خطͬ کد .r ≥ ۲ کنید فرض .۱ .۵ تعریف
ͬ شود. م داده نمایش Ham(r, ۲) نماد با و ͬ شود م نامیده ۲r − ۱ طول به باینری همینگ کد هستند، F r

۲ ناصفر بردارهای

است. کد −[۲r − ۱, ۲r − ۱ − r, ۳] ͷی Ham(r, ۲) همینگ کد .۲ .۵ قضیه

داریم: را زیر مثال فوق تعریف به توجه با .۳ .۵ مثال

Ham(۳, ۲) =


۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱

 .

باینری. غیر همینگ کد .۲ .۵

فضای زیر هر از ناصفر بردار ͷی دقیقا از ،H آن زوجیت کنترل ماتریس که آرایه −q خطͬ کد .r ≥ ۲ کنید فرض .۴ .۵ تعریف
ͬ دهند. م نمایش Ham(r, q) نماد با و ͬ نامند م آرایه −q همینگ کد را ͬ شود م ساخته F r

q از ͷی بعد با برداری

کنیم. توجه زیر تذکر به است کافͬ همینگ کد زوجیت کنترل ماتریس نوشتن برای

F r
q در ناصفر r−تایی های ستون کردن لیست ،Ham(r, q) زوجیت کنترل ماتریس نوشتن برای ساده روش ͷی .۵ .۵ تبصره

است. ͷی اولشان ناصفر درایه که است

است. کد −[
qr − ۱
q − ۱ ,

qr − ۱
q − ۱ − r, ۳] ͷی Ham(r, q) همینگ کد .۶ .۵ قضیه

.۷ .۵ مثال

Ham(۳, ۴) =


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۲ ۲ ۲ ۱ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۲ ۰ ۱ ۲ ۰ ۱ ۲ ۰ ۱ ۲ ۱


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۱۰۲–۸۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه بافتانͬ، فرهنگ ف.

میدان اعضای آنها سوم سطر در شدە اند، شروع ͷی عدد با که ستون هایی در که است شده نکته این متوجه احتمالا [خواننده
صفر با که ستون هایی در است. شده جاگذاری دو ها و صفرها سپس و یͷ ها ابتدا دوم، سطر در و است شده جاگذاری مرتباً F۳

جاگذاری (۰, ۰, ۱) هم ماتریس آخر ستون در دارند قرار F۳ اعضای باز آخرشان سطر در و ͷی آنها دوم سطر در شدە اند، شروع
نویسنده)] (مطلب آورد. بە دست را Ham(۳, q) برای زوجیت کنترل ماتریس کلͬ فرمول ͬ تواند م سادگͬ به خواننده است. شده

یافته. توسعه همینگ .۳ .۵

ͬ شود م تعریف زیر بە صورت ͬ شود م داده نمایش C̄ نماد با که C یافتە ی توسعه کد ، Fq روی C مانند کد هر برای .۸ .۵ تعریف

C̄ = {(c۱, c۲, . . . ,−
n∑

i=۱
ci) : (c۱, . . . , cn) ∈ C}.

نامیده زوجیت کنترل درایه ͬ شود، م اضافه (c۱, . . . , cn) کلمه کد به که −
∑n

i=۱ ci =
∑n

i=۱ ci درایه ، q = ۲ ͬ که حالت در
ͬ شود. م

.d ≤ d′ ≤ آن در که است Fq روی کد −(n+ ۱,M, d′) ͷی C̄ آنگاه باشد، Fq روی کد −(n,M, d) ͷی C اگر .۹ .۵ قضیه
است خطͬ C ͬ که حالت در بە علاوه است. خطͬ نیز C̄ آنگاه باشد خطͬ C اگر d+ ۱

H̄ =

 H

− − − −
۱ ۱ ۱ · · ·

∣∣∣∣∣۰
−
۱


باشد. C زوجیت کنترل ماتریس H اگر است C̄ زوجیت کنترل ماتریس

مولر. رید⁃ کد .۴ .۵

بە صورت ، m ≥ ۱ مانند صحیح عدد هر برای که باینری اند کدهایی ، R(۱,m) اول) (مرتبه مولر رید⁃ کد .۱۰ .۵ تعریف
ͬ شوند م تعریف زیر شͺل به بازگشتͬ

R(۱, ۱) = F ۲
۲ = {۰۰, ۰۱, ۱۰, ۱۱} (الف)

داریم m ≥ ۱ هر برای (ب)

R(۱,m+ ۱) = {(u,u) : u ∈ R(۱,m)} ∪ {(u,u + ۱) : u ∈ R(۱,m)}

بە جز کلمه کد هر بە طوری که است خطͬ کد −[۲m,m+ ۱, ۲m−۱] ͷی R(۱,m) مولر رید⁃ کد ،m ≥ ۱ برای .۱۱ .۵ قضیه
است. ۲m−۱ وزن دارای ۱ و ۰

کد ͷی محمل .۶

supp(D) نماد با را D محمل باشد. کد زیر ͷی D و خطͬ کد −[n, k] ͷی Cکنیم فرض .[۱] ،[۹] ۹ محمل تعریف
دیͽر بە عبارت ͬ کنیم. م تعریف Dاز صفر ͬͽهم نه جایͽاههای مجموعه بە صورت و ͬ شود م داده نمایش

supp(D) = {i|∃(x۱, x۲, . . . , xn) ∈ D;xi ≠ ۰}
9support
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۱۰۲–۸۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه یافته، تعمیم همینگ وزن های با آشنایی

کلمه هر در زیرا است n مساوی یا کمتر محمل اندازه و k رتبه با خطͬ کد ͷی کد، −[n, k] ͷی که است واضح تعریف این با
است عبارت خطͬ، کد ͷی زیرکد که است ذکر به لازم باشد. داشته وجود است ممͺن صفر مخالف جایͽاه n حداکثر n طول به

ͬ شود. م واقع کد آن در که خطͬ کد از

۱۰ یافته تعمیم همینگ وزن .۷

کوچͺترین را ͬ دهیم م نمایش dr(C) نماد با که C همینگ وزن امین −r باشد. خطͬ کد −[n, k] ͷی C کنیم فرض .۱ .۷ تعریف
دیͽر بە عبارت ͬ کنیم. م تعریف Cاز بعدی −r کد زیر محمل اندازه

dr(C) = min {|supp(D)| : D ⊆ C, dim(D) = r} .

کنیم فرض زیرا .d۱(C) = d(C) یعنͬ است. C قدیمͬ همینگ وزن همان d۱(C) که کنید توجه

d۱(C) = a, d(C) = b.

داریم

d۱(C) = a ⇒ ∃D ⊆ C; dim(D) = ۱, |supp(D)| = a ⇒ D =< x >,

جایͽاه آن صفر غیر مضرب آنگاه باشد صفر مخالف x در جایͽاهͬ اگر است. صفر یا x از مضربی D عضو هر که کنید توجه
.d(C) ≤ داریم لذا هست وزن مینیمم d(C) طرفͬ از .|supp(D)| = wtx = a داریم نتیجه در و بود خواهد صفر مخالف نیز

داریم d(C) = b اینکه به توجه با حال .b ≤ a پس wtx = a

∃x( ̸= ۰) ∈ C;wtx = b

داشت خواهیم نتیجه در .D′ =< x > ͬ دهیم م قرار

|supp(D′)| = wtx = b, dim(D′) = ۱ ⇒ d۱(C) ≤ |supp(D′)| ⇒ a ≤ b

نویسنده). (اثبات a = b داشت خواهیم نتیجه در
ͬ کنیم: م تعریف زیر صحیح اعداد مجموعه بە صورت و داده نمایش WH نماد با را ۱۱ وزن سلسله مفهوم C خطͬ کد برای

WH = {dr(C) : ۱ ≤ r ≤ k}.

ͬ کنیم م تعریف باشد، خطͬ غیر C ͬ که حالت در

dr(C) = min
{
|supp(D)| : D ⊆ C, qr−۱ <| D |⩽ qr

}
.

نوشت هم زیر بە صورت ͬ توان م را فوق تعریف که کنید توجه

dr(C) = min
{
|supp(D)| : D ⊆ C, | D |= qr−۱ + ۱

}
.

بود خواهد زیر موارد از ͬͺی بە صورت آن اندازه این صورت در باشد. بالا رابطه راست سمت مجموعه از عضوی D کنیم فرض زیرا

qr−۱ + ۱, qr−۱ + ۲, . . . , qr

10generalized hamming weight 11weight hierarchy
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۱۰۲–۸۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه بافتانͬ، فرهنگ ف.

داشت خواهیم لذا |D| = qr−۱ + i کنیم فرض

∃D′ ⊂ C; |D′| = qr−۱ + ۱, D′ ⊂ D

پس
|supp(D′| ≤ |supp(D)|.

نوشت ͬ توان م نتیجه در
dr(C) = min

{
|supp(D)| : D ⊆ C, | D |= qr−۱ + ۱

}
نویسنده). (اثبات

کنیم فرض .۲ .۷ مثال
C = {۰۰۰۰, ۰۰۰۱, ۱۱۱۰, ۱۱۱۱},

گرفتن نظر در با
D۱ = {۰۰۰۰, ۰۰۰۱}, D۲ = {۰۰۰۰, ۱۱۱۰}, D۳ = {۰۰۰۰, ۱۱۱۱}

داریم
supp(D۱) = {۴}, supp(D۲) = {۱, ۲, ۳}, supp(D۳) = {۱, ۲, ۳, ۴}.

داشت خواهیم شده ارایه تعریف طبق حال

d۱(C) = min{|supp(D۱)|, |supp(D۲)|, |supp(D۳)|} = min{۱, ۳, ۴} = ۱.

صعودی اکیداً زنجیر ͷی مقادیر این که کنید توجه ͬ دهد. م نشان را کد ͷی یافته تعمیم همینگ وزن های بین رابطه زیر قضیه
نیستند. بیشتر هم کد طول از و ͬ دهند م تشͺیل

داریم باشد. k > با۰ n بە طول خطͬ کد ͷی Cکنیم فرض ۱۲ یͺنوایی قضیه [۲] .۳ .۷ قضیه

۱ ≤ d۱(C) < d۲(C) < · · · < dk(C) ⩽ n.

همانͬ ماتریس ͷی Ik آن در که نوشت G = (Ik|A) بە صورت ͬ توان م را C = [n, k] کد مولد ماتریس که دانیم مͬ .۴ .۷ تبصره
زیرفضای اگر هستیم. کد بعدی r زیرفضاهای نیازمند ما dr محاسبە ی برای است. k × (n − k) ماتریس ͷی A و k مرتبه از
جایͽاە های تعداد که است واضح بͽیریم، نظر در است بعدی r فضای زیر ͷی که را فوق ماتریس اول سطر r توسط شده تولید
در سطرها این کناری جایͽاە های بین در و است r برابر فوق مولد ماتریس در واقع همانͬ ماتریس اول سطر r در واقع غیرصفر
داشت خواهیم لذا و هستند n بە طول بردارهایی سطرها زیرا باشد داشته وجود ͬ توانند م ناصفر جایͽاه n − k حداکثر A ماتریس

داریم: را زیر قضیه نتیجه در نویسنده). (اثبات .dr(C) ⩽ r + n− k

داریم آنگاه باشد. خطͬ کد −[n, k]ͷی C کنیم فرض [۱] یافته). تعمیم سینگلتون (کران .۵ .۷ قضیه

dr(C) ⩽ n− k + r.

اثبات از سادە تر و کوتاهتر مراتب به بالا تبصره در شده ارائه اثبات که کنید توجه است.) سینگلتون کران همان این r = ۱ (وقتͬ
است. [۱] منبع در شده ارائه

12monotonicity
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۱۰۲–۸۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه یافته، تعمیم همینگ وزن های با آشنایی

باشیم داشته هرگاه گوییم ۱۳ ⅯⅮS را Fq روی [n, k, d] خطͬ کد [۱] .۶ .۷ تعریف

d = n− k + ۱.

باشیم داشته هرگاه گوییم r− ⅯⅮS را [n, k, d] پارامترهای با C خطͬ کد [۱] .۷ .۷ تعریف

dr(C) = n− k + r.

.(r = ۱ دهید قرار است کافͬ ) است کد ۱−ⅯⅮS ͷی کد، ⅯⅮS ͷی که است واضح تعریف این با

که استقرا) (فرض فرض این با همچنین و d۱ = n− k + ۱ این صورت در باشد Fq روی کد ⅯⅮS ͷی C = [n, k] اگر
داشت خواهیم «یͺنوایی»، و یافته» تعمیم سینگلتون «کران قضایای از استفاده با dr = n− k + r

n− k + r = dr < dr+۱ ≤ n− k + r + ۱ ⇒

n− k + r < dr+۱ ≤ n− k + r + ۱ ⇒ dr+۱ = n− k + r + ۱

داشت: خواهیم را زیر نتیجه بهتر بە عبارت نویسنده). (اثبات بود خواهد کد r −MDS ͷی C کد نتیجه در

.۱ ≤ r ≤ k آن در که ͬ باشد م نیز r −MDS ͷی C آنگاه باشد، Fq روی کد ⅯⅮS ͷی C اگر [۱] .۸ .۷ نتیجه

که گرفت نتیجه مشابه اثبات با ͬ توان م شد، داده توضیح بالا در که آنچه مشابه

.r ≤ r۱ ≤ k آن در که هست نیز کد r۱ −MDS ͷی C آنگاه باشد، Fq روی کد r −MDS ͷی C اگر [۱] .۹ .۷ نتیجه

را C آنگاه است، کد r −MDS ͷی Fq روی ولͬ نیست (r − ۱)MDS که باشد Fq روی کد ͷی C اگر [۱] .۱۰ .۷ تعریف
ͬ نامیم. م کد pr −MDS ͷی

این صورت به دارد وجود C کد بودن ⅯⅮS و C⊥ همینگ فاصله بین ارتباطͬ که است داده نشان [۱] مقاله در دوگرتͬ استیون
که

داریم باشد. کد [n, n− k, d⊥] ͷی C⊥ و کد [n, k, d] ͷی C کنیم فرض [۱] .۱۱ .۷ قضیه

نیست. کد pr −MDS ، ۱ ≤ r ≤ k هر برای C آنگاه d⊥ = ۱ اگر (الف)
است. کد pk−d⊥+۲ −MDS ͷی C آنگاه d⊥ > ۱ اگر (ب)

است. داشته چشمͽیری نقش [۳] مقاله در ما قضایای اثبات در که است قضایایی کاربردی ترین از ͬͺی زیر قضیه

باشد. آن ستونͬ بردارهای Hi(۱ ⩽ i ⩽ n) همچنین و زوجیت کنترل ماتریس H و خطͬ کد C کنیم فرض [۹] .۱۲ .۷ قضیه
داریم این صورت در باشد. بردارها این توسط شده تولید فضای نمایشͽر < Hi : i ∈ I > کنیم فرض

dr(C) = min{|X| : |X| − rank(< Hi : i ∈ X >) ≥ r}.

13maximum distance seperable
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۱۰۲–۸۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه بافتانͬ، فرهنگ ف.

زوجیت، کنترل ماتریس ستون های بین در که کرد عمل شͺل این به ͬ توان م dr(C) محاسبە ی برای که است حاکͬ فوق قضیه
شود. r برابر حاصل کنیم کم ستون ها آن تعداد از را ستون ها آن توسط شده پیموده فضای رتبه اگر که ͬ کنیم م انتخاب را ستون هایی
ͬ توان م را مساوی بزرگتر یعنͬ بود خواهد dr(C) همان آمده بە دست مینیمم ͬ آوریم. م بە دست را ستون ها این اندازە های مینیمم سپس

دیͽر بە عبارت کرد. جابە جا تساوی با

dr(C) = min{|X| : |X| − rank(< Hi : i ∈ X >) = r}.

نویسنده). (مطلب
زیر بە صورت رابطە ای C⊥ یعنͬ آن دوگان یافته تعمیم همینگ وزن های و C کد یافته تعمیم همینگ وزن های مجموعه بین

است: برقرار

این صورت در باشد. خطͬ کد −[n, k] ͷی C کنیم فرض ۱۴ (دوگان) دوآلیتͬ [۹] قضیه .۱۳ .۷ قضیه

{dr(C)|۱ ≤ r ≤ k} = {۱, ۲, ..., n} \ {n+ ۱ − dr(C
⊥) : ۱ ≤ r ≤ n− k}.

داریم کد −[n, k] هر برای . (Griesⅿer گریسمر (کران [۹] .۱۴ .۷ قضیه

n ≥
k−۱∑
i=۰

⌈d۱/۲i⌉.

کدها) برخͬ برای یافته تعمیم (وزن های [۹] .۱۵ .۷ قضیه

این صورت در باشد. ۱ +m بعد و ۲m محمل اندازه با اول مرتبه مولر رید⁃ کد C کنیم فرض (الف)

dr(C) = ۲m−۱ + ۲m−۲ + · · ·+ ۲m−r, ∀۱ ≤ r ≤ m

و

dm+۱(C) = ۲m.

این صورت در باشد. m بعد و ۲m − ۱ محمل اندازه با همینگ دوگان C کنیم فرض همینگ: دوگان کد (ب)

dr(C) = ۲m−۱ + ۲m−۲ + · · ·+ ۲m−r, ∀۱ ≤ r ≤ m.

در باشد. k = ۲m − m − ۱ رتبه دارای و n = ۲m − ۱ محمل اندازه با همینگ کد C کنیم فرض همینگ: کد (ج)
داریم این صورت

{dr(C) : ۱ ≤ r ≤ k} = {۱, ۲, . . . , n} \ {۲i : ۰ ≤ i < m}.

در باشد. ۲m − m − ۱ بعد و ۲m محمل اندازه با یافته توسعه همینگ کد C کنیم فرض یافته: توسعه همینگ کد (د)
این صورت

dr(C) = ۱ + dr(C
′), ∀۱ ≤ r ≤ m.

است. متناظر نیافته توسعه همینگ کد C ′ آن در که

14duality
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۱۰۲–۸۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه یافته، تعمیم همینگ وزن های با آشنایی

.n = ۲۴ − ۱ = ۱۵, k = ۲۴ − ۴ − ۱ = ۱۱ که کنید توجه بͽیرید. نظر در را C = Ham(۴, ۲) همینگ کد .۱۶ .۷ مثال
داریم

{dr(C); ۱ ≤ r ≤ ۱۱} = {۱, ۲, . . . , ۱۵}\{۲i|۰ ≤ i ≤ ۳} =

{۱, ۲, . . . , ۱۵}\{۱, ۲, ۴, ۸} = {۳, ۵, ۶, ۷, ۹, ۱۰, ۱۱, ۱۲, ۱۳, ۱۴, ۱۴}

داشت خواهیم یͺنوایی قضیه از استفاده با نتیجه در

d۱ = ۳, d۲ = ۵, d۳ = ۶, d۴ = ۷, d۵ = ۹, d۶ = ۱۰, d۷ = ۱۱, d۸ = ۱۲, d۹ = ۱۳, d۱۰ = ۱۴, d۱۱ = ۱۵

داریم C⊥ برای همچنین

d۱ = ۲۳ = ۸, d۲ = ۲۳ + ۲۲ = ۱۲, d۳ = ۲۳ + ۲۲ + ۲۱ = ۱۴, d۴ = ۲۳ + ۲۲ + ۲۱ + ۱ = ۱۵.

همینگ کدهای وزن سلسله که است ذکر به لازم کنید. پیدا [۳] مقاله در ͬ توانید م است، شده آورده ادامه در که را مطالبی اثبات
بە دست را وزن سلسله این هم) باینری (غیر کلͬ حالت در ،[۳] مقاله در ما ولͬ است آمده بە دست [۹] مقاله در باینری حالت در

ͬ شود. م گفته ادامه در که آوردە ایم

همینگ کدهای وزن سلسله .۸

داریم Ham(r, q) برای [۳] .۱ .۸ قضیه

dl(C) =



l + ۲ ۱ ≤ l ≤ q − ۱,

l + ۳ (T۲ − ۱ =)q ≤ l ≤ q۲ + q − ۲(= T۳ − ۳),

l + ۴ (T۳ − ۲ =)q۲ + q − ۱ ≤ l ≤ q۳ + q۲ + q − ۳(= T۴ − ۴),
...

l + r Tr−۱ − (r − ۲) ≤ l ≤ Tr − r.

.Ti =
qi − ۱
q − ۱ آن در که

داشت خواهیم C = Ham(۳, ۳) کد گرفتن نظر در با .۲ .۸ مثال

dl(C) =

l + ۲ ۱ ≤ l ≤ ۲,

l + ۳ ۳ ≤ l ≤ ۱۰,

بود خواهد زیر بە صورت فوق کد وزن سلسله نتیجه در

WH = {۳, ۴, ۶, ۷, ۸, ۹, ۱۰, ۱۱, ۱۲, ۱۳}.
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همینگ کدهای دوگان وزن سلسله .۹

زیر بە صورت S(r, q) برای همینگ وزن سلسله باشد. Ham(r, q) همینگ کد دوگان بیانگر S(r, q) کنیم فرض [۳] .۱ .۹ قضیه
است

{qr−۱, qr−۱ + qr−۲, qr−۱ + qr−۲ + qr−۳, . . . , qr−۱ + qr−۲ + qr−۳ + · · ·+ q + ۱}.

داشت خواهیم فوق قضیه طبق C = Ham(۳, ۳) همینگ کد گرفتن نظر در با .۲ .۹ مثال

dl(C
⊥) = {qr−۱, qr−۱ + qr−۲, ..., qr−۱ + qr−۲ + · · ·+ q + ۱} = {۹, ۱۲, ۱۳}.

وMDSبودن همینگ کدهای .۱۰

آن در که است کد Ps − ⅯⅮS ͷی Ham(r, q) [۱] .۱ .۱۰ قضیه

s ≥ ((qr − ۱)/q − ۱)− qr−۱ − (r − ۲).

داریم Ham(۳, ۳) = [۱۳, ۱۰, ۳] همینگ کد برای .۲ .۱۰ مثال

s ≥ ۳۳ − ۱
۳ − ۱ − ۳۲ − ۱ ⇒ s ≥ ۱۳ − ۹ − ۱ ⇒ s ≥ ۳

.s ≥ ۳ برای است کد s−ⅯⅮS ͷی Ham(۳, ۳) کد لذا

بͺند. شایانͬ ͷکم ͬ تواند م [۸] و [۶] منابع مطالعه کاربرد، بخش بهتر فهم برای

کاربرد .۱۱

۱ ≤ m ≤ ۲k, {Am} کنید فرض است. آن رتبه k آن در که باشد k × n زوجیت کنترل ماتریس ͷی H کنیم فرض
پیام کردن کد برای ٫۱ ≤ m ≤ ۲k هر برای |Am| = ۲n−k بنابراین باشد. آن همدستە های و H توسط شده تعریف کد
معادل کار این ͬ دهد. م انجام هستند، s با متناظر که Am عضو ۲n−k بین در تصادفͬ انتخابی کدکننده، s = (s۱, s۲, . . . , sk)

را Xn کدکننده است. ماتریس ترانهاده t آن در که باشد HXt = st جواب ۲n−k از تصادفͬ انتخاب ͷی Xn که است این با
ببینید. را [۸] منبع بیشتر مطالعه برای است. جواب همان که ͬ کند م محاسبه را HXt و ͬ کند م مشاهده

زیرفضای بعد D(ϕ) و ϕ ⊆ {۱, ۲, . . . , n} کنیم فرض باشند. H ستون های C۱, C۲, . . . , Cn کنیم فرض [۸] .۱ .۱۱ تعریف
۰ ≤ µ ≤ n برای ، k × n مرتبه از زوجیت کنترل ماتریس بە عنوان H گرفتن نظر در با باشد. {Cn}n∈ϕ توسط شده پیموده

ͬ کنیم م تعریف

D∗(µ) = min|ϕ|=n−µD(ϕ)

وزن ترتیب به w′ و w کنیم فرض باشد. k×n مرتبه با H زوجیت کنترل ماتریس با متناظر D∗(µ) کنیم فرض [۸] .۲ .۱۱ قضیه
داریم این صورت در باشند. H توسط شده تعریف دوگان کد و کد مینیمم

D∗(µ) =

n− µ n− w + ۱ ≤ µ ≤ n,

k ۰ ≤ µ ≤ w′ − ۱

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.130902.1473 ۹۸
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داریم H زوجیت کنترل ماتریس توسط شده ساخته گشاینده وکد کننده کد برای [۸] .۳ .۱۱ قضیه

∆ = D∗(µ).

که کنید توجه
∆µ = k − (µدر (ابهام

ͬ شود. م روبرو آن با شده کد پیام دریافت در دشمن که ابهامͬ همان

s هر به ͬ تواند م دشمن دارد. دست در کاربر n از استفاده با کننده، دریافت به دادن انتقال برای را اطلاعات از بیت k فرستنده
آوردن بە دست از دشمن که است مساله این روی بر تمرکز کرد. فرض نویز بدون ͬ توان م را انتقال کانال دهد. گوش انتخابش از بیت

کرد: استفاده زیر بە روش C مانند [n, k] خطͬ کد از ͬ توان م کار این برای شود. داشته باز زیاد، اطلاعات

دارد. وجود ۱۵ همدسته ۲k •
همدسته آن از را شده انتخاب تصادفاً بردار ͷی و ͬ کند م انتخاب اطلاعات از بیت k اساس بر را همدسته ͷی کدکننده •

ͬ دهد. م انتقال
ندارد. را همدسته از بردار ͷی انتخاب تصادفͬ فرایند به دسترسͬ اما دارد را C کد اطلاعات همه دشمن •

ͬ کنیم: م ارایه مثالͬ مساله، بهتر فهم برای

داریم گذشت، ۱۶ .۷ مثال در آنچه به بنا r = ۴, q = ۲ که کنید توجه بͽیرید. نظر در را C = [۱۵, ۱۱] همینگ کد .۴ .۱۱ مثال

WH(C) = {۳, ۵, ۶, ۷, ۹, ۱۰, ۱۱, ۱۲, ۱۳, ۱۴, ۱۵}.

داریم فوق کد برای که کنید توجه
d۴ = ۷, d۳ = ۶, d۲ = ۵.

همچنین
WH(C⊥) = {۸, ۱۲, ۱۴, ۱۵}.

بهره اجازه دشمن که باشد بیت هایی تعداد s کنیم فرض کنیم. استفاده اطلاعات از بیت k = ۴ انتقال برای ͬ خواهیم م کد این از
ͬ دهیم م قرار دارد. را آن از برداری

∆s = k − (sدر (ابهام

داریم ۳ .۱۱ قضیه و ۱ .۱۱ تعریف به توجه با طرفͬ از

∆s = min|I|=n−srank(< Hi : i ∈ I >)

براکت داخل بردارهای توسط شده تولید زیرفضای < Hi : i ∈ I > و هستند C زوجیت کنترل ماتریس ستونͬ بردارهای Hi که
اگر ،۲ .۱۱ قضیه نمادگذاری های به توجه با ببینید. را است ∆s آن عمودی محور و s آن افقͬ محور که را شده ضمیمه است.نمودار

داریم بͽیریم، نظر در C⊥ و C همینگ وزن ترتیب به را w′ و w
داریم لذا k = ۴, w = ۳, w′ = ۸

∆s =

۱۵ − s ۱۳ ≤ s ≤ ۱۵,

۴ ۰ ≤ s ≤ ۷,

15coset
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چیزی [۸, ۱۲] بازه برای فوق رابطه زیرا کنیم. تعیین ۸ ≤ s ≤ ۱۲ بازه در را ∆s مقدار که است کافͬ نمودار رسم برای حال
داشت خواهیم s = ۸ ͬ که حالت در ͬ دهد. نم بە دست

∆۸ = min(rankHi : i ∈ I)|I|=۱۵−۸=۷

۱۲ .۷ قضیه به بنا طرفͬ از و d۴ = ۷ ͬ دانیم م

min{|X| : |X| − rank(< Hi : i ∈ X >) = ۴} = d۴

باشد s = ۹ اگر حال .∆۸ = ۳ نتیجه در است. مینیمم تعداد بردار، تعداد این و است ۳ برابر شان رتبه که دارد وجود بردار ۷ یعنͬ
۱۲ .۷ قضیه به بنا طرفͬ از و d۳ = ۶ چون ∆۹ = min|I|=۶(rankHi : i ∈ I) این صورت در

min{|X| : |X| − rank(< Hi : i ∈ X >) = ۳},

اینکه به توجه با ترتیب همین به ∆۹ = ۳ نتیجه در است مینیمم تعداد بردار، تعداد این و است ۳ شان رتبه که دارد وجود بردار ۶ لذا
∆۱۰ = ۳ داشت خواهیم لذا است، ۳ شان رتبه که کرد پیدا بردار ۵ ͬ توان م اینکه و ∆۱۰ = min|I|=۵(rankHi : i ∈ I)

طرفͬ از و ∆۱۲ = min|I|=۳(rankHi : i ∈ I) بە اینکه توجه با ∆۱۲ محاسبه در اما ∆۱۱ = ۳ داشت خواهیم نهایت در و
همچنین و d۱ = ۳

min{|X| : |X| − rank(< Hi : i ∈ X >) = ۱} = d۱,

افت های ͬ آید م بر نمودار از چنانچه .∆۱۲ = ۲ داشت خواهیم نتیجه در است. ۲ شان رتبه که دارد وجود بردار ۳ نتیجه در
است. C⊥ یعنͬ دوگان کد وزن سلسله همان مجموعه این که ͬ دهد م رخ {۸, ۱۲, ۱۴, ۱۵} در منحنͬ

داریم ∆s = ∆ گرفتن نظر در با .۵ .۱۱ نتیجه

dn−s−∆(C
⊥) ⩽ n− s < dn−s−∆+۱(C

⊥).

بنابراین ͬ دهد. م رخ C⊥ یافته تعمیم همینگ وزن های در دقیقاً قطعیت، عدم منحنͬ افت های که است معنͬ این به فوق نتیجه
ͬ کند. م مشخص ۲ مخابراتͬ بهرە برداری کانال روی را C مانند خطͬ کد ͷی عملͺرد کامل بە طور وزن سلسله
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Introduction to Generalized Hamming Weight

Farzaneh Farhang Baftani

Abstract: Let C be a code over a finite field. The r-th Generalized Hamming weight(GHW), denoted by dr(C), is defined the
minimum of support sizes of r- dimensional subcodes of C.GHW is important for its application in several fields such as Cryptog-
raphy, Electronic Engineering, Computer and telecommunication Engineering. In this work, we will investigate this conception and
its application.
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