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آن ها مستقیم جمع و زیرفضا⁃آشوبناک عملͽرهای

شهریاری محمد و پور∗ موسͬ منصوره

مباحث از عملͽرها مستقیم جمع ͬ های ویژگ ͬ کنیم. م بیان عملͽر ͷی بودن زیرفضا⁃آشوبناک برای کافͬ شرط چند مقاله، این در چͺیده.
فضا، زیر دو به نسبت حداقل زیرفضا⁃آشوبناک، عملͽر دو مستقیم جمع که ͬ دهیم م نشان مقاله، این در است. عملͽرها نظریه در توجه جالب
بیان قضیە های ͷکم به همچنین است. درست نیز زیرفضا⁃ابردوری و زیرفضا⁃ترایا عملͽرهای برای موضوع این و است زیرفضا⁃آشوبناک
زیرفضا⁃ترایا یا فضا⁃آشوبناک زیر عملͽر، دو مستقیم جمع اگر که ͬ کنیم م ثابت علاوه، به ͬ سازیم. م عملͽرها این از جالبی مثال های شده،
عملͽرها این از متناهͬ تعداد مستقیم جمع به را نتیجه این و هستند زیرفضا⁃ترایا یا زیرفضا⁃آشوبناک ترتیب به عملͽر دو آن از کدام هر باشد،

ͬ دهیم. م تعمیم نیز

مقدمه .۱

ی  x ∈ X اگر ͬ نامیم م ۲ ابردوری عملͽری را X روی T کراندار و خطͬ عملͽر باشد. ۱ مختلط باناخ فضای ͷی X کنیم فرض
که باشد چͽال X در orb(T, x) که باشد داشته وجود

orb(T, x) = {x, Tx, T ۲x, . . .}.

و [۴] منابع است. شده مفهوم این جذابیت موجب امر، همین و است ۳ پایا زیرفضای معروف مسئله با مرتبط بودن، ابردوری مفهوم
B(X) با را X روی کراندار و خطͬ عملͽرهای باناخ فضای مقاله، این در هستند. ابردوری عملͽرهای زمینه در مفیدی كتاب های ،[۳]

ͬ نامیم. م عملͽر اختصار، بە طور را آن اعضای و ͬ دهیم م نشان
.[۸] شد داده توسعه ابردوری عملͽرهای مفهوم زیرفضا⁃ابردوری، عملͽرهای تعریف با ۲۰۱۱ سال در

به نسبت ۴ زیرفضا⁃ابردوری X را روی T عملͽر باشد. X از ناصفری و بسته زیرفضای M و X روی عملͽری T كنیم فرض
بردار ͷی را x این صورت در باشد. چͽال M در orb(T, x) ∩ M که باشد داشته وجود ی x ∈ X اگر ͬ نامیم م M⁃ابردوری یا M
M همانند ناصفری و بسته زیرفضای اگر ͬ نامیم م زیرفضا⁃ابردوری را X روی T عملͽر ͬ نامیم. م T برای M به نسبت زیرفضا⁃ابردوری

باشد. M به نسبت زیرفضا⁃ابردوری T كه بە طوری باشد داشته وجود X از
است. شده معرفͬ نیز را ۵ زیرفضا⁃ترایا عملͽرهای [۸] در همچنین
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۸۵–۷۵ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه شهریاری، م. و ͬ پور موس م.

نسبت زیرفضا⁃ترایا X روی T ͬ گوییم م باشد. نامنفͬ صحیح اعداد مجموعه N۰ كنیم فرض ͬ گیریم. م نظر در X روی را T عملͽر
n ∈ N۰ نسبی، توپولوژی در V ⊆ M و U ⊆ M باز زیرمجموعه دو هر برای اگر است M⁃ترایا یا X از M ناصفر و بسته زیرفضای به
شرط این [۳ .۳ قضیه ،۸] به بنا که باشد؛ M از نسبی باز و ناتهͬ مجموعه ͷی شامل T−n(U) ∩ V که قسمͬ به باشد داشته وجود ی
x ∈ X برای كه ͬ كنیم م یادآوری .Tn(M) ⊆ M و باشد ناتهͬ T−n(U)∩V ͬ که قسم به شود یافت ی n ∈ N۰ که است این با معادل

.Tnx ∈ U هرگاه x ∈ T−n(U) داریم،
عملͽرها، این معرفͬ زمان از .[۸] نیست برقرار همواره مطلب، این عکس اما هستند نیز زیرفضا⁃ابردوری زیرفضا⁃ترایا، عملͽرهای
پرسش هایی از ͬͺی به [۲] در کلیͺمان و کادتس بامرنͬ، ،۲۰۱۶ سال در دادە اند. انجام را زیادی مطالعات آن ها روی محققان و ریاضیدانان
[۶] در دیͽران و مونگوینا جیمنز هستند. نیز زیرفضا⁃ابردوری ابردوری، عملͽرهای که کردند ثابت و دادند پاسخ بود شده مطرح [۸] در که
عملͽرهای از جدیدی ردە های همچنین دادە اند. پاسخ زیرفضا⁃ابردوری عملͽرهای زمینه در باز سوال های از برخͬ به هایی مثال ساختن با

.[۱۲] ۷ دوری زیرفضا⁃سوپر عملͽرهای و [۱۰] ۶ چندتایی زیرفضا⁃ابردوری عملͽرهای همانند شدە اند معرفͬ زیرفضا⁃ابردوری
واقع در که کردند معرفͬ را ۸ زیرفضا⁃آشوبناک عملͽرهای نام به زیرفضا⁃ترایا عملͽرهای از خاصͬ دسته [۱۱] در پور موسͬ و طالبی
جالبی مطالب آن ها با ابردوری عملͽرهای ارتباط و آشوبناک عملͽرهای ͬ های ویژگ درباره [۵] در است. آشوبناک عملͽرهای از تعمیمͬ

است. شده آورده
M⁃آشوبناك Mیا به نسبت زیرفضا⁃آشوبناک را T عملͽر Xباشد. از ناصفری و بسته Mزیرفضای Xو روی عملͽری T كنیم فرض
را x ∈ M بردار اینکه توضیح باشد. داشته M در ۹ متناوب بردارهای از چͽالͬ مجموعه و باشد M به نسبت زیرفضا⁃ترایا T اگر ͬ گوییم م
زیرفضای هرگاه گوئیم فضا⁃آشوبناک زیر را T عملͽر .T p(x) = x که باشد داشته وجود ی p ∈ N اگر ͬ نامیم م T برای متناوب بردار ͷی
۱۰ زیرفضا⁃آمیخته را T عملͽر همچنین باشد. M به نسبت ⁃آشوبناک زیرفضا T بە طوری که باشد داشته وجود X از M ناصفر و بسته
به باشد داشته وجود ی N ∈ N ،M نسبی توپولوژی در V و U باز زیرمجموعه دو هر برای اگر ͬ نامیم م M⁃آمیخته یا M به نسبت

.Tn(U) ∩ V ̸= ϕ باشیم، داشته n > N هر برای ͬ که قسم
زیرفضا⁃ نیز آن ها از هرکدام آن گاه باشد، زیرفضا⁃ابردوری عملͽر، دو ۱۱ مستقیم جمع اگر که دادند نشان [۱] در کلیͺمان و بامرنͬ
را سوال این [۱] در آن ها همچنین است. زیرفضا⁃ترایا هم باز زیرفضا⁃ترایا عملͽر دو جمع خاصͬ، شرایط تحت و هستند ابردوری
بە علاوه، است؟ زیرفضا⁃ابردوری آن ها مستقیم جمع که گرفت نتیجه ͬ توان م آیا باشند زیرفضا⁃ابردوری عملͽر، دو اگر که کردە اند مطرح

هستند: طرح قابل این باره در نیز زیر سوال های

آن ها از هرکدام که گرفت نتیجه ͬ توان م دیͽری، شرط گرفتن نظر در بدون آیا باشد، زیرفضا⁃ترایا عملͽر، دو مستقیم جمع اگر (۱) پرسش
هستند؟ زیرفضا⁃ترایا

است؟ زیرفضا⁃ترایا آن ها مستقیم جمع که گرفت نتیجه ͬ توان م همواره آیا باشند زیرفضا⁃ترایا عملͽر، دو اگر (۲) پرسش
هستند؟ زیرفضا⁃آشوبناک آن ها از هرکدام آیا باشد، زیرفضا⁃آشوبناک عملͽر، دو مستقیم جمع اگر (۳) پرسش

است؟ زیرفضا⁃آشوبناک آن ها مستقیم جمع که گرفت نتیجه ͬ توان م آیا باشند، زیرفضا⁃آشوبناک عملͽر، دو اگر (۴) پرسش

در ͬ شود. م بیان عملͽر یك بودن زیرفضا⁃آشوبناك برای كافͬ شرط چند ،۱۲ ویژه مقادیر و متناوب بردارهای از استفاده با ،۲ بخش در
داده مثبت پاسخ ۲ و ۱ پرسش های به و ͬ شود م بیان زیرفضا⁃ابردوری و زیرفضا⁃ترایا عملͽرهای مستقیم جمع به راجع نتایجͬ ،۳ بخش

ͬ شود. م
بە علاوه، ͬ گردد. م بیان این باره در قضیە هایی و ͬ شود م پرداخته زیرفضا⁃آشوبناک عملͽرهای مستقیم جمع بررسͬ به ،۴ بخش در

است. مثبت ،۴ و ۳ پرسش های پاسخ که ͬ شود م داده نشان
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۸۵–۷۵ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه آن ها، مستقیم جمع و زیرفضا⁃آشوبناک عملͽرهای

بودن زیرفضا⁃آشوبناک برای کافͬ شرط و ویژگͬ چند .۲

یك بودن زیرفضا⁃آشوبناک برای کافͬ شرط چند و ͬ پردازیم م زیرفضا⁃آشوبناک عملͽرهای ͬ های ویژگ از برخͬ بیان به بخش این در
ͬ کنیم. م بیان عملͽر،

این صورت: در باشد. X از بسته زیرفضایی M و T ∈ B(X) کنیم فرض .۱ .۲ قضیه

است. آشوبناک −M نیز T آن گاه باشد، M⁃آشوبناک عملͽری T p ͬ که قسم به باشد داشته وجود ی p طبیعͬ عدد اگر (الف)
دارد. M در متناوب بردارهای از چͽال زیرفضای ͷی T آن گاه باشد، M⁃آشوبناک عملͽری T اگر (ب)

به (الف) قسمت زیرفضا⁃ترایا، عملͽر تعریف و است T برای متناوب برداری ،T p برای متناوب بردار هر اینكه به توجه با اثبات.
ͬ شود. م اثبات راحتͬ

بردارهای از چͽال مجموعه ͷی آن گاه باشد، آشوبناک −M عملͽری T اگر كه ͬ كنیم م یادآوری را نكته این ابتدا (ب) قسمت اثبات برای
بردار دو y و x کنیم فرض ͬ دهند. م زیرفضا ͷی تشͺیل ،M در T متناوب بردارهای دهیم نشان است کافͬ بنابراین دارد. M در متناوب

که بە طوری دارند وجود N عضو nی و m پس باشند. M عضو و T برای متناوب

Tmx = x و Tny = y.

طرفͬ از .αx+ βy ∈ M داریم، β و α اسͺالر هر برای پس است. X زیرفضای M اما

Tmn(αx+ βy) = α(Tm)n(x) + β(Tn)m(y) = αx+ βy.

را M از زیرفضا ͷی تشͺیل ،M در T متناوب بردارهای مجموعه بنابراین است. M عضو و T برای متناوب بردار ͷی αx + βy پس
□ ͬ دهند. م

در خاص، ͬ های ویژگ با عملͽرهایی وجود و متناوب بردارهای از استفاده با عملͽر یك بودن زیرفضا⁃آشوبناک برای کافͬ شرط ͷی
ͬ شود. م ارائه بعدی قضیه

مجموعە ای دارای T کنیم فرض باشد. X از چͽال زیرمجموعە ای Y۰ و X از بسته زیرفضایی M و T ∈ B(X) کنیم فرض .۲ .۲ قضیه
باشد: زیر شرط دو از ͬͺی واجد و M در متناوب بردارهای از چͽال

ͬ كه: قسم به باشند موجود Snk
: Y۰ → M عملͽرهای (الف)

.y ∈ Y۰ هر برای Snk
y → ۰ (الف. ۱)

.y ∈ Y۰ هر برای TnkSnk
y → y (الف. ۲)

.Tnkx → ۰ باشیم داشته x ∈ Xy هر برای كه قسمͬ به باشد موجود M از Xy چͽال زیرمجموعه ،y ∈ Y۰ هر برای (الف. ۳)
ͬ كه: قسم به باشند موجود Sy,nk

: Xy → M عملͽرهای و M از Xy چͽال زیرمجموعه ،y ∈ Y۰ هر برای (ب)
.x ∈ Xy هر برای Sy,nk

x → ۰ (ب. ۱)
.x ∈ Xy هر برای TnkSnk

x → x (ب. ۲)
.y ∈ Y۰ هر برای Tnky → ۰ (ب. ۳)

است. M⁃آشوبناک عملͽری T این صورت در

به بنا باشند. M نسبی توپولوژی در باز مجموعه دو V و U كنیم فرض باشد. داشته را (الف) قسمت شرایط T كنیم فرض اثبات.
.uk → ۰ داریم، (الف. ۱) به توجه با .uk := Snk

y كنیم مͬ تعریف .y ∈ U ∩ Y۰ كه قسمͬ به دارد وجود ی y پس .Y۰ = M فرض
ͬ شود م نتیجه (الف. ۳) از دارد. وجود ی x ∈ V ∩Xy پس یافت. ͬ توان م را M از Xy چͽال مجموعه ،y این با متناظر ، (الف. ۳) به بنا
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۸۵–۷۵ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه شهریاری، م. و ͬ پور موس م.

طرفͬ از .Tnkx → ۰ كه

x+ uk → x.(۱)

كه ͬ شود م نتیجه (الف. ۲) از همچنین

Tnk(x+ uk) = Tnk(x) + TnkSnk
y → ۰+ y = y.(۲)

كه دارد وجود ی k۰ ،(۲) و (۱) به بنا پس

x+ uk۰ ∈ V و Tnk۰ (x+ uk) ∈ U.(۳)

عملͽری T كه ͬ شود م نتیجه [۳ .۳ قضیه ،۸] به بنا ،Tnk۰ (M) ⊆ M چون حال .T−nk۰ (U) ∩ V ̸= ϕ ͬ شود م نتیجه (۳) از بنابراین
است. M⁃آشوبناک عملͽری T پس است. M در متناوب بردارهای از چͽال مجموعە ای دارای T فرض، به بنا اکنون است. M⁃ترایا

با باشند. M نسبی توپولوژی در باز مجموعه دو V و U كنیم فرض كند. صدق (ب) قسمت شرایط در T كه ͬ گیریم م نظر در حال
به y با متناظر را M از Xy چͽال زیرمجموعه ͬ توان م فرض به توجه با دارد. وجود y ∈ V ∩ Y۰ بردار ،M در Y۰ بودن چͽال به توجه
به توجه با بنابراین .wk := Sy,nk

x ͬ دهیم، م قرار دارد. وجود ی x ∈ U ∩ Xy پس ،Xy = M اینكه به توجه با یافت. آمده، دست
داریم، (ب. ۲) و (ب. ۱)

wk → ۰ و Tnk(wk) = TnkSy,nk
x → x.(۴)

داریم، (ب. ۳) به توجه با و y + wk → y (۴) به توجه با پس

Tnk(y + wk) = Tnk(y) + TnkSy,nk
x → ۰+ x = x.

نتیجه [۳ .۳ قضیه ،۸] به بنا ،Tnk۱ (M) ⊆ M چون حال .T−nk۱ (U) ∩ V ̸= ϕ كه دارد وجود ی k۱ قبل، قسمت با مشابه اكنون
عملͽری T پس است. M در متناوب بردارهای از چͽال مجموعە ای دارای T فرض، به بنا اکنون است. M⁃ترایا عملͽری T كه ͬ شود م
□ است. M⁃آشوبناک

مشاهده قابل بعدی قضیه در که کنیم بیان عملͽر یك بودن زیرفضا⁃آشوبناک برای کافͬ شرطͬ ͬ توانیم م ویژه، مقدارهای ͷکم به
دهنده نشان Q كنیم فرض و باشد X فضای روی عملͽری T کنیم فرض کنیم. یادآوری را نکتە ای تا داریم نیاز قضیه بیان از قبل است.
داده نشان [۲ .۳۳ قضیه ،۴] در که همان طور آن گاه دهیم، نشان Per(T ) با را T متناوب بردارهای مجموعه اگر باشد. گویا اعداد مجموعه

است، شده
Per(T ) = span{x ∈ X : Tx = eαπixکه بە طوری دارد وجود αی ∈ Q}.

داریم، بنابراین
Per(T ) ∩M = span{x ∈ M : Tx = eαπixکه بە طوری دارد وجود αی ∈ Q}.

ͬ پردازیم. م قضیه بیان به اکنون

کنیم فرض باشد. X از بستە ای زیرفضای M و T ∈ B(X) کنیم فرض .۳ .۲ قضیه

X۰ = span{x ∈ M : Tx = λx و |λ| < که۱ بە طوری دارد وجود ی λ ∈ C},

Y۰ = span{x ∈ M : Tx = λx و |λ| > که۱ بە طوری دارد وجود ی λ ∈ C},

Z۰ = span{x ∈ M : Tx = eλπixکه بە طوری دارد وجود ی λ ∈ Q}.

عملͽری T آن گاه ،Tnk(M) ⊆ M که بە طوری باشد داشته وجود {nk} صعودی دنباله و باشند چͽال M در Z۰ و Y۰ و X۰ اگر
است. M⁃آشوبناک
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T پس است، چͽال M در Z۰ چون حال هستند. M در T متناوب بردارهای Z۰ اعضای شد، گفته که آنچه به توجه با اثبات.
دارد. M در متناوب بردارهای از چͽال مجموعە ای

چون باشند. باز مجموعه دو V ⊆ M و U ⊆ M کنیم فرض است. M به نسبت زیرفضا⁃ترایا عملͽری T که ͬ دهیم م نشان اکنون
و αk اسͺالرهای بنابراین .y ∈ Y۰ ∩U و x ∈ X۰ ∩ V که قسمͬ به دارند وجود M عضو ی y و x پس هستند چͽال M در Y۰ و X۰

که قسمͬ به دارند وجود ،۱ ≤ k ≤ n که yk ∈ Y۰ و xk ∈ X۰ بردارهای و ۱ ≤ k ≤ n که βk

x =

n∑
k=۱

αkxk و y =
n∑

k=۱
βkyk.

و |µk| > ۱ و Txk = tkxk و |tk| < ۱ که قسمͬ به کنیم پیدا µk و tk اسͺالرهای ͬ توانیم م ۱ ≤ k ≤ n هر برای بنابراین
دهیم قرار اگر بنابراین .Tyk = µkyk

um =
n∑

k=۱
βk

۱
µk

m
yk,

نتیجه در و um → ۰ داریم، m → ∞ وقتͬ آن گاه

x+ um → x.(۵)

داریم، m → ∞ وقتͬ همچنین

Tm(x) =

n∑
k=۱

αktk
mxk → ۰.

همچنین

Tm(x+ um) = Tm(x) + Tm(um)

= Tm(x) +
n∑

k=۱
Tm

(
βk

۱
µk

m
yk

)

= Tm(x) +
n∑

k=۱
βkyk

= Tm(x) + y → y.

بنابراین

Tm(x+ um) → y.(۶)

داریم، m ≥ N هر برای که بە طوری دارد وجود ی N طبیعͬ عدد که ͬ شود م نتیجه (۶) و (۵) رابطە های از

x+ um ∈ V و Tm(x+ um) ∈ U.

بنابراین .nk۰ > N که دارد وجود ی k۰ پس است، صعودی {nk} چون طرفͬ از .T−m(U) ∩ V ̸= ϕ داریم، m ≥ N هر برای پس

T−nk۰ (U) ∩ V ̸= ϕ.

است. M به نسبت زیرفضا⁃ترایا عملͽری ،T نتیجه در .Tnk۰ (M) ⊆ M همچنین
عملͽری T نتیجه در دارد. M در متناوب بردارهای از چͽال مجموعە ای که است M به نسبت زیرفضا⁃ترایا عملͽری T بنابراین
□ است. M به نسبت زیرفضا⁃آشوبناک
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زیرفضا⁃ابردوری عملͽرهای مستقیم جمع و زیرفضا⁃ترایا عملͽرهای مستقیم جمع .۳

مقاله، ادامه در است. زیرفضا⁃ابردوری هم باز دلخواه، عملͽر ͷی با زیرفضا⁃ابردوری عملͽر ͷی مستقیم جمع که ͬ دهیم م نشان ابتدا
نشان X ⊕ Y با را فضا دو این مستقیم جمع ،Y و X مختلط باناخ فضای دو برای است. دلخواه مختلط باناخ فضای یك دهنده نشان Y

.∥x⊕ y∥۲X⊕Y = ∥x∥۲X + ∥y∥۲Y آن در كه ͬ كنیم م تعریف X ⊕ Y = {x⊕ y : x ∈ X و y ∈ Y } صورت به و ͬ دهیم م
.(S ⊕ T )(x⊕ y) = Sx⊕ Ty آن گاه ،y ∈ Y و ،x ∈ X ،T ∈ B(Y ) ،S ∈ B(X) اگر علاوه به

عملͽری T ∈ B(Y ) و X از M ناصفر و بسته زیرفضای به نسبت زیرفضا⁃ابردوری عملͽری S ∈ B(X) کنیم فرض .۱ .۳ قضیه
است. زیرفضا⁃ابردوری عملͽری S ⊕ T این صورت در باشد. دلخواه

S⊕T برای زیرفضا⁃ابردوری بردار ͷی x⊕۰ نتیجه در باشد. T برای M به نسبت زیرفضا⁃ابردوری بردار ͷی x کنیم فرض اثبات.
□ است. زیرفضا⁃ابردوری عملͽری S ⊕ T نتیجه در است. M ⊕ {۰} زیرفضای به نسبت

کنیم. بیان را زیر نتیجه ͬ توانیم م ،۱ .۳ قضیه از استفاده با

است. زیرفضا⁃ابردوری مختلف، زیرفضای دو به نسبت حداقل زیرفضا⁃ابردوری عملͽر دو مستقیم جمع .۲ .۳ نتیجه

عملͽری T ∈ B(Y ) و X از M ناصفر و بسته زیرفضای به نسبت زیرفضا⁃ابردوری عملͽری S ∈ B(X) کنیم فرض اثبات.
ͷی y و M به نسبت S برای زیرفضا⁃ابردوری بردار ͷی x کنیم فرض باشد. Y از N ناصفر و بسته زیرفضای به نسبت زیرفضا⁃ابردوری
S⊕T برای زیرفضا⁃ابردوری بردار ͷی x⊕۰ که ͬ شود م دیده آسانͬ به صورت این در باشد. N به نسبت T برای زیرفضا⁃ابردوری بردار
□ است. {۰} ⊕N زیرفضای به نسبت S ⊕ T برای زیرفضا⁃ابردوری بردار ͷی {۰} ⊕ y و است M ⊕ {۰} زیرفضای به نسبت

{an}∞n=۰ ∈ l۲ هر برای كه است l۲ روی عقب به انتقال عملͽر B که باشد S = ۳B کنیم فرض ،۲ .۳ نتیجه از کاربردی عنوان به
زیرفضای به نسبت S است، شده ثابت [۸] در که همان طور شود. مͬ تعریف B(a۰, a۱, a۲, . . .) = (a۱, a۲, . . .) صورت به

M = {{an}∞n=۰ ∈ l۲ : a۲n = ۰, n = ۰,۱,۲, . . . برای },

نسبت T = ۲B عملͽر آن گاه ،m ∈ N اگر که است شده داده نشان [۸∙۳ مثال ،۸] در است. زیرفضا⁃ابردوری نتیجه در و زیرفضا⁃ترایا
زیرفضای به

N = {{an}∞n=۰ ∈ l۲ : an = ۰, n < m برای },

که بͽوییم ͬ توانیم م پس است. زیرفضا⁃ابردوری

S ⊕ T : ۳B ⊕ ۲B : l۲ ⊕ l۲ → l۲ ⊕ l۲,

است. {۰} ⊕N و M ⊕ {۰} به نسبت زیرفضا⁃ابردوری
عملͽر، دو مستقیم جمع اگر که ͬ دهیم م نشان و ͬ دهیم م گسترش را [۱] در کیلیͺمان و بامرنͬ توسط آمده دست به نتیجه بعد، قضیه در

هستند. زیرفضا⁃ترایا نیز آن ها از هرکدام اضافە ای، شرط هیچ گرفتن نظر در بدون باشد، زیرفضا⁃ترایا

S ⊕ T اگر باشند. Y و X از ناصفری و بسته زیرفضاهای ترتیب به N و M و T ∈ B(Y ) و S ∈ B(X) کنیم فرض .۳ .۳ قضیه
است. N⁃ترایا عملͽری T و M⁃ترایا عملͽری S آن گاه باشد، M⁃ترایا ⊕N عملͽری

است. M⁃ترایا عملͽری نیز T آن گاه باشد، M⁃ترایا ⊕M عملͽری T ⊕ T اگر ویژه، به

N نسبی توپولوژی در باز مجموعە هایی V۱, V۲ ⊆ N و M نسبی توپولوژی در باز مجموعە هایی U۱, U۲ ⊆ M کنیم فرض اثبات.
توپولوژی در ناتهͬ و باز مجموعه ͷی شامل (S⊕T )−n(U۱⊕V۱)∩ (U۲⊕V۲) بە طوری که دارد وجود ی n ∈ N۰ فرض به بنا باشند.

که قسمͬ به دارند وجود W۲ ⊆ N و W۱ ⊆ M نسبی باز ناتهͬ مجموعە های بنابراین است. M ⊕N نسبی
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W۱ ⊕W۲ ⊆ (S ⊕ T )−n(U۱ ⊕ V۱) ∩ (U۲ ⊕ V۲)

⊆ (S−n(U۱) ∩ U۲)⊕ (T−n(V۱) ∩ V۲)

S پس است. W۲ ناتهͬ و باز مجموعه ͷی شامل T−n(V۱) ∩ V۲ و W۱ ناتهͬ و باز مجموعه ͷی شامل S−n(U۱) ∩ U۲ بنابراین
□ است. N⁃ترایا عملͽری T و M⁃ترایا عملͽری

است. مثبت ،(۱) پرسش پاسخ كه ͬ دهد م نشان ۳ .۳ قضیه
عملͽری نیز T آن گاه باشد، M⁃ترایا عملͽری ،T p اگر که است واضح تعریف به بنا باشد. مثبتͬ صحیح عدد p کنیم فرض اكنون

داریم. را بعدی نتیجه بنابراین است. M⁃ترایا

صحیح عدد اگر باشند. Y و X از ناصفری و بسته زیرفضاهای ترتیب به N و M و T ∈ B(Y ) و S ∈ B(X) کنیم فرض .۴ .۳ نتیجه
عملͽری T و M⁃ترایا عملͽری S این صورت در باشد، M⁃ترایا ⊕N عملͽری (S ⊕ T )p که قسمͬ به باشد داشته وجود ی p مثبت

است. N⁃ترایا

عملͽری ترتیب به ،T یا S از ͬͺی و باشد N⁃ترایا عملͽری T و ترایا −M عملͽری S اگر كه است شده داده نشان [۳ .۲ قضیه ،۱] در
است. M⁃ترایا ⊕N عملͽری S ⊕ T آن گاه باشد، N⁃آمیخته یا M⁃آمیخته

است، زیرفضا⁃ترایا عملͽری دلخواه، عملͽری با زیرفضا⁃ترایا عملͽر ͷی مستقیم جمع که موضوع این دادن نشان با بعدی قضیه در
ͬ کنیم. م فراهم (۴) پرسش به دادن مثبت پاسخ برای را زمینه

دلخواه عملͽری T ∈ B(Y ) و M⁃ترایا عملͽری S اگر باشد. X از ناصفر و بسته زیرفضایی M و S ∈ B(X) کنیم فرض .۵ .۳ قضیه
است. زیرفضا⁃ترایا عملͽری S ⊕ T آن گاه باشد،

مجموعه دو V ⊆ M و U ⊆ M کنیم فرض ادعا، این اثبات برای است. M⁃ترایا ⊕{۰} عملͽری S⊕T که ͬ کنیم م ادعا اثبات.
که دارد وجود ی n ∈ N۰ پس است. زیرفضا⁃ترایا M به نسبت S فرض، به بنا باشند. نسبی توپولوژی در باز

S−n(U) ∩ V ̸= ϕ و Sn(M) ⊆ M.(۷)

دیͽر: سوی از

(S ⊕ T )−n(U ⊕ {۰}) ∩ (V ⊕ {۰})

= (S−n(U)⊕ T−n({۰})) ∩ (V ⊕ {۰})

= (S−n(U) ∩ V )⊕ (T−n({۰}) ∩ {۰}).

،(۷) به توجه با و است ناتهͬ (S−n(U) ∩ V )⊕ (T−n({۰}) ∩ {۰}) وضوح به

(S ⊕ T )n(M ⊕ {۰}) = Sn(M)⊕ Tn({۰}) ⊆ M ⊕ {۰}.

□ است. M⁃ترایا ⊕ {۰} عملͽری S ⊕ T پس

زیرفضای به نسبت l۲ روی S = ۳B شد، بیان که همان طور .۶ .۳ مثال

M = {{an}∞n=۰ ∈ l۲ : a۲n = ۰, n = ۰,۱,۲, . . برای. }

است. زیرفضا⁃ترایا S ⊕ T عملͽر ،T ∈ B(Y ) دلخواه عملͽر هر برای پس است. زیرفضا⁃ترایا

ͬ گردد. م صرفنظر آن اثبات بیان از و است ۲ .۳ نتیجه اثبات به شبیه بعدی نتیجه اثبات
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زیرفضا، دو به نسبت حداقل S⊕T صورت این در باشند. زیرفضا⁃ترایا عملͽرهایی T ∈ B(Y ) و S ∈ B(X) کنیم فرض .۷ .۳ نتیجه
است. زیرفضا⁃ترایا

زیرفضا⁃ترایا بردارهای از متناهͬ تعداد هر برای ۷ .۳ نتیجه علاوه، به است. مثبت ،(۲) پرسش پاسخ كه ͬ دهد م نشان ۷ .۳ نتیجه
زیرفضا، n به نسبت حداقل T۱ ⊕ T۲ ⊕ · · · ⊕ Tn باشند، زیرفضا⁃ترایا عملͽرهایی Tn و · · · و T۲ و T۱ اگر یعنͬ است. تعمیم قابل

است. زیرفضا⁃ترایا

زیرفضا⁃آشوبناک عملͽرهای مستقیم جمع .۴

ویژه، به ͬ کنیم. م بیان این باره در نتیجە هایی و قضیە ها و ͬ پردازیم م زیرفضا⁃آشوبناک عملͽرهای مستقیم جمع بررسͬ به بخش این در
است. مثبت شد، بیان ۱ بخش در که (۴) پرسش و (۳) پرسش پاسخ ͬ دهیم م نشان

S ⊕ T : اگر باشند. Y و X از ناصفری و بسته زیرفضاهای ترتیب به N و M و T ∈ B(Y ) و S ∈ B(X) کنیم فرض .۱ .۴ قضیه
اگر بە ویژه، است. N⁃آشوبناک عملͽری T و M⁃آشوبناک عملͽری S آن گاه باشد، M⁃آشوبناک ⊕N عملͽری X ⊕ Y → X ⊕ Y

است. M⁃آشوبناک نیز T آن گاه باشد، M⁃آشوبناک ⊕M عملͽری T ⊕ T

قضیه به بنا پس ͬ باشد. م نیز M⁃ترایا ⊕N تعریف به بنا نتیجه در و است M⁃آشوبناک ⊕N عملͽری S ⊕ T فرض به بنا اثبات.
زیرمجموعە ای S⊕T زیرفضا⁃آشوبناک، عملͽرهای تعریف به بنا دیͽر، طرف از است. N⁃ترایا عملͽری T و M⁃ترایا عملͽری S ،۳ .۳
فرض است. چͽال N در B و M در A ͬ دهیم م نشان بنامیم، A⊕B را زیرمجموعه این اگر دارد. M ⊕N در متناوب بردارهای از چͽال

که: دارد وجود ی yn ∈ B و xn ∈ A بنابراین .b ∈ N و a ∈ M کنیم

||(xn ⊕ yn)− (a⊕ b)||۲M⊕N < ε.

رو: این از

||(xn − a)⊕ (yn − b)||۲M⊕N < ε.(۸)

که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م (۸) به بنا

||(xn − a)||۲M < ε و ||(yn − b)||۲N < ε.

است. N⁃آشوبناک عملͽری T و M⁃آشوبناک عملͽری S بنابراین است. چͽال N در B و M در A پس
□

است. (۳) پرسش به مثبتͬ پاسخ ۱ .۴ قضیه
S⊕T که دارد امͺان آیا نباشد N⁃آشوبناک عملͽری هم T و نباشد M⁃آشوبناک عملͽری S اگر که ͬ شود م مطرح سئوال این اکنون

باشد؟ M⁃آشوبناک ⊕N عملͽری
T و M⁃آشوبناک عملͽری باید S ،۱ .۴ قضیه به بنا باشد M⁃آشوبناک ⊕N عملͽری S⊕T اگر چون است منفͬ سئوال این پاسخ

باشند. N⁃آشوبناک عملͽری باید
متناوب بردارهای از چͽال مجموعه ͷی نیز T باشد، متناوب بردارهای از چͽال مجموعه ͷی دارای Tn اگر که ͬ شود م دیده آسانͬ به

ͬ دهد. م دست به را بعدی نتیجه ،۴ .۳ نتیجه همراه به واقعیت این دارد.

صحیح عدد اگر باشند. Y و X از ناصفری و بسته زیرفضاهای ترتیب به N و M و T ∈ B(Y ) و S ∈ B(X) کنیم فرض .۲ .۴ نتیجه
T و M⁃آشوبناک عملͽری S این صورت در باشد، آشوبناک −M ⊕ N عملͽری (S ⊕ T )p که قسمͬ به باشد داشته وجود ی p مثبت

است. N⁃آشوبناک عملͽری
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آن مستقیم جمع كه شود مͬ ثابت بعد قضیه در باشد، آمیخته ها آن از ͬͺی حداقل كه باشیم داشته زیرفضا⁃آشوبناك عملͽر دو اگر
است. زیرفضا⁃آشوبناك زیرفضاها، مستقیم جمع به نسبت عملͽرها

ترتیب به T یا S از ͬͺی حداقل و باشد N⁃آشوبناك عملͽری T ∈ B(Y ) و آشوبناك −M عملͽری S ∈ B(X) اگر .۳ .۴ قضیه
است. M⁃آشوبناك ⊕N عملͽری S ⊕ T آن گاه باشند، N⁃آمیخته یا M⁃آمیخته

آن كه دارد M در متناوب بردارهای از چͽال ای مجموعه و است M⁃ترایا عملͽری پس است M⁃آشوبناك عملͽری S چون اثبات.
متناوب بردارهای از چͽال مجموعە ای و است N⁃ترایا عملͽری پس است N⁃آشوبناك عملͽری T چون ͬ دهیم. م نشان PerM (S) با را
،۱] به بنا است، N⁃آمیخته یا M⁃آمیخته ترتیب به T یا S از ͬͺی حداقل چون حال ͬ دهیم. م نشان PerN (T ) با را آن كه دارد N در

است. M⁃ترایا ⊕N عملͽری S ⊕ T ،[۳ .۲ قضیه
كه قسمͬ به دارند وجود ی b ∈ PerN (T ) و a ∈ PerM (S) پس .(x, y) ∈ M ⊕N كنیم فرض اكنون

||x− a||۲M <
ε

۲ و ||y − b||۲N <
ε

۲ .

بنابراین

||(x, y)− (a, b)||۲M⊕N < ε

عملͽری S ⊕ T پس است. M ⊕ N در S ⊕ T برای متناوب بردارهای از چͽال مجموعە ای PerM (S) ⊕ PerN (T ) نتیجه، در
□ است. M⁃آشوبناك ⊕N

است. زیرفضا⁃آشوبناک هم باز زیرفضا⁃آشوبناک عملͽر دو مستقیم جمع که ͬ دهیم م نشان بعدی قضیه در

دو به نسبت حداقل S ⊕ T این صورت در باشند. زیرفضا⁃آشوبناک عملͽر دو T ∈ B(Y ) و S ∈ B(X) کنیم فرض .۴ .۴ قضیه
است. زیرفضا⁃آشوبناک متفاوت، زیرفضای

ترتیب به T و S که بە طوری باشد Y از ناصفری و بسته زیرفضای N و X از ناصفری و بسته زیرفضای M کنیم فرض اثبات.
بنا است. N⁃ترایا عملͽری T و M⁃ترایا عملͽری S زیرفضا⁃آشوبناک، عملͽرهای تعریف به بنا باشند. N⁃آشوبناک و M⁃آشوبناک

زیرفضا⁃آشوبناک تعریف به بنا دوباره است. {۰}⁃ترایا ⊕ N و M⁃ترایا ⊕ {۰} عملͽری S ⊕ T که بͽوییم ͬ توانیم م ،۷ .۳ نتیجه به
متناوب بردارهای از چͽال زیرمجموعە ای دارای T و AS را آن که است M در متناوب بردارهای از چͽال زیرمجموعە ای دارای S بودن،
در S ⊕ T برای متناوب بردارهای از چͽال زیرمجموعه ͷی AS ⊕ {۰} که ͬ شود م دیده آسانͬ به ͬ نامیم. م AT را آن که است N در
عملͽری S ⊕ T نتیجه در است. {۰} ⊕N در S ⊕ T برای متناوب بردارهای از چͽال زیرمجموعه ͷی {۰} ⊕AT و است M ⊕ {۰}
□ است. {۰}⁃آشوبناک ⊕N و M⁃آشوبناک ⊕ {۰}

زیرفضا⁃آشوبناک بردارهای از متناهͬ تعداد هر برای ۴ .۴ قضیه همچنین است. مثبت ،(۴) پرسش پاسخ كه ͬ دهد م نشان ۴ .۴ قضیه
نسبت حداقل T۱ ⊕ T۲ ⊕ · · · ⊕ Tn عملͽر آن گاه باشند، زیرفضا⁃آشوبناک عملͽرهایی nT· · · و T۲ و T۱ اگر یعنͬ است. تعمیم قابل

است. زیرفضا⁃آشوبناک زیرفضا، n به
کنیم. بیان را زیر نتیجه ͬ توانیم م ۴ .۴ قضیه و ۱ .۴ قضیه به توجه با

باشد. زیرفضا⁃آشوبناک T ⊕ T اگر تنها و اگر است زیرفضا⁃آشوبناک T ∈ B(X) عملͽر .۵ .۴ نتیجه

S⊕T باشد، زیرفضا⁃آشوبناک نیز T یا S عملͽر دو از ͬͺی اگر که ͬ شود م دیده آسانͬ به ۱ .۴ قضیه اثبات روند از استفاده با همچنین
است. زیرفضا⁃آشوبناک عملͽری

ͬ بریم. م پایان به مثالͬ با را بخش این
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است. زیرفضا⁃آشوبناک M := l۲ ⊕ {۰} به نسبت l۲ ⊕ l۲ روی S = ۲B ⊕ I عملͽر که است شده داده نشان [۱۱] در .۶ .۴ مثال
است. زیرفضا⁃آشوبناک عملͽری M ⊕ {۰} به نسبت S ⊕ T باشد، دیͽری دلخواه عملͽر T ∈ B(Y ) اگر پس
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Subspace-chaotic operators and their direct sum

Mansooreh Moosapoor∗ and Mohammad Shahriari

Abstract: In this article, we state some sufficient conditions for an operator to be subspace-chaotic. The
properties of the direct sum of operators are interesting topics in operator theory. In this paper, we show
that the direct sum of the two subspace-chaotic operators is subspace-chaotic with respect to at least two
subspaces, and the same is true for the subspace-transitive and subspace-hypercyclic operators. We also
make interesting examples of these operators with the help of the stated theorems. In addition, we prove
that if the direct sum of two operators is subspace-chaotic or subspace-transitive, then each of those two
operators is subspace-chaotic or subspace-transitive, respectively. We also generalize these results to the
direct sum of a finite number of these operators.
Keywords: subspace-chaotic operators, subspace-hypercyclic operators, subspace-transitive operators,
direct sum.
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