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کسر∗∗ حسابان برای محاسباتͬ روش  های در خوب) نە  چندان (و خوب شیوە  های

استاینز مارتین و گاراپا∗ روبرتو دیتهلم، کای
اسماعیلͬ شاهرخ مترجم:

عددی بحث کلͬ، بە طور است. محاسباتͬ رویͺردهایی از استفاده نیازمند موارد بیشتر در کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل چͺیده.
خاص دشواری های از غیرمتخصص پژوهشͽران اوقات بیشتر و است، آن صحیح مرتبۀ حالت از دشوارتر بسیار کسری دیفرانسیل معادلات
و ابداع نوشتجات در غیرقابل اعتماد روش های یا ͬ شوند م برده بە کار نادرست شیو ە ای به معمولا˟ عددی روش های نتیجه، در بی اطلاع اند. آن
ماهیت شناسایی، را کسری حسابان در عددی روش های از استفاده در مشترک چالش های برخͬ ͬ کنیم م سعͬ مقاله این در ͬ شوند. م پیشنهاد

کنیم. معرفͬ درست نتایج به حصول برای خوب شیوۀ چند و تشریح را آنها

مقدمه .۱

طبیعͬ بە طور کسری، دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ جواب  های یافتن دشواری با همراه کسری، حسابان از استفاده به فزاینده علاقۀ
با جزئͬ و معمولͬ دیفرانسیل معادلات از وسیعͬ طیف حل برای عددی روش های بە کارگیری و ابداع مطالعه، به وادار را پژوهشͽران
است فعال بسیار پژوهشͬ حوزۀ ͷی کسری مرتبه مسائل برای محاسباتͬ روش های بررسͬ ترتیب، این به ͬ نماید. م کسری مشتق های

ͬ شود. م منتشر آن در پژوهشͬ مقالۀ زیادی تعداد ساله هر که
چالش ͷی بە تنهایی خود کسری مرتبه مشتق های و انتگرال ها به پرداختن برای قابل اعتماد و مؤثر عددی روش های یافتن وظیفۀ
این خاص ماهیت نیستند. کمتر تحلیلͬ جواب های یافتن از اما متفاوت اند ماهیت نظر از اگرچه که است همراه دشواری هایی با و است
شود. منجر اشتباه حتͬ یا نامعتبر نتایج به است ممͺن نشود، توجه آنها به بە درستͬ اگر که است محاسباتͬ چالش هایی شامل عملͽرها
روش های موارد، بیشتر در هستند. نامناسب کسری مرتبه مسائل برای که است روش هایی نمونه از سرشار علمͬ متون متأسفانه،
مرتبه همتایان برای ناشیانه شیوۀ به و شدە اند ابداع استاندارد صحیح مرتبه عملͽرهای برای اصل در که هستند روش هایی صرفاً ارائە شده
کنند درک ͬ توانند نم اغلب پژوهشͽران کسری، مرتبه مسائل خاص ͬ های ویژگ از کافͬ گاهͬ آ بدون شدە اند. گرفته بە کار خود کسری

ͬ آید. م بە دست غیرمنتظره نتایج چرا که
مرتبه مسائل برای قابل اعتماد محاسباتͬ روش های تدوین هنگام که است اصلͬ دستورالعمل چند معرفͬ مقاله این اصلͬ اهداف
کاری را کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات جواب  یافتن که است اصلͬ مشخصە های برجستە کردن همچنین شوند، رعایت باید کسری

پایا. حافظۀ همواری، فرض های عددی، روش های کسری، دیفرانسیل معادلات کليدی: کلمات و عبارات
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۳۸–۱۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه اسماعیلͬ، ش. مترجم: استاینز، م. و گاراپا ر. دیتهلم، ک.

سعͬ بلͺه ͬ شود، نم انتقاد اشتباه یا ضعیف روش های از صرفاً مقاله این در ͬ سازد. م صحیح مرتبه حالت از دشوارتر البته و متفاوت
رویͺردهای سوی به را خواننده امͺان، صورت در و هستند غیرقابل اعتماد کسری محاسبات در روش ها برخͬ چرا که دهیم توضیح ͬ کنیم م
عددی تحلیل در خاصͬ ذهنͬ پیش زمینۀ که ͬ دهد م قرار خطاب مورد را جوان محققان اصل در پژوهش این کنیم. هدایت مناسب تر
برای طریق این از که است این هدف دارند. نیاز کسری مرتبه مسائل حل برای محاسباتͬ روش های بە  اما ندارند کسری مرتبه مسائل

کنیم. ارائه راهنمایی نوعͬ ͬ دهند، م رخ زمینه این در گاهͬ که اشتباهایی معمول ترین و متداول ترین از جلوگیری
را اندیشە هایی متداول ترین ،۲ بخش در اساسͬ ͬ های ویژگ و تعاریف برخͬ یادآوری از پس است. یافته سازمان زیر طریق به مقاله
بە درستͬ اساسͬ اندیشە های اغلب ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م نمایان ۳ بخش در دارند وجود نوشتجات در پیشنهادی روش های بیشتر در که
چندجملە ای تقریب های چرا که ͬ کنیم م بحث مورد این در ۴ بخش در هستند. جدید روش هایی که ͬ شود م ادعا تنها و نشده شناخته
اغلب که (همان طور بالا مرتبه روش های ابداع برای چرا و باشند رضایت بخش کسری مرتبه مسئلە های برای ͬ توانند م حدودی تا فقط
و ͬ شود م مطرح ۶ و ۵ بخش های در کسری عملͽرهای ͬ بودن غیرموضع به مربوط عمدۀ مشͺلات هستند. نامناسب است) شده پیشنهاد
معادلات عددی بررسͬ به مربوط ملاحضاتͬ ͬ گیرد. م قرار بحث مورد حافظه عبارت با مؤثر مواجهه برای رویͺردها تواناترین از برخͬ

است. شده ارائه ۸ بخش در پایانͬ توضیحات برخͬ و ۷ بخش در کسری جزئͬ دیفرانسیل

نمادها و پایه مطالب .۲

دربارۀ اساسͬ مفاهیم از برخͬ اینجا در بعدی، ارجاع برای ͬ ها ویژگ و تعاریف متداول ترین به دسترسͬ و نمادگذاری تثبیت هدف با
ͬ کنیم. م یادآوری را کسری حسابان

ریمان⁃لیوویل نوع از کسری انتگرال برای را معمول تعاریف مقاله این در ،t۰ ∈ R هر و α > ۰ برای

(۱) Jα
t۰f(t) =

۱
Γ(α)

∫ t

t۰

(t− τ)α−۱f(τ) dτ, t > t۰

ریمان⁃لیوویل نوع از کسری مشتق برای

(۲) RLDα
t۰f(t) := DmJm−α

t۰ f(t) =
۱

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

t۰

(t− τ)m−α−۱f(τ) dτ, t > t۰

کاپوتو نوع از کسری مشتق برای و

(۳) CDα
t۰f(t) := Jm−α

t۰ Dmf(t) =
۱

Γ(m− α)

∫ t

t۰

(t− τ)m−α−۱f (m)(τ) dτ, t > t۰

است. α با مساوی یا بزرگتر صحیح عدد کوچͺترین m = ⌈α⌉ آن در که ͬ پذیریم م
کتابهای از ͷی هر به ͬ توان م آنها، اصلͬ ͬ های ویژگ شناخت و دارند وجود بالا عملͽرهای آنها تحت که شرایطͬ جامع بررسͬ برای
را CDα

t۰ و RLDα
t۰ عملͽرهای بین رابطۀ فقط اینجا در کرد. مراجعه ([۶ ،۵ ،۴ ،۳ ،۲ ،۱] مثال، (برای زمینه این در موجود درسͬ

بە صورت

(۴) CDα
t۰f(t) = RLDα

t۰ (f − Tm−۱[f ; t۰]) (t)

است t۰ نقطۀ حول f تابع m− ۱ درجۀ تیلر چندجملە ای Tm−۱[f ; t۰] آن در که ͬ کنیم م یادآوری

(۵) Tm−۱[f ; t۰](t) =
m−۱∑
k=۰

f (k)(t۰)

k!
(t− t۰)

k
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۳۸–۱۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه کسر∗∗، حسابان برای محاسباتͬ روش  های در خوب) نە  چندان (و خوب شیوە  های

یعنͬ ͬ گیریم، م درنظر کاپوتو مشتق با دیفرانسیل معادلات برای را کوشͬ نوع از اولیه مقدار مسائل منحصراً بە علاوه،

(۶)


CDα

t۰y(t) = f(t, y(t))

y(t۰) = y۰, y
′(t۰) = y

(۱)
۰ , . . . , y(m−۱)(t۰) = y

(m−۱)
۰

جزئͬ دیفرانسیل معادلات به مربوط مسائل دربارۀ نیز کلͬ توضیح چند هستند. معلوم اولیۀ مقادیر y
(m−۱)
۰ ،. . .،y(۱)

۰ ،y۰ آن در که
شد. خواهد ارائه

جاافتاده؟ یا جدید روش های .۳

برای جدید» روش های از «خانوادە ای یا جدید» «روش های ارائه بیانگر آنها نویدبخش عنوان که ͬ بینیم م را مقالاتͬ اوقات، اغلب
حل برای خوب و جدید اندیشە  های به مشتاق خوانندگان توجه بلافاصله دست، این از مقالاتͬ است. خاص کسری مرتبه عملͽر ͷی
آنچه زیرا شود، ناامیدی باعث ͬ تواند م مقالاتͬ چنین اول صفحه چند خواندن اما ͬ کنند. م جلب خود به را نوع این از مسایلͬ عددی

است. شده اعمال جدید) شاید (و خاص مسئلە ای روی که است قدیمͬ روشͬ تنها است، جدید ͬ شود م ادعا
این که دلیل این به شاید است. درک قابل ͬ شود، م بازآفرینͬ دیͽری نویسندۀ توسط قدیمͬ روش ͷی گاهͬ که پدیده این امروزه
گمراە کننده یا مبهم عنوانͬ با که دلیل این به شاید قبلͬ، نتیجۀ از نویسنده این که یا و آید بە دست مختلف رویͺردهای با ͬ تواند م روش
و مشهور روش های است: افتاده اتفاق عجیب کاملا́ و متفاوت پدیدۀ ͷی کسری، حسابان در حال، این با است. بی اطلاع شده، منتشر
نویسندگان از بعضͬ ͬ رسد م بە نظر ͬ شوند. م قالب «جدید» عنوان با اغلب خاص، مسئله چند در آنها بە کارگیری بە دلیل تنها پرکاربرد،
نه و کرد توصیف جدید را آنها ͬ توان م که ͬ شود م روش هایی به منجر جدید رویͺردهای و جدید اندیشە های توسعۀ موضوع که این از
جدید، عملͽرهای از ͷی هر برای جاافتاده فنون بە کاربردن حتͬ هستند. غافل خاص، مسئله ͷی برای شناختە شده روش های بە کارگیری
هنگامͬ بە ویژه کرد، تلقͬ جدید واقعاً روش ͷی ͬ توان نم را ͬ آید، م بە دست دیͽر تابعͬ با (۱) انتگرال در هسته جایͽزینͬ با بە سادگͬ که

باشد. سرراست جدید عملͽر به تعمیم که
شدە اند، مطالعه و برنامە ریزی پیش  دهە ها که هستند فنونͬ و ایدە ها براساس ͬ دهند، م خبر «جدید» روش های از که مقالاتͬ بیشتر

ͬ شود. نم داده حتͬ اصلͬ منابع به هم مناسب ارجاعات گاهͬ و
بسیاری و هستند، محبوب بسیار و مناسب کسری مرتبه مسئلە های برای که دارند وجود قدرتمند و اساسͬ روش  چند واقع، در
در اغلب که رایج تر و اصلͬ اندیشە های توضیح  بنابراین، است. آنها در نهفته اندیشە های کاربرد صرفاً پیشنهادی، جدید» «روشهای از

باشد. مفید است ممͺن آنها، توسعه و منشاء از کوتاهͬ تاریخچه تهیۀ و ͬ شوند، م پیشنهاد (دوباره) کسری حسابان

برداری میدان یا آنها جواب تقریب با دیفرانسیل معادلات حل حاصل ضرب. انتگرال گیری قواعد و چندجملە ای درونیابی .۱ .۳
معادلات برای ͷکلاسی خطͬ چندگامͬ روش های از برخͬ است. رایج و قدیمͬ بسیار اندیشە ای درونیاب چندجملە ای ͷی بوسیلۀ آنها

هستند. رویͺرد این بر مبتنͬ آدامز⁃مولتن، یا آدامز⁃بشفورت روش های نوع از بە ویژه معمولͬ، دیفرانسیل
ولترا انتگرال معادلات عددی حل برای چندجملە ای درونیابی که [۸ ،۷] کرد پیشنهاد انگلیسͬ ریاضیدان یانگ اَندرو ۱۹۵۴ سال در
بە صورت ͬ توان م را (۶) چونکه است، مناسب نیز کسری دیفرانسیل معادلات برای اندیشه این که است شده معلوم شود. گرفته بە کار

کرد بازنویسͬ زیر ولترای انتگرال معادلۀ

(۷) y(t) = Tm−۱[y; t۰](t) +
۱

Γ(α)

∫ t

t۰

(t− u)α−۱f(u, y(u)) du
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۳۸–۱۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه اسماعیلͬ، ش. مترجم: استاینز، م. و گاراپا ر. دیتهلم، ک.

نقاط این ، لزوماً نه اما (اغلب، ͬ شود م تعریف [t۰, T ] جواب بازۀ نقاط از {tn} شبͺۀ ͷی نخست یانگ، پیشنهادی رویͺرد در
ͬ شود م بازنویسͬ زیر تکە ای بە صورت (۷) معادلۀ و ͬ شوند) م گرفته درنظر h = (T − t۰)/N با tn = t۰ +hn بە صورت و هم فاصله

(۸) y(tn) = Tm−۱[y; t۰](tn) +
۱

Γ(α)

n−۱∑
j=۰

∫ tj+۱

tj

(tn − u)α−۱f(u, y(u)) du

ͬ شود. م جایͽزین ͬ کند، م درونیابی شبͺه این روی را f که چندجملە ای ͷی با f(u, y(u)) برداری میدان ،[tj , tj+۱] بازۀ هر در سپس
ͬͺی در دادە ها براساس صرفاً ͬ توان م زیرا است، ساده بسیار شود استفاده ۱ یا ۰ درجۀ چندجملە ای های از آن در اگر بە ویژه رویͺرد این
ذوزنقە ای روش به موسوم ۱؛ (درجه پایانͬ نقطۀ دو هر در یا حاصل ضرب) مستطیلͬ روش به موسوم ۰؛ (درجه زیربازە ها پایانͬ نقاط از
از هیچ کدام نیست. نیازی بازه بیرون نقاط یا بازه درون ͬͺکم نقاط معرفͬ به موارد این در بنابراین، کرد. تعیین را تقریب حاصل ضرب)
تحلیلͬ ͬ های ویژگ داد، خواهیم نشان ۴ بخش در که همان طور اما کنند، ایجاد را بخصوصͬ بالای مرتبه همͽرایی ͬ توانند نم روش ها این
بدقلق و دشوار بسیار استفاده، مورد فن به توجه بدون را بالا مرتبه دقت به دستیابی کسری، دیفرانسیل معادلات نوعͬ جواب های از
قرار بررسͬ مورد کامل بە طور [۱۰] در آنها پایداری و [۹] در فنون این همͽرایی ͬ های ویژگ که دلیل این به و نتیجه، در ساخت. خواهند
مرتبه مدل  های کاربران میان در حاصل ضرب ذوزنقە  ای و حاصل ضرب مستطیلͬ روش های شدە اند، درک بە خوبی این رو از و گرفتە اند

هستند. محبوب بسیار کسری
مورد بیشتر جزئیات با ۴ بخش در و شد توصیه بالا در که همان طور اما، [۱۲ ،۱۱] شدە اند پیشنهاد بالاتر مرتبه روش های گە گاه
استفاده مورد بە ندرت بنابراین و است دادە شده مسائل دقیق جواب های از نامعمول نسبتاً خواص مستلزم روش ها این ͬ گیرد، م قرار بحث
برای ۱۹۸۵ سال از حاصل ضرب انتگرال گیری قواعد همͽرایی ͬ های ویژگ روی منتظم بودن عدم نتایج که کنید توجه ͬ گیرند. م قرار

گرفتە اند. قرار مطالعه مورد [۱۴] کسری دیفرانسیل معادلات خاص حالت برای ۲۰۰۴ سال از و [۱۳] ولترا انتگرال معادلات

نامیده Ⅼ۱ طرح (۳) در کاپوتو مشتق عملͽر تقریب برای ͷکلاسی عددی روش ͷی .L2 و L1 طرح های مشتق ها: تقریب .۲ .۳
است زیر بە صورت کاپوتو عملͽر تعریف ،۰ < α < ۱ برای ͬ شود. م

CDα
t۰f(t) =

۱
Γ(۱ − α)

∫ t

t۰

(t− τ)−αf ′(τ) dτ, t > t۰

t۰ < t۱ < بە صورت را یͺنواخت) فواصل با لزوماً نه (یعنͬ، دلخواه کاملا́ شبͺە ای ([۱۵] کتاب در (۸·۲· ۶) (معادلۀ اندیشه این
ͬ کند م جایͽزین زیر تقریب با را انتگرالده در f ′(τ) عامل و ͬ کند م معرفͬ t۲ < · · · < tN

f ′(τ) ≈
f(tj+۱)− f(tj)

tj+۱ − tj
, τ ∈ (tj , tj+۱)

ͬ شود م ساخته زیر تقریب فرمول ترتیب این به

CDα
t۰f(tn) ≈ CDα

t۰,L۱f(tn) =
۱

Γ(۲ − α)

n−۱∑
j=۰

wn−j−۱,n(f(tn−j)− f(tn−j−۱))

آن در که

wµ,n =
(tn − tµ)

۱−α − (tn − tµ+۱)
۱−α

tn−µ − tn−µ−۱

O(h۲−α) بە صورت Ⅼ۱ روش همͽرایی مرتبۀ ،tj = t۰+jh هم فاصله شبͺۀ ͷی و فرض!) این تحت تنها (اما f هموار تابع های برای
است.
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کتاب از ۸·۲ (بخش Ⅼ۲ روش α ∈ (۱, ۲) برای است. شده محدود ۰ < α < ۱ حالت به Ⅼ۱ روش ساخت، نحوۀ به توجه با
ͬ شود م شروع زیر بە صورت ۱ < α < ۲ برای کاپوتو عملͽر نمایش از طرح این ساخت ͬ کند. م فراهم را سودمندی اصلاح ([۱۵]

CDα
t۰f(t) =

۱
Γ(۲ − α)

∫ t

t۰

t۱−αf ′′(t− τ) dτ

مرکزی تفاضل تقریب با τ ∈ [tk, tk+۱] برای انتگرالده در f دوم مشتق ،tj = t۰ + jh یͺنواخت شبͺۀ از استفاده با

f ′′(t− τ) ≈ ۱
h۲ (f(tn − tk+۱)− ۲f(tn − tk) + f(tn − tk−۱))

ͬ شود م نتیجه زیر تقریب و جایͽزین

CDα
t۰f(tn) ≈ CDα

t۰,L۲f(tn) =
h−α

Γ(۳ − α)

n∑
k=−۱

wk,nf(tn−k)

این بار که

wk,n =



۱ k = −۱
۲۲−α − ۳ k = ۰
(k + ۲)۲−α − ۳(k + ۱)۲−α + ۳k۲−α − (k − ۱)۲−α ۱ ≤ k ≤ n− ۲
−۲n۲−α + ۳(n− ۱)۲−α − (n− ۲)۲−α k = n− ۱
n۲−α − (n− ۱)۲−α k = n

دارد. نیاز است، واقع [t۰, tn] بازۀ  از خارج در که tn+۱ = (n+ ۱)h نقطۀ در f مقداریابی به که است آن روش این عیب
نقطۀ به نسبت نه و ،[tk, tk+۱] به مربوط زیربازۀ انتهایی نقاط از ͬͺی به نسبت Ⅼ۲ روش تعریف در استفادە شده مرکزی تفاضل

فرمول از آن بە جای ͬ توان م نیست، ما مطلوب این اگر است. متقارن آن، میانͬ

f ′′(tn − τ) ≈ ۱
h۲ (f(tn−k−۲)− f(tn−k−۱) + f(tn−k+۱)− f(tn−k))

[۱۶] ͬ انجامد م Ⅼ۲Ⅽ روش به که کرد استفاده زیربازە  این روی

CDα
t۰f(tn) ≈ CDα

t۰,L۲Cf(tn) =
h−α

۲Γ(۳ − α)

n+۱∑
k=−۱

wk,nf(tn−k)

آن در که

wk,n =



۱ k = −۱
۲۲−α − ۲ k = ۰
۳۲−α − ۲۲−α k = ۱
(k + ۲)۲−α − ۲(k + ۱)۲−α + ۲(k − ۱)۲−α − (k − ۲)۲−α ۲ ≤ k ≤ n− ۲
−n۲−α − (n− ۳)۲−α + ۲(n− ۲)۲−α k = n− ۱
−n۲−α + ۲(n− ۱)۲−α − (n− ۲)۲−α k = n

n۲−α − (n− ۱)۲−α k = n+ ۱

f(−h) و f((n + ۱)h) مقادیر باید و است، ضروری [t۰, tn] بازۀ  از خارج در f مقداریابی نیز Ⅼ۲Ⅽ روش در ،Ⅼ۲ روش مشابه
همͽرایی رفتار ۱ < α < ۲ برای ،Ⅼ۲Ⅽ و Ⅼ۲ روش دو هر باشد، خوشرفتار کافͬ اندازۀ به f که صورتͬ در شوند. محاسبه
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در و ،Ⅼ۲ برای ۱ < α < ۱٫۵ حالت در O عبارتهای در موجود ضمنͬ ثابت های ͬ رسد م بە نظر ͬ دهند. م نشان خود از O(h۳−α)

باشند. کوچͺتر ،Ⅼ۲Ⅽ برای ۱٫۵ < α < ۲ حالت
همچنین، ͬ شود. م تبدیل اول مرتبه مرکزی تفاضل به Ⅼ۲ روش و اول، مرتبه پسرو تفاضل به Ⅼ۲ روش ،α → ۱ حدی حالت در

است. ͷکلاسی دوم مرتبه مرکزی تفاضل با متناظر Ⅼ۲ روش α → ۲ برای

حالت در آنها ضرایب  چونکه ͬ شود م استفاده کمتر کسری خطͬ چندگامͬ روش های از کسری. خطͬ چندگامͬ روش های .۳ .۳
این با هستند. دشوار اغلب فنͬ نظر از نیز شدە اند ابداع ضرایب این محاسبۀ برای که الͽوریتم هایی و نیستند معلوم  صریح بە طور کلͬ،
بە طور را آنها ͬ های ویژگ ادامه در ͬ کنند، م فراهم را رویͺرد ها دیͽر به مربوط معضل های از برخͬ بر غلبه امͺان روش ها این چون همه،

ͬ  کنیم. م بررسͬ اجمالͬ
بررسͬ مورد او بعدی پژوهش های در و شدند معرفͬ [۱۷] مقاله در لوبیش توسط ۱۹۸۶ سال در کسری خطͬ چندگامͬ روش های
خطͬ چندگامͬ روش های از آمده بە دست عددی انتگرال گیری قواعد پژوهش  ها این در .[۲۰ ،۱۹ ،۱۸] گرفتند قرار بیشتر مطالعه و

شد. داده توسعه کسری مرتبه انتگرال های به معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای استاندارد
مشخصۀ و ρ(z) =

∑k
j=۰ ρjz

k−j اول مشخصۀ چندجملە ای های با متناظر ،p > ۰ مرتبۀ از ͷکلاسی خطͬ گامͬ k روش ͷی
ͬ شود م گرفته درنظر زیر بە صورت σ(z) =

∑k
j=۰ σjz

k−j دوم

(۹)
k∑

j=۰
ρjyn−j = h

k∑
j=۰

σjf(tn−j , yn−j)

و هستند کسری دیفرانسیل معادلات حل برای (۹) در ͷکلاسی خطͬ چندگامͬ روش های تعمیم کسری خطͬ چندگامͬ روش های
ͬ شوند م بیان زیر بە صورت

(۱۰) yn = Tm−۱[y; t۰](t) + hα
ν∑

j=۰
wn,jf(tj , yj) + hα

n∑
j=۰

ω
(α)
n−jf(tj , yj)

ω
(α)
n ͬ شود، م ساخته σ(z) و ρ(z) مشخصۀ چندجملە ای های روی از که باشد مولدی تابع δ(z) = ρ(۱/z)

σ(۱/z) اینکه فرض با اینجا، در
ͬ آیند م بە دست زیر بە صورت (δ(z))−α توانͬ سری بسط روی از که هستند پیچشͬ وزن های

∞∑
n=۰

ω(α)
n zn = (δ(z))−α

جبری خطͬ دستگاە های حل با و ͬ شوند م معرفͬ t۰ در جواب منتظمͬ عدم با مواجهه برای که هستند آغازین وزن های wn,j همچنین،
ͬ آیند م بە دست n گام هر در زیر

(۱۱)
ν∑

j=۰
wn,jj

γ = −
n∑

j=۰
ωn−jj

γ +
Γ(۱ + γ)

Γ(۱ + γ + α)
nγ+α, ν ∈ Ap

است زیر بە صورت عضو ν + ۱ شامل مجموعە ای Ap اینجا در

Ap = {γ ∈ R : γ = i+ jα, i, j ∈ N, γ < p− ۱}

p همͽرایی مرتبۀ حفظ به قادر که است این کسری خطͬ چندگامͬ روش های جالب ویژگͬ حاصل ضرب، انتگرال گیری قواعد برخلاف
اینکه نخست باشد: مشخص ͬ هایی ویژگ دارای ͷکلاسی خطͬ چندگامͬ روش که بە شرطͬ هستند زیربنائͬ خطͬ چندگامͬ روش های در
.|arg δ(z)| < π ،|z| < ۱ برای اینکه دوم و باشد، نداشته ریشه ،z = ۱ برای بجز ،|z| ≤ ۱ بسته و یͺه قرص در δ(z) مولد تابع
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مسئله دادە های روی غیرواقعͬ همواری فرض های تحمیل به نیاز بدون بالا مرتبه کسری خطͬ چندگامͬ روش های به دستیابی بنابراین،
ͬ باشد. م امͺان پذیر است، لازم چندجملە ای درونیابی بر مبتنͬ روش های در که

نیستند معلوم صریح بە طور ω(α)
n پیچشͬ وزن های نباشد: ناچیز است ممͺن شود پرداخت مزیت این برای باید که هزینە ای اما

برای الͽوریتم هایی و شده فراهم [۲۰ ،۱۹ ،۱۸ ،۱۷] در کلͬ حالت برای بحثͬ شوند. محاسبه پیچیده) (احتمالا˟ روشͬ با باید و
معادله مرتبۀ α اینکه برحسب بالا مرتبه روش های بە علاوه، شدە اند. ارائه [۲۱] در نیز ذوزنقە ای نوع از کسری خطͬ چندگامͬ روش های
موارد بعضͬ در باشند. داشته نیاز (۱۱) بزرگ خیلͬ یا بزرگ دستگاە های حل به است ممͺن باشند، چقدر روش همͽرایی مرتبۀ p و
[۲۲] مقاله در مسئله این ͬ گذارد، م مخرب اثر روش دقت روی آمده بە دست وزن های بە کارگیری که هستند بدوضع چنان دستگاە ها این

است. شده بررسͬ بە خوبی
بنابراین، است. δ(z) = ۱ − z آن مولد تابع که ͬ آید، م بە دست اویلر پسرو روش از خانواده این در روش ها سادە ترین از ͬͺی

هستند: زیر دوجملە ای سری  ضرایب  یعنͬ، ،(۱ − z)−α مجانبی بسط ضرایب  روش این پیچشͬ وزن های

ω
(α)
j = (−۱)j

(
−α

j

)
=

Γ(۱ − α)

j!Γ(۱ − α− j)

ͬ توان م بە آسانͬ است. تهͬ مجموعۀ Ap این رو از و ،p = ۱ همͽرایی مرتبۀ حالت این در چونکه نیست ضروری آغازینͬ وزن   هیچ و
مستقل کارهای در نوزدهم قرن در طرح این گرچه ͬ آید. م بە دست گرونوالد⁃لتنیͺوف به موسوم طرح حالت این در که داد تشخیص

سازد. میسر را آن تحلیل ͬ تواند م کسری خطͬ چندگامͬ روش  ͷی بە عنوان آن تفسیر اما شد، کشف لتنیͺوف و گرونوالد

داد نخواهد را بالا مرتبه روش های ͷکلاسی تقریب های .۴

مفصل بە طور [۲۳] تکینͬ فصل در موضوع این ͬ گذارند. م نمایش به را ضعیفͬ تکینͬ نوعاً کسری مشتق با مسائل جواب های 
است. شده شناخته موضوعͬ [۲۵ ،۲۴] در ولترا انتگرال معادلات روی انجام شده پیش تر کارهای بە دلیل و است گرفته قرار بحث مورد
طبیعͬ ظهور به ،ͬͺفیزی منظری از آن، اهمیت و است کسری مشتق های و انتگرال هستە های ضعیف⁃تکین رفتار از پیامدی تکینͬ، این
واقع، در .[۲۷ ،۲۶] ͬ شود م مربوط است، عملͽرها این تأثیر تحت آنها ͷدینامی که مدل هایی در واهلشͬ یͺنوای کاملا́ تابع های

.[۲۸] است معمول اتلافͬ قویاً انرژی های با گرانرو دستگاە های در واهلشͬ یͺنوای کاملا́ رفتارهای
سریع درک برای ͬ شود. م بررسͬ (۶) مانند اولیه مقدار مسائل زمینۀ در عددی روش های روی تکین رفتار اثرات بخش این در

بە صورت (۶) از سادە ای بسیار ویژۀ حالت روی اصلͬ، اندیشە  های

(۱۲) CDα
۰ y(t) = ۱, t ∈ (۰, T ]

بە صورت (۱۲) عمومͬ جواب ͬ کنیم. نم تعیین t = ۰ در اولیە ای شرط ابتدا، این در ͬ کنیم. م تمرکز ۰ < α < ۱ با

(۱۳) y(t) =
tα

Γ(۱ + α)
+ b

است آن متضمن موضوع این .C۱[۰, T ] در نه و دارد قرار C[۰, T ] ∩C۱(۰, T ] در جواب این است. دلخواه ثابتͬ b آن در که است
بدون اینجا در ͬ طلبند)، م را منتظم بودن از بالاتری درجۀ (یا y ∈ C۱[۰, T ] که صحیح مرتبۀ مشتق با مسائلͬ برای استاندارد فنون که
وجود y′(۰) زیرا داد انجام ͬ توان نم t = ۰ حول را جواب از تیلر سری به بسط ͷی بە ویژه گیرند. قرار استفاده مورد ͬ تواند نم اصلاح

ندارد.
فضای در هنوز جواب اما ͬ رسیم، م b = y۰ به (۱۳) در کنیم تعیین y(۰) = y۰ بە صورت شرطͬ اگر ͬ شود؟ م چه اولیه شرط
حذف را جواب در تکینͬ بتواند y′(۰) = ۰ بە صورت نویمان نوع از شرطͬ که باشیم امیدوار است ممͺن ندارد. قرار C۱[۰, T ] تابعͬ
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اولیۀ مقدار مسئله زیرا نیست، امͺان پذیر شرطͬ چنین تحمیل که ͬ دهد م نشان (۱۳) به توجه اما کند، کنترل یا

CDα
۰ y(t) = ۱, t ∈ (۰, T ], y′(۰) = ۰

ͬ رسد. م بە نظر عجیب آوریم، یاد به را [۱] از ۳.۱۱ لم در کاپوتو مشتق از اساسͬ ویژگͬ ͷی که زمانͬ تا نتیجه این ندارد. جواب
آنگاه ،z ∈ Cm[۰, T ] باشیم داشته m − ۱ < β < m که m مانند مثبتͬ و صحیح عدد برای اگر که ͬ کند م بیان لم این
از گرفتن حد با آنگاه باشد، داشته y ∈ C۱[۰, T ] بە صورت جوابی (۱۲) دیفرانسیل معادلۀ اگر این رو، از .limt→۰ CDβ

۰z(t) = ۰
گیرد. قرار C۱[۰, T ] تابعͬ فضای در ͬ تواند نم (۱۲) از y جواب هر یعنͬ، ͬ رسیم. م ۰ = ۱ ناممͺن رابطۀ به t → ۰ که وقتͬ (۱۲)
جواب اگر ،f ∈ C[۰, T ] با (۰, T ] بازۀ روی CDα

۰ y(t) = f(t) مسئله برای کرد: ارائه دیͽر شیوە ای به ͬ توان م را یافته این
است. [۱] در ۶.۲۶ قضیۀ از خاصͬ حالت نتیجه این .f(۰) = ۰ باشیم داشته باید آنگاه باشد، y ∈ C۱[۰, T ]

بستە  بازۀ روی y جواب برای بیشتری همواری اگر ،۰ < α < ۱ با (۰, T ] بازۀ روی CDα
۰ y(t) = f(t) مسئلە  برای .۱ .۴ تبصره

و صحیح عدد هر برای ،[۱] در ۶.۲۷ قضیۀ بنابه مثلا́، کرد. اعمال دادە ها روی بیشتری شرایط باید صورت آن در باشد، مدنظر [۰, T ]
.۰ = f(۰) = f ′(۰) = · · · = f (m−۱)(۰) اگر تنها و اگر است برقرار y ∈ Cm[۰, T ] شرط ،m مثبت

باید که ͬ کنند م اعمال f داده روی  ͬ غیرواقع محدودیتͬ آمد) ۱ .۴ تبصرۀ در که آن از قوی تری حتͬ (و f(۰) = ۰ مانند شرایطͬ
ͬ دهیم. م ادامه را کار محدود، همواری با جوابی با مواجهه پیامد به دقیق نگاه با بنابراین کرد. اجتناب آن از

b اینجا در که ͬ آید، م بە دست (۱۳) بە صورت مسئله یͺتای جواب ،y(۰) = b اولیه شرط اعمال با و ͬ گردیم بازم (۱۲) مسئله به
ͷکوچ بازۀ هر روی که است استوار فرض این بر صحیح مرتبه مشتق با اولیه مقدار مسئلە های برای عددی روش های بیشتر است. ثابت
این آیا اما زد. تقریب مناسب درجۀ از چندجملە ای ͷی بوسیلۀ دقت از بالایی درجۀ با ͬ توان م را مجهول جواب شبͺه، از [tj , ti+۱]

ͬ کنیم. م بررسͬ را پرسش این ادامه در است؟ درست (۱۳) تابع مورد در تصور
دارد. را رفتار بدترین (۱۳) مسئله جواب شبͺه، از بازه این در ͬ گیریم. م درنظر h = t۱ با را [۰, h] بازۀ

این اگر بͽیرید. درنظر [۰, h] بازۀ روی c۰ + c۱t خطͬ چندجملە ای ͷی بوسیلۀ را tα تقریب .α ∈ (۰, ۱) کنید فرض .۲ .۴ لم
.β ≤ α باشیم داشته باید آنگاه باشد، دقیق ،β > ۰ ثابت برای ،O(hβ) یͺنواخت بە طور [۰, h] بازه روی تقریب

t و h از مستقل C ثابت آن در که است برقرار |tα − (c۰ + c۱t)| ≤ Chβ نابرابری t ∈ [۰, h] هر برای فرض بنابه اثبات.
ͬ گیریم م درنظر ͬ آیند، م بە دست نابرابری این در t = h و t = h/۲ ،t = ۰ بە ازای که را مقادیری است.

۰ − (c۰ + ۰) = O(hβ)

(h/۲)α − (c۰ + c۱h/۲) = O(hβ)

hα − (c۰ + c۱h) = O(hβ)

hα − c۱h = و (h/۲)α − c۱h/۲ = O(hβ) داریم معادلات سایر برای این رو از ͬ دهد. م نتیجه را c۰ = O(hβ) نخست )معادلۀ
۱ − ۲۱−α

)
hα = بە صورت نتیجه و ͬ شود م حذف c۱ ثابت دیͽر معادلۀ از نتیجه کم کردن و ۲ در اول معادلۀ ضرب با .O(hβ)

□ .β ≤ α اینکه مͽر باشد درست ͬ تواند نم رابطه این است، hα از ضریبی چپ سمت این رو از و α ̸= ۱ چون است. O(hβ)

مرتبۀ اما است. O(hα) بە صورت حالت بهترین در خطͬ چندجملە ای هر با [۰, h] بازۀ روی tα تقریب که ͬ کند م بیان ۲ .۴ لم
tα تقریب زدن برای خطͬ چندجملە ای بە کارگیری یعنͬ، ͬ آید. م بە دست نیز ۰ ثابت چندجملە ای با [۰, h] روی tα از O(hα) تقریب
از استفاده که داد نشان ͬ توان م مشابه بە روشͬ ͬ کند. نم فراهم ثابت چندجملە ای ͷی بە کارگیری از بهتری نتیجۀ لزوماً [۰, h] روی
هشداری این است. O(hα) فقط هم باز [۰, h] روی tα تقریب مرتبۀ یعنͬ ͬ بخشد، نم بهبود را وضعیت بالاتر درجه چندجملە ای های
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درجه چندجملە ای های اینجا در صحیح، مرتبه مشتق حالت برخلاف زیرا داشت مدنظر باید کسری مشتق با مسائل حل هنگام که است
نباشند. پایین درجه چندجملە ای های از بهتر است ممͺن بالا

این، بر علاوه یافت. دست نتیجه همان به مشابه استدلالͬ با و داد تعمیم نباشد صحیح عددی که α > ۰ هر به ͬ توان م را ۲ .۴ لم
ببینید. را [۱] از ۶.۴ بخش زمینه این در داد. تعمیم (۶) ͬ تر کل بسیار مسئله به ͬ توان م بە آسانͬ را (۱۲) سادۀ مسئله بررسͬ

بالاتر مرتبه تفاضلͬ طرح های ساختن در که ͬ کند م ایجاب ۴ بخش در قبلͬ بحث تفاضلͬ. طرح های ساختن برای التزام هایی
فرض این با ͷکلاسی طرح های زیرا کرد، استفاده ͷغیرکلاسی طرح های از باید ،(۶) و (۱۲) مانند مسائلͬ از نوعͬ جواب های برای
توسعه [۲۹] در مفصل بە طور اندیشه این دارند. بیشتری دقت بالاتر درجه چندجملە ای های از آمده بە دست تقریب های که شدە اند ساخته

ͬ دهیم. م ارائه را آن نتایج از ͬͺی اکنون و است یافته
شده ارائه نتایج و استدلال ها که ͬ دهد م نشان ساده بررسͬ ͷی اما است، شده بحث مرزی مقدار مسائل فقط [۲۹] در اگرچه نکته:

برقرارند. نیز است، خطͬ (۶) مسئله که وقتͬ یعنͬ ،f = f(t) وقتͬ (۶) مانند اولیه مقدار مسائل برای (کم وبیش) آن در
بͽیرید. درنظر را y(۰) = ۰ با (۰, T ] بازۀ روی Dαy(t) = f(t) مسئله باشد. غیرصحیح و ثابت عددی α > ۰ کنید فرض
تفاضلͬ طرح که کنید تصور .ti = ih ،i = ۰, ۱, . . . , N برای یعنͬ باشد، h ضخامت با هم فاصله [۰, T ] روی شبͺۀ کنید فرض
و i هر برای که است منطقͬ باشد.

∑i
j=۰ aijy

N
j = f(ti) بە صورت ،i > ۰ با ti نقطه هر در Dαy = f حل برای استفاده مورد

پیشنهادی طرح های همۀ که کرد بررسͬ ͬ توان (م ͬ زنیم م تقریب را α مرتبۀ از کسری مشتق ͷی زیرا |aij | = O(h−α) کنیم فرض j
دارند). را ویژگͬ این تقریباً مسئله، این برای

ͬ شود. م ارائه [۲۹] در ۳·۳ قضیۀ از دیͽری نسخۀ ادامه در

f(t) = Ctk بە صورت k ∈ {۰, ۱, . . . , ⌈p−α−۱⌉} هر برای راست سمت تابع وقتͬ تفاضلͬ، طرح ͷی کنید فرض .۳ .۴ قضیه
باید تفاضلͬ طرح این ضرایب ،i مثبت و ثابت صحیح، عدد هر برای صورت این در یابد. دست p > α با p همͽرایی مرتبۀ به باشد،

کنند: صدق زیر رابطۀ در

(۱۴) lim
h→۰

hα
i∑

j=۰
jk+αaij

 =
ik Γ(α+ k + ۱)

Γ(k + ۱) , k = ۰, ۱, . . . , ⌈p− α− ۱⌉

تابع کار سادگͬ برای .k < p− α صورت این در بͽیرید. ثابت را k ∈ {۰, ۱, . . . , ⌈p− α− ۱⌉} عدد اثبات.

f(t) =
Γ(k + α+ ۱)
Γ(k + ۱) tk

آنگاه بͽیرید. ثابت را i مثبت و صحیح عدد است. y(t) = tk+α اولیه مقدار مسئله درست جواب صورت این در کنید. انتخاب را

i∑
j=۰

aijy
N
j = f(ti) =

Γ(k + α+ ۱)
Γ(k + ۱) (ih)k
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داریم |aij | = O(h−α) و p همͽرایی مرتبۀ به دستیابی فرض از استفاده با بنابراین،

lim
h→۰

hα
i∑

j=۰
jk+αaij

 = lim
h→۰

h−k
i∑

j=۰
aijy(tj)

= lim
h→۰

h−k

Γ(k + α+ ۱)
Γ(k + ۱) (ih)k +

i∑
j=۰

aij
[
y(tj)− yNj

]
= lim

h→۰

{
Γ(k + α+ ۱)
Γ(k + ۱) ik +O(hp−α−k)

}
=

Γ(k + α+ ۱)
Γ(k + ۱) ik

□ .k < p− α چون

همͽرایی مرتبۀ ͷی به ͬ توانند نم شبͺه از نقطە ای هیچ در نکنند، صدق (۱۴) شرط در که طرح هایی ͬ کند م ایجاب ۳ .۴ قضیۀ
قضیۀ از ۰ < α < ۱ حالت در مثال، برای است.) سازگار ۲ .۴ لم در تقریب نظریه نتیجۀ با گزاره (این یابند. دست O(hα) از بزرگتر

است. دقیق O(hα) شرایط بهترین در Ⅼ۱ مشهور طرح که ͬ شود م نتیجه ۳ .۴

کرد. اعمال دادە ها روی را f(۰) = ۰ مانند محدودیت هایی ͬ توان م ،۳ .۴ قضیە  مانند نتایجͬ پیامدهای از اجتناب برای .۴ .۴ تبصره
تفاضلͬ طرح های دقت در را بهبودی آمده بە دست تجربی و نظری نتایج اگرچه و است، شده بحث [۲۹] از ۵ بخش در موضوع این

است. امͺان پذیر مسائل از محدودی ردۀ برای تنها بهبود این اما ͬ دهد، م نشان استاندارد

ͬ بودن غیرموضع با برخورد در ناموفق رویͺردهای .۵

بە عنوان اغلب کسری مشتق های و انتگرال ها واقع، در است. کسری مرتبه عملͽرهای اصلͬ ͬ های ویژگ از ͬͺی ͬ بودن غیرموضع
مشاهدات ͬ که، زمان است واقعͬ پدیدە های مدل سازی در ارثͬ اثرات دربرگرفتن آنها اصلͬ هدف و ͬ شوند م معرفͬ ریاضͬ قالب ͷی

دارد. بستگͬ دستگاه قدمت به و ͬ شود نم منتشر آنͬ بە طور بیرونͬ اعمال آثار دهند نشان تجربی یا نظری
سوی از است. آن از ناشͬ کسری حسابان در موفقیت و علاقه بیشتر که است جذابی بسیار ویژگͬ ͬ بودن غیرموضع سو، ͷی از
ͬ کنند. م تلاش آنها بر غلبه برای مختلف راە های از پژوهشͽران که ͬ کند م عرضه را شاقͬ محاسباتͬ دشواری های ͬ بودن غیرموضع دیͽر،
اجرای آن علت ͬ شوند. م منجر اشتباه نتایج به و هستند غیرقابل اعتماد ͬ بودن غیرموضع با برخورد در تلاش ها برخͬ متأسفانه،
ͬ توان م فن این براساس چون ͬ شود. م گرفته نادیدە  جواب سابقۀ از زیادی مقدار بە راحتͬ آن در که است محدود» حافظۀ «اصل ناشیانۀ

ͬ کنیم. م موکول ۶ بخش به را مورد این در بحث کرد، ابداع را دقیق تری و پیچیدە تر شیوە های
بە صورت جواب، از کسری تیلر بسط نوعͬ بر مبتنͬ روش هایی به ادامه در

y(t) =
∞∑
k=۰

Yk(t− t۰)
kα

ͬ شوند. م محاسبه مناسبی عددی روش با Yk ضرایب آن در که ͬ کنیم م اشاره
پس و کرد استفاده تیلر بسط  از ͬ توان م t۱ معلوم نقطۀ در جواب تقریب برای ͬ شوند، م حل صحیح مرتبه دیفرانسیل معادلات وقتͬ
تقریب آن در که ͬ شود م ساخته گام بە گام روشͬ فرایند این ادامه با کرد. بازنویسͬ t۱ جدید نقطۀ به مبدأ انتقال با را بسط همان آن، از
کسری، مرتبه معادلات در عوض، در ͬ شود. م مقداریابی بیشتری) قبلͬ نقاط در (یا tn در جواب تقریب مبنای بر tn+۱ در جواب
امͺان پذیر گام بە گام روش ͷی ساختن و است برقرار کسری) دیفرانسیل عملͽر از اولیه یا آغازین (نقطۀ t۰ نقطۀ برحسب تنها بالا بسط
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کنند فراهم ،t۰ آغازین نقطۀ به ͷنزدی بسیار یعنͬ موضعͬ، بە طور فقط را دقیق تقریبی ͬ توانند م نوع این از بسط هایی بنابراین، نیست.
مناسب کسری دیفرانسیل معادلات برای معمولا˟ بسط ها این بر مبتنͬ روش های است، شده بحث نیز [۳۰] در که همان طور نتیجه، در و

نیستند.
آن در که است (۷) انتگرالͬ فرمول در y(tn) و y(tn+۱) بین تفاضل از استفاده برای تلاش براساس دیͽر ناموفق رویͺرد ͷی

یعنͬ ͬ کنند، م بازنویسͬ tn در جواب از نموی بە صورت را tn+۱ در جواب

(۱۵آ) y(tn+۱) = y(tn) +Gn(t, y(t))

نمو سپس

(۱۵ب) Gn(t, y(t)) =
۱

Γ(α)

∫ tn+۱

t۰

(tn+۱ − u)α−۱f(u, y(u)) du− ۱
Γ(α)

∫ tn

t۰

(tn − u)α−۱f(u, y(u)) du

و tn−۱ شبͺە ای نقاط در اول) (مرتبه درونیاب چندجملە ای با (۱۵ب) انتگرال دو هر در f(t, y(t)) برداری میدان جایͽزین کردن با را
ͬ شوند م نوشته زیر بە صورت نوع این از روش هایی ͬ زنند. م تقریب tn

(۱۶) yn+۱ = yn + Pn(yn−۱, yn)

آدامز⁃بشفورت گامͬ دو روش های نوع این از رویͺردهایی ͬ آید. م بە دست درونیابی استاندارد فنون با و است معلوم تابعͬ Pn آن در که
سادە  تر) بسیار مسئله ͷی به را دشوار مسئله ͷی بنابراین، (و موضعͬ مسئلە ای به را غیرموضعͬ مسئله بە ظاهر، چون و ͬ شوند م نامیده
عبارت نقش ضمنͬ) (بە طور ͬ شود م سعͬ روش ها این در که واقعیت این ͬ رغم عل هستند. پژوهشͽران توجه مورد ͬ کنند، م تبدیل
است شده اشاره [۳۱] در که همان طور و بزنند تقریب موضعͬ کاملا́ جملە  های برخͬ بوسیلۀ را (۱۵ب) در Gn(t, y(t)) غیرموضعͬ

شدە اند. محبوب عجیبی طرز به روش ها این ͬ سازد، م غیرقابل اعتماد را آنها معمولا˟ این کار
است. نامناسب بͺلͬ [t۰, tn+۱] و [t۰, tn] بزرگتر بازە های روی f(t, y(t)) تقریب برای tn و tn−۱ نقاط در درونیابی بە کارگیری
بازه این از خارج اما کند، ارائه ،[tn−۱, tn] حالت این در داده، نقاط بازۀ در دقیق تقریب هایی است ممͺن چندجملە ای درونیابی ͬ دانیم م
ͬ شوند، م بزرگتر و بزرگ (۱۵ب) در [t۰, tn+۱] و [t۰, tn] انتگرال گیری بازە های هرچه ͬ شود)، م انجام درونیابی بە جای برونیابی (که

ͬ شود. م نادقیق بیشتر و بیشتر نظر مورد تقریب ͬ یابد، م افزایش n و ͬ رود م پیش انتگرال گیری هرچه یعنͬ
داشت. انتظار ایده این بر مبتنͬ روش های از را غیرقابل اعتمادی کاملا́ نتایج باید که است این نتیجه

در که است (۱۶) نامناسب این رو از و موضعͬ روش بلͺه نیست (۱۵آ)−(۱۵ب) تجزیه رویͺرد، این اساسͬ نقص که کنید توجه
مثال، برای است. شدنͬ (۱۵آ)−(۱۵ب) پایۀ بر مؤثر و درست الͽوریتم هایی ساختن فنͬ بە لحاظ واقع، در ͬ شود. م مدیریت سابقه آن
پرداخت (۱۵ب) نمو جملۀ به ͬ توان م است موضعͬ جملۀ برای استفاده مورد روش از ارزان تر محاسباتͬ نظر از که عددی روش ͷی با

.[۳۲]

حافظه عبارت با مواجهه در قابل اعتماد و مؤثر رویͺردهایی .۶

بە ویژه عبارت، این شود. برخورد حافظه عبارت با مؤثر روشͬ بە  است لازم که معناست بدان کسری مرتبه عملͽر ͬ بودن غیرموضع
در محاسباتͬ هزینه تا است مناسب راهبرد های اتخاذ نیازمند و ͬ شود م شناخته محاسباتͬ پیچیدگͬ منبع معمولا˟ بزرگ، اندازۀ با مسائل در
محاسباتͬ هزینۀ کاهش رویͺردهای مورد در بسیاری موفق) (کم وبیش ͬ های بررس به نگرش این واقع، در شود. نگە داشته معقول حد ͷی
مشͺل ͬ کند. م ارائه حافظه عبارت که نیست بالقوە ای مشͺل تنها حسابی عملیات  زیاد تعداد که داشت توجه باید البته ͬ شود. م منجر
بلͺه شود گرفته درنظر محاسبه در باید تنها نه فرایند سابقۀ است: شده توجه آن به کمتر ͬ رسد م بە نظر که دارد وجود نیز دیͽری ͬ تر اساس
معادلات حل برای الͽوریتم ها در نیاز مورد حافظۀ مقدار که حالͬ در شود. ذخیره نیز رایانه حافظۀ در باید آن، مناسب مدیریت برای
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که زمان⁃کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات مثلا́، حالت، در مؤثر سازوکاری ایجاد برای است، دسترس در بە راحتͬ معمولͬ دیفرانسیل
باشد. بالا بسیار است ممͺن حافظه برای  تقاضا ͬ شود، م استفاده آنها مͺانͬ مشتق های گسستە سازی برای متناهͬ عنصر فنون

دارند نیاز زیر بە صورت پیچشͬ مجموعͬ مقداریابی به گام هر در کسری دیفرانسیل معادلات برای متناهͬ تفاضل روش های بیشتر

(۱۷) yn = ϕn +
n∑

j=۰
cjyn−j , یا yn = ϕn +

n∑
j=۰

cjf(tn−j , yn−j), n = ۱, ۲, · · · , N

دارد. بستگͬ معلوم اطلاعات سایر یا اولیه شرایط به اساساً که است عبارتͬ ϕn آن در که
گام ͷی با انتگرال گیری که زمانͬ و است O(N۲) با متناسب آن محاسباتͬ هزینه که ͬ دهد م نشان (۱۷) از ساده ارزیابی ͷی
غیرقابل قبول محاسباتͬ هزینە های به و باشد بزرگ بسیار ͬ تواند م N مقدار باشد، نیاز مورد بزرگ انتگرال گیری بازۀ ͷی روی یا ͷکوچ

شود. منجر
شده ابداع غیرموضعͬ مسایل در حافظه عبارت با قابل اعتماد و مؤثر سریع، مواجهه ͷی برای متفاوتͬ رویͺرد های دلیل همین به
مورد نیز حافظه نیازمندی های بر رویͺردها این تأثیر و ͬ   کنیم م ارائه را نوع این از روش ها جالب ترین از کوتاهͬ شرح اینجا در است.

گرفت. خواهد قرار بررسͬ

این براساس کلͬ اندیشۀ کرد. ردە بندی تودرتو شبͺە های عنوان تحت ͬ توان م را متفاوت مفهوم چندین تودرتو. شبͺۀ فنون .۱ .۶
شبͺە  قبلͬ نقاط همۀ از کسری، انتگرال یا مشتق عملͽر ͷی گسستە سازی از ناشͬ (۱۷) معادلۀ در پیچشͬ مجموع که است نگرش
استفاده با تنها ͬ توان م یا است ضروری واقعاً گرە ها این همۀ از استفاده آیا که ͬ آید م پیش سوال این اکنون ͬ کند. م استفاده گره بە عنوان

کرد. صرفە جویی تلاش در دارد، قرار اصلͬ شبͺه داخل در که کمتر، ظرافت با دوم، شبͺە ای تحت عنوان آنها از زیرمجموعه ͷی از

براساس اصل این است. آمده [۵] از ۷.۳ بخش در که است محدود حافظۀ اصل رده این در اندیشه سادە ترین محدود. حافظۀ اصل
روی انتگرالͬ با (t > t۰ + τ (برای [t۰, t] بازۀ روی حافظه انتگرالͬ عبارت جایͽزینͬ و حافظه، طول به موسوم ،τ > ۰ ثابت تعیین
در زمان واحد τ از بیش که است فرایند سابقۀ تمام «فراموشͬ» معنای به این فنͬ، نظر از است. انتگرالده تابع همان و [t − τ, t] بازۀ
طول دارای باشد، ͬ تر طولان بسیار است ممͺن مدت طولانͬ فرایندی در که ،t − t۰ متغیر طول بە جای حافظە  بنابراین باشد. گذشته
در که ͬ دهد م برش مجموعͬ به را (۱۷) معادله در پیچشͬ مجموع محدود، حافظۀ روش الͽوریتمͬ، دیدگاه از است. τ ثابت و متناهͬ

دارد: قابل توجهͬ مزایای محدود حافظۀ روش ͬ کند. م تغییر n تا n− ν از ثابت، νی برای ،j اندیس آن

از زمانͬ گام N با روش کل پیچیدگͬ بنابراین، ͬ یابد. م کاهش O(۱) به O(n) از nام زمانͬ گام محاسباتͬ پیچیدگͬ •
ͬ یابد. م کاهش O(N) به O(N۲)

بنابراین، ͬ باشد. نم ضروری است، گذشته در زمانͬ گام ν از بیش که فرایند سابقۀ از بخش آن به دسترسͬ زمانͬ نقطۀ هیچ در •
داد. کاهش O(۱) به O(N) از نیز را نیاز مورد حافظۀ و کرد، حذف فعال حافظۀ از ͬ توان م را قبلͬ زمانͬ گام های آن همۀ

زیربنائͬ گسستە سازی روش همͽرایی مرتبۀ که است شده داده نشان [۳۳] در بە ویژه دارد. هم جدی اشͺالات اندیشه این متاسفانه،
ͬ شود. م همͽرا الͽوریتم ͬ کند، م میل صفر به گام طول (بزرگترین) وقتͬ که کرد ثابت ͬ توان نم دیͽر، بە عبارت ͬ رود. م بین از کاملا́

ͬ شود. نم پیشنهاد عملͬ استفادۀ برای محدود حافظۀ روش بنابراین،

در تودرتو شبͺۀ مفهوم براساس یͺسان، نه اما مرتبط روش دو محدود، حافظۀ اصل ͬ های کاست بر غلبه برای لͽاریتمͬ. حافظۀ
اصل مانند آنکه بە جای است. حافظه دورافتادۀ بخش با آنها برخورد نحوۀ رویͺرد، دو هر مشترک اندیشۀ شدە اند. ایجاد [۳۴ ،۳۳]
از میزانͬ تنها نه که است این بنیادی اصل واقع در ͬ گیرند. م نمونه درشت تر شبͺە ای روی آن از بͽیرند، نادیده کاملا́ را آن محدود حافظه
قبل بازۀ روی (w > ۱ پارامتر (با wh بزرگتر گام طول حافظه، از بخش جدیدترین روی h گام طول بلͺه ͬ شود، م معرفͬ درشت  سازی
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۳۸–۱۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه کسر∗∗، حسابان برای محاسباتͬ روش  های در خوب) نە  چندان (و خوب شیوە  های

انتخاب شیوۀ در [۳۴ ،۳۳] رویͺرد دو بین اصلͬ تفاوت ͬ شود. م اعمال آخر الͬ و آن از قبل تر بازۀ روی w۲h بزرگتر گام طول آن، از
است. دیͽری به شبͺه اندازۀ ͷی از وضعیت تغییر نقاط

زمانͬ لحظۀ برای شبͺە ها .[۳۴] در شده پیشنهاد تودرتوی شبͺۀ پایین: ،[۳۳] در شده پیشنهاد تودرتوی شبͺۀ وسط: کامل، شبͺۀ بالا: :۱ شͺل
شدە اند. داده نمایش h = ۰٫۱ اصلͬ گام طول و t = ۲۱

را زیربازە ها و ͬ شود م آغاز اخیر زمان در [۳۳] سیمپسن و فورد روش است، شده داده نشان ۱ شͺل در که همان طور دقیق تر، بیان به
O(N logN) به محاسباتͬ هزینۀ کار این با ͬ  کند. م پˀر مناسب بە طور فاصلە دار شبͺە یی نقاط با چپ به راست از تعیین شده طول های با
شده داده نشان ۱ شͺل در که همان طور این، وجود با .[۳۳] ͬ شود م حفظ زیربنائͬ طرح همͽرایی مرتبۀ حال عین در و ͬ یابد م کاهش
سمت چپ ترین ͬ توان م یا حالت، این در نیست. منطبق آغازین نقطۀ بر زیربازه سمت چپ ترین از چپ سمت انتهایی نقطۀ معمولا˟ است،
نقش از ͬ توان م بە سادگͬ یا و ͬ  یابد، م کاهش خطا البته و افزایش محاسباتͬ هزینۀ صورت آن در که کرد پˀر ریز شبͺۀ ͷی با را زیربازه
حافظه طول چونکه حال، این با ͬ یابد. م افزایش کمͬ خطا اما کاهش محاسباتͬ پیچیدگͬ صورت این در و کرد چشم پوشͬ زیربازە  این
شبͺۀ نقاط مورد، دو هر در نیست. محدود حافظه اصل مانند دقت کامل رفتن بین از معنͬ به این ͬ یابد م افزایش گام ها تعداد با همچنان
قبلͬ نقاط تمام بنابراین، شوند. فعال دوباره بعدی گام های در است ممͺن ͬ شوند، نم استفاده تودرتو شبͺۀ در حاضر حال در که ریز

ͬ ماند. م باقͬ O(N) در حافظه فضای نیاز مورد مقدار پس شوند، سپرده حافظه به باید شبͺه
آغاز شبͺه زیربازۀ درشت ترین با فرایند یعنͬ، ͬ کند، م پˀر راست به چپ از را اصلͬ بازۀ [۳۴] فرید و دیتهلم رویͺرد مقابل، در
همان با و ،O(N logN) محاسباتͬ هزینۀ با روشͬ نیز نهایی نتیجۀ ͬ رود. م پیش ریزتر شبͺۀ با ناحیە هایی بە سوی سپس و ͬ شود م
هرگز کنونͬ گام در غیرفعال نقاط که ͬ کند م ایجاب شبͺه نقاط انتخاب برای آن راهبرد اما است. فورد⁃سیمپسن روش همͽرایی مرتبۀ
با کرد. حذف اصلͬ حافظۀ از ͬ توان م را غیرفعال نقاط این برای داده سابقۀ نتیجه در و شد، نخواهند فعال دوباره بعدی گام های در

ͬ  یابد. م کاهش O(logN) به نیاز مورد حافظه این کار،

،۳۵] در (۱۷) در پیچشͬ مجموع های سریع مقداریابی برای مؤثر رویͺردی فوریه. سریع تبدیل الͽوریتم بر مبتنͬ روشͬ .۲ .۶
را فوریه سریع تبدیل الͽوریتم از استفاده که است شیوە ای به مجموع ها این از ͷی هر دوپارە کردن اصلͬ اندیشۀ است. شده ارائه [۳۶

ͬ کنیم م معرفͬ را زیر نمادهای نخست مختصر، شرح ͷی ارائە  برای کند. فراهم

Tp(n) =

n∑
j=p

cn−jgj , Sp,q(n) =

q∑
j=p

cn−jgj , n ≥ p
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را شدە اند توصیف (۱۷) با که عددی روش های بنابراین .gj = f(tj , yj) یا gj = yj (۱۷) در رفته بە کار فرمول بنابر آن در که
کرد بازنویسͬ زیر بە صورت ͬ توان م

yn = ϕn + T۰(n), n = ۱, ۲, . . . , N

پیچشͬ مجموع ͷی فقط و Sp,q(n) نوع از جزئͬ مجموع چند یا ͷی به T۰(n) دوپارە کردن بر مبتنͬ [۳۶ ،۳۵] در مذکور الͽوریتم
ͬ شود م انجام زیر اولیۀ مقداردهͬ نخست این کار، برای است. r (ثابت) طول بیشترین با Tp(n) نهایی

T۰(n) =
n∑

j=۰
cn−jgj , n ∈ {۱, ۲, . . . , r − ۱}

ͬ شوند م شͺسته جمله دو به زیر بە صورت T۰(n) از مقدار r سپس

T۰(n) = S۰,r−۱(n) + Tr(n), n ∈ {r, r + ۱, . . . , ۲r − ۱}

ͬ کنیم م دوپاره زیر بە صورت را T۰(n) بعدی، مقدار ۲r محاسبۀ برای مشابه، بە طور

T۰(n) =

{
S۰,۲r−۱(n) + T۲r(n) n ∈ {۲r, ۲r + ۱, . . . , ۳r − ۱}
S۰,۲r−۱(n) + S۲r,۳r−۱(n) + T۳r(n) n ∈ {۳r, ۳r + ۱, . . . , ۴r − ۱}

ͬ کنیم م دوپاره زیر بە صورت را دیͽر مجموعیابی ۴r سپس

T۰(n) =


S۰,۴r−۱(n) + T۴r(n) n ∈ {۴r, ۴r + ۱, . . . , ۵r − ۱}
S۰,۴r−۱(n) + S۴r,۵r−۱(n) + T۵r(n) n ∈ {۵r, ۵r + ۱, . . . , ۶r − ۱}
S۰,۴r−۱(n) + S۴r,۶r−۱(n) + T۷r(n) n ∈ {۶r, ۶r + ۱, . . . , ۷r − ۱}
S۰,۴r−۱(n) + S۴r,۶r−۱(n) + S۶r,۷r−۱(n) + T۸r(n) n ∈ {۷r, ۷r + ۱, . . . , ۸r − ۱}

ͬ یابد. م ادامه ،n ≤ N برای ،T۰(n) جملە های تمام مقداریابی تا فرایند این
بە عنوان ۲ از توانͬ با r از مضربی همیشه ℓ(p, q) = q−p+۱ برابر Sp,q مجموع هر طول بالا دوپارە  کردن  های در که کنید توجه

باشد). آخر الͬ و ۸r ،۴r ،۲r ،r ͬ تواند م Sp,q(n) طول (مثلا́، است ضرب عامل
اصلͬ مثلث روی محاسبه نحوۀ ۲ شͺل نمودار موضوع، بیشتر درک برای

T۰ = {(n, j) : ۰ ≤ j ≤ N}

قرمز) برچسب (دارای مربع های با مشخص شده جزئͬ مجموع های به T۰ آن در که ͬ دهد م نشان را

Sp,q = {(n, j) : q + ۱ ≤ n ≤ q + ℓ(p, q), p ≤ j ≤ q}

آبی) برچسب (دارای مثلث های با مشخص شده پایانͬ بلوک  های و

Tp = {(n, j) : p ≤ j ≤ n ≤ p+ r − ۱}

است. شده دوپاره
با عمل r(r+ ۱)/۲ بوسیلۀ مستقیم مجموعیابی با n = ℓr, ℓr+ ۱, . . . , (ℓ+ ۱)r− ۱ ،Tℓr(n) پایانͬ بلوک های از ͷی هر
شرحͬ (برای داد انجام فوریه سریع تبدیل الͽوریتم با ͬ توان م را Sp,q(n) جزئͬ مجموع های مقداریابی ͬ شوند. م محاسبه شناور ممیز
جزئͬ مجموع طول ℓ = ℓ(p, q) آن در که شناور ممیز با عمل ۲ℓ log۲ ۲ℓ با متناسب تعدادی به الͽوریتم این ببینید). را [۳۷] جامع

است. ۲ از توانͬ r زیرا دارد، نیاز است Sp,q(n)
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آبی). (مثلث های Tp پایانͬ بلوک های و قرمز) (مربع های Sp,q جزئͬ مجموع های به T۰(n) محاسبۀ دوپارە  کردن :۲ شͺل

هزینۀ و آنها تعداد طولش، همراه به باید که Sp,q جزئͬ مجموع هر هستند، ۲ از توانͬ دو هر N و r آن در که حالت بهترین در
شدە اند. داده ۱ جدول در شوند، تعیین محاسباتͬ

.T۰(N) مقداریابی برای آنها محاسباتͬ هزینۀ و تعداد طول، جزئͬ، مجموع های :۱ جدول

جزئͬ مجموع های طول تعداد هزینه

S۰,N۲ −۱
N

۲ ۱ O(N log۲ N)

S۰,N۴ −۱, SN
۲ , ۳N

۴ −۱
N

۴ ۲ O(N۲ log۲
N
۲ )

S۰,N۸ −۱, SN
۴ , ۳N

۸ −۱, SN
۲ , ۵N

۸ −۱, S ۳N
۴ , ۷N

۸ −۱
N

۸ ۴ O(N۴ log۲
N
۴ )

S۰,N۱۶−۱, SN
۸ , ۳N

۱۶ −۱, SN
۴ , ۵N

۱۶ −۱, S ۳N
۸ , ۷N

۱۶ −۱, SN
۱ , ۹N

۱۶ −۱, S ۵N
۸ , ۱۱N

۱۶ −۱, S ۳N
۴ , ۱۳N

۱۶ −۱, S ۷N
۸ , ۱۵N

۱۶ −۱
N

۱۶ ۸ O(N۸ log۲
N
۸ )

...
...

...
...

S۰,r−۱, S۲r,۳r−۱, S۴r,۵r−۱, S۶r,۷r−۱, S۸r,۹r−۱, . . . r s =
N

۲r
O(Ns log۲

N
s )

۳۱ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.130716.1471

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2022.130716.1471


۳۸–۱۷ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه اسماعیلͬ، ش. مترجم: استاینز، م. و گاراپا ر. دیتهلم، ک.

تعداد بنابراین و ͬ شوند م حساب شناور ممیز با عمل r(r + ۱)/۲ با نیز ،r طول به ͷی هر Tℓr پایانͬ بلوک N/r این، بر علاوه
با شناور ممیز با اعمال کل

N log۲ N + ۲
(
N

۲ log۲
N

۲

)
+ ۴

(
N

۴ log۲
N

۴

)
+ · · ·+ s

(
N

s
log۲

N

s

)
+

N

r

r(r + ۱)
۲

=

log۲ s∑
j=۰

N log۲
N

۲j
+N

r + ۱
۲ = O(N(log۲ N)۲), s =

N

۲r

مجموعیابی در نیاز مورد شناور ممیز با عمل O(N۲) تعداد از کوچͺتر قابل توجهͬ بە طور بزرگ، کافͬ بە اندازۀ N برای که است متناسب
است. T۰(N) مستقیم

بسیار که است شده معلوم اما باشد، داشته نیاز بیشتری تلاش به برنامە نویسͬ در و آید بە نظر پیچیده شیوه کل است ممͺن اگرچه
این به دقت حفظ بͽذارد. اثر آنها دقت روی اینکه بدون گرفت بە کار (۱۷) بە صورت مختلف روش های در را آن ͬ توان م و است مؤثر
درنظر شد، ذکر O(N۲) محاسباتͬ هزینۀ با بالا سرراست رویͺرد در که طریقͬ همان به را فرایند سابقۀ کل روش این که است دلیل
ͬ شود. م احتراز خاص شبͺە های از استفاده الزام از آن در اما داشت، نگە  فعال حافظۀ در را دادە  سابقۀ کل باید این رو، از ͬ گیرد. م
وبͽاه روی رایͽان بە صورت و شدە اند، داده توضیح [۳۸ ،۲۱ ،۱۰] منابع در که کسری دیفرانسیل معادلات برای متلب کدهای همۀ

ͬ کنند. م استفاده الͽوریتم این از ،[۳۹] هستند دسترس در Mathworks

شده معرفͬ خاص پژوهش چند در تنها بە تازگͬ هسته» فشردە سازی «طرح اصطلاح اگرچه هسته. فشردە سازی طرح های .۳ .۶
نویسندگان توسط مختلف زمان های در که ͬ کنیم م استفاده روش ها از مجموعە ای توصیف برای آن از اینجا در اما ،[۴۲ ،۴۱ ،۴۰] است
بوسیلۀ غیرموضعͬ کسری دیفرانسیل معادلۀ ͷی جواب که هستند استوار یͺسان اصل این بر اساساً آنها همۀ و شدە اند ارائه مختلف
و ͬ کنیم م ارائه را رویͺرد این زیربنائͬ اصلͬ اندیشە  های فقط اینجا در شود. تقریب موضعͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلۀ چندین) (شاید

ͬ دهیم. م ارجاع مربوطه نوشتجات به را خواننده موضوع، جامع تر پوشش برای
بلͺه ͬ بخشند م بهبود را حافظه عبارت با مواجهه کارایی که هستند الͽوریتم هایی تنها نه هسته فشردە سازی طرح های عمل، در
را آنها دلیل همین به .[۴۳] ͬ شوند م ردە  بندی ͷغیرکلاسی روش های بە عنوان معمولا˟ جهت این از و هستند نیز مستقل روش هایی
دستاوردهای از ͬͺی که آنجا از اما داد. قرار بحث مورد نیز کسری دیفرانسیل معادلات برای دیͽر روش های همراه ۳ بخش در ͬ توان م
کسری مرتبه مسائل در پایا و طولانͬ حافظۀ به مربوط محاسباتͬ مشͺلات و حافظه مدیریت آنها) معرفͬ انگیزه (و روش ها این اصلͬ

ͬ دانیم. م مناسب  اخیر بخش در را آنها مورد در بحث است،
اندیشۀ است. فنͬ موضوع ͷی تنها α > ۰ هر به تعمیم و ͬ گیریم، م درنظر را ۰ < α < ۱ حالت فقط ارائه، در سهولت برای

بە صورت (۱) ریمان⁃لیوویل انتگرال هستۀ انتگرالͬ نمایش با اصلͬ

(۱۸) tα−۱

Γ(α)
=

sin(απ)

π

∫ ∞

۰
e−rtr−α dr

زد تقریب نمایی ها مجموع با زیر بە صورت را انتگرال ͬ توان م استاندارد کوادراتور قواعد با ادامه در ͬ شود. م آغاز

(۱۹) tα−۱

Γ(α)
=

K∑
k=۱

wke
−rkt + eK(t)
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با دارد. بستگͬ ممͺن کوادراتور قواعد میان از انتخاب به وزن و گره K تعداد به مربوط محاسباتͬ پیچیدگͬ و eK(t) خطای آن در که
ͬ شود م بازنویسͬ زیر بە صورت (۶) کسری دیفرانسیل معادلۀ جواب ،(۷) انتگرالͬ فرمول در دقیق انتگرال بە جای تقریب این اعمال

(۲۰) y(t) = y۰ +

K∑
k=۱

wk

∫ t

t۰

e−rk(t−τ)f(τ, y(τ)) dτ + EK(t)

بە صورت اولیه مقدار مسئلە ای جواب (۲۰) در انتگرال ها از کدام هر

(۲۱) d

dt
y[k](t) = −rky

[k](t) + f(t, y[k](t)), y[k](t۰) = ۰

روی را y[k]n تقریب های و زد تقریب را آن عددی بە طور ͬ توان م معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای استاندارد روش حل ͷی با که است
گرفت، نادیده را آن بتوان که باشد ͷکوچ آنقدر EK(t) خطای که شود انتخاب طوری کوادراتور قاعده اگر آورد. بە دست {tn} شبͺۀ

بە صورت گام بە گام را (۶) اصلͬ کسری دیفرانسیل معادلۀ از تقریبی جوابی ͬ توان م صورت آن در

yn = y۰ +

K∑
k=۱

w̄ky
[k]
n

دیͽر قبلͬ مقدار چند به یا y[k]n−۱ به فقط معمولͬ، دیفرانسیل معادلۀ برای شده انتخاب روش حل برحسب y[k]n هر آن در که آورد بە دست
دارد. بستگͬ

دیفرانسیل (معادلات موضعͬ مسئله K با صفرناشدنͬ حافظە ای با کسری) دیفرانسیل (معادلۀ غیرموضعͬ مسئله ͷی عمل، در
دیفرانسیل معادلات از کدام هر حل برای اگر و ͬ طلبند م را کمتری محاسباتͬ تلاش آنها از کدام هر که است شده جایͽزین معمولͬ)

یافت. خواهد کاهش O(pK) به نیاز مورد حافظه آنگاه شود استفاده p⁃گامͬ روش حل ͷی از (۲۱) معمولͬ
خطا دقیق تحلیل ͷی اینکه، نخست کند. کار بە درستͬ تا دارد نیاز دیͽری فنͬ جزئیات به بالا در ترسیم شده اندیشۀ است بدیهͬ
بررسͬ مستلزم زیرا است حساس بسیار کار ͷی این است. هدف دقت از کمتر کلͬ خطای که شود حاصل اطمینان تا است نیاز مورد
بر بە کارگرفتە شده معمولͬ دیفرانسیل معادلۀ روش حل و (۲۰) در انتگرال تقریب برای بە کارگرفتە شده کوادراتور قاعدۀ بین ناسازگاری
مثال، برای شوند. بررسͬ باید نیز فرعͬ مسائل برخͬ بە علاوه، باشد. دشواری بسیار موضوع ͬ تواند م که است، (۲۱) دستگاه روی
و باشند بزرگ بسیار ͬ توانند م مثبت rkهای از برخͬ زیرا شوند داده ترجیح A⁃پایدار روش های باید عموماً (۲۱) دستگاه حل هنگام

آورند. بە وجود را سرسخت مسائل
بە طور t مربوطۀ مقادیر تمام به توجه با را (۱۸) که کرد پیدا کوادراتور قاعدۀ ͷی ͬ توان نم که است این اغماض غیرقابل پیامد ͷی
نقطۀ اولین t۱ آن در که t ≥ t۱ هر برای آن تقریب دقت که یافت ͬ توان نم کوادراتوری قاعدۀ دیͽر، بە عبارت بزند. تقریب یͺنواخت
تقریب t۰ در تکینͬ حالت، دو هر در زیرا باشد، یͺسان t ≥ t۰ هر برای آن تقریب دقت با است t۰ آغازین نقطۀ راست سمت در شبͺه

است. شده پیشنهاد مختلف رویͺرد چندین مشͺل، این بر غلبه برای ͬ سازد. م دشوار بسیار را انتگرال
مختلط مسیری انتگرال ͷی آنها در که ،[۴۶ ،۴۵ ،۴۴] پیشͽام آثار از مجموعە ای در

tα−۱

Γ(α)
=

۱
۲πi

∫
C
ests−α ds

هر روی و ͬ شود، م تقسیم افزایشͬ طول های با زیربازە ها از دنبالە ای به [t۰, T ] انتگرال گیری بازۀ ͬ شود، م انتخاب هسته تقریب برای
بالایی دقت ͬ توان م روش این با گرچه ͬ شود. م استفاده (C مختلف مسیرهای (روی مختلف انتگرال گیری قواعد بازە ها این از کدام

دارد. نیاز گرانتر مختلط حساب از استفاده به و است پیچیده کاملا́ راهبرد این اما آورد، بە دست
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است شده تقسیم سابقه و موضعͬ عبارت  های به ثابت، δt > ۰ برای (۷) در انتگرال ،[۴۲ ،۴۱ ،۴۰] مقالە های در

y(t) = y۰ +
۱

Γ(α)

∫ t−δt

t۰

(t− τ)α−۱f(τ, y(τ)) dτ︸ ︷︷ ︸
سابقه عبارت

+
۱

Γ(α)

∫ t

t−δt
(t− τ)α−۱f(τ, y(τ)) dτ︸ ︷︷ ︸

موضعͬ عبارت

ضعیف تکینͬ با انتگرال معادلات برای استاندارد روش های با ͬ توان م را آن که ͬ کند، م محدود موضعͬ عبارت به را هسته تکینͬ امر این
دیͽر سابقه عبارت در هسته زد. تقریب ناچیز، نیاز مورد حافظۀ و محاسباتͬ هزینه کاهش با حاصل ضرب) انتگرال گیری قاعدۀ (مثلا́،

شود. تقریب ͬ رود، م بە کار t > δt برای فقط اکنون که (۱۹) با امن بە طور ͬ تواند م و نیست تکینیی هیچ شامل
برای فنͬ و دقیق بسیار خطای تحلیل ͬ شود. م داده ترجیح گاوسͬ کوادراتور قواعد معمولا˟ ممͺن، دقت بالاترین به دستیابی برای
،۴۹ ،۴۸ ،۴۷] مثال، (برای است شده پیشنهاد این کار انجام برای رویͺرد چندین است. ضروری بهینه شیوە ای به پارامترها تنظیم
اینجا در است. دشوار روش، مناسب ترین انتخاب مورد در تصمیم گیری برای مقایسە ای آنها، فنͬ ماهیت بە دلیل اما ببینید) را [۵۱ ،۵۰

ͬ دهیم. م ارجاع [۵۲] در شده ارائه جالب نتایج به را خواننده

کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات دربارۀ تبصرە ها برخͬ .۷

انتگرال و مشتق عملͽرهای محاسباتͬ بررسͬ و کسری مرتبۀ با معمولͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل به اساساً مقاله این اگرچه
شود. ارائه توضیح چند نیز کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای عددی روش های مورد در باید اما است، یافته اختصاص مرتبط

شده داده نشان [۵۳] در واقع، در ͬ شوند. م مربوط نیز جزئͬ دیفرانسیل معادلات به ۴ بخش در بحث مورد موضوعات .۱ .۷ تبصره
یا خطا تحلیل سادە سازی منظور به (مثلا́، جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی جواب های به اندازه از بیش همواری الزامات تحمیل که است
سمت تابع انتخاب بە  ویژه، است. مجاز مسائل ردۀ با رابطه در جدی پیامدهای دارای بالاتر) همͽرایی مرتبۀ ͷی آوردن بە دست برای

ͬ کند. م معین کاملا́ را مسئله آن در اولیه شرط خطͬ، اولیه⁃مرزی مقدار مسئله ͷی در f(x, t) راست

دارد. سروکار متفاوت کاملا́ جنبە ای با جزئͬ دیفرانسیل معادلات مورد در دوم تبصره

زمان متغیر به نسبت جداگانه گسستە سازی فنون شامل زمان⁃کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای نوعͬ الͽوریتم های .۲ .۷ تبصره
به نسبت (غیرکسری) مشتق عملͽر گسستە سازی برای بالا بسیار مرتبۀ با روشͬ بە کارگیری فعلͬ روند ͷی است. مͺان متغیر(های) و
آنکه با بە  ویژه، است. چندی معایب دارای اما ͬ رسد، م بە نظر جذاب رویͺردی اول نگاه در روش این اگرچه است. مͺان متغیر(های)
درک و ͬ دهد م افزایش نیز را الͽوریتم کلͬ پیچیدگͬ اما ͬ شود، م منجر مͺان متغیر(های) در کوچͺتر گسستە سازی خطای به این کار
چون اما بود. خواهد قابل قبول پیچیدگͬ این داد، کاهش قابل توجهͬ میزان به را کلͬ خطای بتوان اگر ͬ  سازد. م مشͺلتر را آن ͬ های ویژگ
کلͬ، خطای کاهش برای این رو از ͬ شود، م نیز زمان تقریب در آن سهم شامل بلͺه مͺانͬ گسستە سازی خطای شامل تنها نه کلͬ خطای
مرتبۀ به متغیر این به نسبت که داشت انتظار ͬ توان نم شد، اشاره بالا در که همان طور گرفت. ͷکوچ بسیار بە اجبار نیز را اخیر مولفۀ باید
مͺانͬ) شبͺۀ اندازه با مقایسه (در ͷکوچ بسیار زمانͬ گام اندازه انتخاب هدف، این به رسیدن راه تنها بنابراین برسیم، بالایی همͽرایی
منجر غیرقابل قبول اجرای زمان های به یقین به خطͬ از بالاتر پیچیدگͬ با استاندارد الͽوریتم ͷی که ͬ گیریم م نتیجه ۶ بخش از است.
ͷکوچ بسیار طول گام الزام این شود، استفاده خطͬ تقریباً یا خطͬ پیچیدگͬ با روشͬ از زمانͬ گسستە سازی در اگر حتͬ و ͬ شود، م
زمان⁃کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلۀ ͷی در بالا مرتبه مͺانͬ گسستە سازی از استفاده بنابراین، دارد. دلالت زیاد کلͬ هزینه بر همچنان

ͬ شود. نم توصیه معمولا˟
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نهایی نتیجە گیری .۸

داده شرح کسری مرتبه مسائل برای عددی روش های از درست استفاده به مربوط موضوعات برخͬ است شده سعͬ مقاله این در
دورە های در کلͬ بە طور کسری دیفرانسیل معادلات برای عددی روش های صحیح، مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادلات برخلاف شوند.
دیفرانسیل معادلات عددی بحث در که عمدە ای مشͺلات و ͬ ها ویژگ از غیرمتخصص افراد اغلب، و ͬ شود نم داده آموزش کارشناسͬ

هستند. بی اطلاع ͬ آید، م بوجود کسری جزئͬ دیفرانسیل معادلات و کسری
نوشتجات، در بسیاری نادرست نتایج با همراه زمینه، این در ͬ شده سازمانده بە خوبی رساله و درسͬ کتاب چند تنها بودن دسترس در

ͬ کند. م دشوارتر مراتب به را وضعیت
ارتقاء جهت در آموزشͬ، مدارس سازماندهͬ با و پایه سطح در دانشͽاهͬ خاص دورە های ترویج با باید علمͬ جامعۀ که معتقدیم ما

کند. تلاش زمینه این در دانش سطح

وقدردانͬ تشͺر .۹

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال ارزنده، پیشنهادهای ارائه و ترجمه این بررسͬ و مطالعه بە خاطر مقاله محترم داوران از
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اسماعیلͬ شاهرخ
ایران سنندج، کردستان، دانشͽاه ریاضͬ، گروه

sh.esⅿaeiⅼi@uok.aⅽ.ir

دانشͽاه در ۱۳۷۹ و ۱۳۷۷ سال های در بە ترتیب را کاربردی رياضͬ رشته ارشد کارشناسͬ و كارشناسͬ دورە های اسماعیلͬ شاهرخ
شد. امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه کاربردی ریاضͬ دکتری دورۀ وارد ۱۳۸۶ سال در و رساند اتمام به مدرس تربیت دانشͽاه و امیرکبیر صنعتͬ

است. بە کار مشغول کردستان دانشͽاه ریاضͬ گروه در تاکنون ۱۳۹۰ سال از وی
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Good (and not so good) practices in computational methods for fractional calculus

Kai Diethelm, Roberto Garrappa∗ and Martin Stynes
Translator: Shahrokh Esmaeili

Abstract: The solution of fractional-order differential problems requires in the majority of cases the use of some computational ap-
proach. In general, the numerical treatment of fractional differential equations is much more difficult than in the integer-order case, and
very often non-specialist researchers are unaware of the specific difficulties. As a consequence, numerical methods are often applied in
an incorrect way or unreliable methods are devised and proposed in the literature. In this paper we try to identify some common pitfalls
in the use of numerical methods in fractional calculus, to explain their nature and to list some good practices that should be followed in
order to obtain correct results.
Keywords: fractional differential equations; numerical methods; smoothness assumptions; persistent memory.
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