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فرکتالͬ فضاهای در نور مسیر معادله

پیشͺو امیر و گلمانخانه∗ خلیلͬ علیرضا

دو این از انتگرال گیری و مشتق گیری معمولͬ حسابان با هستند. متفاوتͬ مقادیر دارای چزاره و کوخ ͬ های منحن فرکتال بعد چͺیده.
بدین کرد. اعمال منحنͬ دو این مسیر روی را فرکتال حسابان ͬ توان م چͽونه که ͬ دهیم م نشان مقاله، این در نیست. امͺان پذیر منحنͬ
برای آغازی نقطه فرکتالͬ منحنͬ دو این روی مسیر انتگرال محاسبه آوریم. بدست را آنها به منتسب صحیح پلͺانͬ تابع باید منظور
تحلیلͬ بصورت فرکتالͬ مسیر دو این روی فرکتال مشتق گیری و فرکتال انتگرال گیری است. لاگرانژ معادلات استخراج و فرمولبندی
معادلات ͬ تواند م فرکتال حسابان در فرما اصل بͺارگیری که ͬ دهیم م نشان این بر علاوه ͬ شوند. م ترسیم متلب محیط در نتایج و انجام

کند. استخراج را فرکتالͬ فضای این در نور مسیر

مقدمه .۱

در اقلیدسͬ هندسه سازند. مͬ مشخص را ͷفیزی قوانین به مربوط معادلات و فرم هندسه، و    ب⁃ نوع ماده الف⁃ نوع ͷفیزی در
در ͬ دهند. م نشان “ͷفیزی در اصلͬ چارچوب ”بە عنوان را ریاضͬ مدل های مهم نقش نسبیت در ریمانͬ هندسه و ͷکلاسی ͷفیزی
آن ها برای معمولͬ حسابان تا گرفت صورت تلاشͬ ͬ شوند. م مشاهده فاینمن مسیر انتگرال روش در فرکتال ها کوانتمͬ ͷفیزی حوزه
هندسͬ اشͺال خلاف بر فرکتال ها . [۵ ،۱] نبود آمیز موفقیت نیستند پذیر مشتق و پذیر انتگرال فرکتال ها آنکه بە دلیل اما شود، استفاده
شبه روشͬ همͺاران و گنگال اخیرا شوند. مͬ ایجاد تصادفͬ“ ”فرایند یا تکراری“ ”فرایند با بلͺه نیستند، نمایش قابل ”معادله“ با دیͽر
معرفͬ حقیقͬ خط از فرکتال مجموعە های زیر روی گنگال و پارویت که حسابانͬ کردند. ارایه محاسباتͬ، الͽوریتم دارای ریمانͬ،
عناوین با هرکدام مزدوج معمولͬ دیفرانسیل معادله ریمان، انتگرال معمولͬ، مشتق مثل مفاهیمͬ برای و بوده ریمانͬ شبه نوع از کردند
و همتا نیز معمولͬ حسابان در سوبولف فضاهای برای حتͬ آنها شد. معرفͬ دیفرانسیل Fα⁃معادله و Fα⁃انتگرال Fα⁃مشتق،

مجموعه قبیل از فرکتال ها روی بر حسابانͬ روش، این در کردند. تعریف پذیر Fα⁃مشتق توابع سوبولف فضاهای عنوان با مزدوجͬ
ͬ توانند م فرکتال حسابان پژوهشͬ حوزه به علاقە مند خوانندگان .[۱۳ ،۱۲ ،۱۱ ،۱۶] ͬ شود م تعریف فرکتالͬ ͬ های منحن و کانتور
.[۴ ،۸ ،۹ ،۱۴ ،۳] نمایند مطالعه را است، ͷفیزی در فرکتال حسابان کاربردهای به مربوط بیشتر که اخیر، سال دو به مربوط منابع
هندسه به مواقع بیشتر در خوشبختانه که کرد پیشنهاد را فرکتالͬ فضاهای برای ͬͺفیزی مدل های ͬ توان م فرکتال حسابان ͷکم به
نور مسیر معادلات همچنین و ۲بیان چزاره ۱و کوخ ͬ های منحن روی بر لاگرانژ معادلات مقاله این در است. نزدیͺتر طبیعت واقعͬ

معادلات. لاگرانژ؛ معادلات فرما؛ اصل کوخ؛ منحنͬ فراکتال؛ حساب کليدی: کلمات و عبارات
مقصودی سعید رابط: دبیرتخصصͬ

پژوهشͬ مقاله: نوع
۱۴۰۰̸۹̸۲۱ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۰̸۴̸۴ دریافت: تاریخ
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۱۶–۱ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ،ͷپیش ا. و گلمانخانه خلیلͬ ع.

دیفرانسیل زیاد اعوجاج یا بودن شͺسته دلیل به چزاره و کوخ فرکتالͬ ͬ های منحن ͬ شود. م رسم و محاسبه آنها برای فرکتالͬ فضای در
شامل که دامنه با توابعͬ برای مشتق گیری و انتگرال گیری شامل که معمولͬ، حسابان از استفاده امͺان لذا نیستند، پذیر انتگرال و پذیر
[۱۷] کسری حسابان نوع از جدیدی نسخه که فرکتال، حسابان مقاله این در ندارد. وجود آنها برای شود، مͬ فرکتالͬ ͬ های منحن این
باشند: مͬ زیر ترتیب به مقاله مختلف بخش های ͬ گیریم. م بͺار فرکتالͬ  ͬ منحن دو این روی را است، معمولͬ حسابان یافته تعمیم و
برای لاگرانژ فرکتالͬ یافته تعمیم معادلات ۳ بخش در ͬ پردازیم. م فرکتالͬ ͬ های منحن روی بر فرکتالͬ حسابان تشریح به ۲ بخش در
نور برای ͬ تواند م بهینه مسیر بلͺه نیست ذرات مسیر برای تنها مسیر بهینە سازی شوند. مͬ ترسیم و استخراج فرکتالͬ مسیر دو این

است. یافته تخصیص چزاره و کوخ ͬ های منحن روی نور مسیر معادله به نیز ۴ بخش آید. بدست هم

چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ برای فرکتال حسابان .۲

حسابان این [۱۳] در همͺاران و گنگال است، نشده فرمول بندی کانتور مجموعه مثل گسسته مجموعە  روی تنها فرکتالͬ حسابان
کوخ فرکتالͬ منحنͬ روی فرکتالͬ حسابان کاربرد به مروری بخش این در دادند. گسترش کوخ منحنͬ مثل فرکتالͬ ͬ های منحن روی را
بە صورت ما مقاله این در کند. مراجعه [۶ ،۱۳ ،۱۲ ،۱۱] مقالات به بیشتر جزئیات برای خواننده داریم. اثبات، بدون چزاره، یا

.[۶] شوند داده نشان پارامتری معادلات با ͬ توانند م خود که ͬ پردازیم م چزاره و کوخ فرکتالͬ ͬ های منحن روی مطالعه به خاص
خود توانند مͬ توابع مسئله، ͷی حل برای که معنͬ این به ͬ کنند، م پشتیبانͬ را ”تکرار“ عمل کلͬ طور به نویسͬ برنامه زبان های
که معنا بدین است، تشابه خود خاصیت دارای که است منحنͬ [۱۶] فرکتال ͷی کنند. فراخوانͬ کوچͺتر فرعͬ مسائل حل برای را
به ۱ مرتبه کوخ منحنͬ است. راست خط ͷی صفر مرتبه کوخ منحنͬ ͷی مثال عنوان به کرد. تعریف خودش حسب بر را آن ͬ توان م
حالا کنیم. رسم زیر در شده داده نشان الͽوی در را کوچͺتر بخش چهار خط، ͷی فقط ترسیم جای به آید: مͬ دست به صورت این
الͽوی مجدد تکرار با افتد؟ مͬ اتفاقͬ چه کنیم، تکرار ۱ مرتبه کوخ منحنͬ بخش های از ͷی هر روی دوباره را کوخ الͽوی این اگر

کرد. رسم پایتون در را منحنͬ این میتوان زیر ساده کد با .( ۱ ͬ آید(شͺل م بدست ۳ مرتبه کوخ منحنͬ ما

کوخ منحنͬ :۱ شͺل
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iⅿport turtⅼe
ⅾef koⅽh(t، orⅾer، size):
”””
Ⅿake turtⅼe t ⅾraw a Koⅽh fraⅽtaⅼ of ’orⅾer’ anⅾ ’size’.
Ⅼeave the turtⅼe faⅽing the saⅿe ⅾireⅽtion.
”””

if orⅾer == :۰ The base ⅽase is just a straight ⅼine
t.forwarⅾ(size)
eⅼse:
koⅽh(t، orⅾer−۱ ، size̸۳) Go ۱̸۳ of the way
t.ⅼeft(۶۰)
koⅽh(t، orⅾer−۱ ، size̸۳)
t.right(۱۲۰)
koⅽh(t، orⅾer−۱ ، size̸۳)
t.ⅼeft(۶۰)
koⅽh(t، orⅾer−۱ ، size̸۳)

روی پوشا و ͷی به ͷی پیوسته، تابعͬ اگر دارد شدن پارامتری قابلیت پیوسته بە شͺل F ⊂ Rn (منحنͬ) فرکتال ͷی .۱ .۲ تعریف
[۱۳] چنان که باشد داشته وجود زیر شͺل به و Fباشد

(۱) w (t) : [a۰, b۰] ⊂ [a, b] → F ⊂ Rn,

که است پیوسته تابع ͷی که است (منحنͬ) فرکتال از مثالͬ این بͽیرید، نظر در را ذره ͷی براونͬ حرکت مسیر مثال بە عنوان
ͷی هم وایراشتراس تابع بالا تعریف با مطابق نیست. مشتق پذیر نقطە ای هیچ در وایراشتراس تابع مثل حتͬ یا نقاط از بسیاری در

باشند زیر بە صورت پارامتری رابطه دارای چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ که کنید فرض است. فرکتالͬ منحنͬ

(۲) w (t) : [a۰, b۰] ⊂ [a, b] → F,

است. ͷی به ͷی و پوشا پیوسته، w(t) تابع ͬ شود م فرض و باشد مͬ چزاره یا کوخ (منحنͬ) فرکتال F اینجا در و .a , b ∈ R
:[۱۳] ͬ شود م تعریف زیر بە صورت چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ برای جرم تابع

تعریف زیر بە صورت γα تابع P[a,b] = {a = t۰, . . . , tn = b} افراز ͷی با چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ هر برای .۲ .۲ تعریف
:[۱۳] ͬ شود م

(۳) γα (F, a, b) = lim
δ→۰

inf

n−۱∑
i=۰

|w (ti+۱)− w (ti)|
Γ (α+ ۱) ,

| · | و است. F مجموعه هاسدورف بعد α و بوده گاما تابع Γ(α+ ۱) و P ≤ δ آن در است افرازهایی تمام بە روی inf اینجا در
ͬ شود. م رسم تعریف از پس فرکتالͬ منحنͬ دو هر به شده داده نسبت پلͺانͬ تابع است. R۳ روی بر اقلیدسͬ نرم

:[۱۳] شود مͬ تعریف زیر صورت به F چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ ͷی با متناظر پلͺانͬ تابع .۳ .۲ تعریف
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(۴) Sα
F (t) =

{
γα (F, p۰, t) , t ≥ p۰

−γα (F, p۰, t) , t < p۰

است. اختیاری نقطه ͷی p۰ ∈ [a۰, b۰] اینجا در

(قرمز) آن به منتسب پلͺانͬ تابع و (آبی) کوخ منحنͬ :۲ شͺل

(قرمز) آن به منتسب پلͺانͬ تابع و (آبی) چزاره منحنͬ :۳ شͺل
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ازای به Sα
F (t) کمیت برای شدە اند.اشͺال رسم آنها با متناظر صحیح پلͺانͬ تابع و چزاره۴ و کوخ۳ منحنͬ ۳ و ۲ شͺلهای در

بعد و هاسدورف بعد بە جای فرکتال حسابان در اند. شده رسم چزاره منحنͬ برای α = ۱٫۷۸ و کوخ منحنͬ برای α = ۱٫۲۶
برابرند. هم با گاما بعد با آن هاسدورف بعد باشد فشرده F مجموعه اگر ͬ شود. م تعریف گاما“ ”بعد بە نام بعدی جعبە ای شمارش

:[۱۳] ͬ شود م تعریف زیر صورت به F فرکتالͬ منحنͬ هر برای γبعد .۴ .۲ تعریف

(۵) dimγ (F ) = inf {α : γα (F, a, b) = ۰} = sup {α : γα (F, a, b) = ∞} .

یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ روی نقطه هر در را فرکتالͬ مشتق بعدی مرحله در ͬ توان م شدند تعریف گاما بعد و پلͺانͬ تابع وقتͬ
نمود. تعریف چزاره

صورت به آن فرکتالͬ مشتق f : F → R و باشد فرکتال F ⊂ R کنیم فرض .۵ .۲ تعریف

(۶) Dα
F f (θ) = F − lim

θ′→θ

f(θ
′
)− f(θ)

J(θ′)− J(θ)
,

باشد. داشته وجود حد این اینکه شرط به J (θ) = Sα
F

(
w−۱ (θ)

)
, θ ∈ F اینجا در ،[۱۳] ͬ شود م تعریف

اگر است f : F → R تابع فرکتالͬ حد l حقیقͬ عدد باشد، فرکتال F ⊂ R کنید فرض .۶ .۲ تعریف

(۷) (∀θ′ ∈ F ) (|θ′ − θ| < δ ⇒ |f(θ′
)− l| < ϵ)

نوشت زیر صورت به را نتیجه ͬ توان م .[۱۳] باشد داشته وجود l عدد هرگاه و است قدرمطلق نماد |.| اینجا در

(۸) l = F − lim
θ′→θ

f(θ
′
)

.[۱۳] نمود تعریف را پایین و بالا کران ابتدا است لازم F چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ روی فرکتال انتگرال تعریف برای

زیر صورت به F چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ از قسمتͬ .۷ .۲ تعریف

(۹) C(t۱ − t۲) = {w(t′) : t ∈ [t۱, t۲]},

همچنین و
(۱۰) M [f, C(t۱, t۲)] = sup

θ∈C(t۱,t۲)
f(θ),

(۱۱) m[f, C(t۱, t۲)] = inf
θ∈C(t۱,t۲)

f(θ).

.[۱۳] ͬ شود م تعریف

زیر صورت به P[a,b] افراز بروی f : F → R تابع برای ترتیب به پایین و بالا کران .۸ .۲ تعریف

(۱۲) Uα [f, F, P ] =
n−۱∑
i=۰

M [f, C(ti, ti+۱)] [S
α
F (ti+۱)− Sα

F (ti)] ,

(۱۳) Lα [f, F, P ] =

n−۱∑
i=۰

m[f, C(ti, ti+۱)] [S
α
F (ti+۱)− Sα

F (ti)] ,

3koch curve 4cesàro curve
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:[۱۳] ͬ شود م تعریف زیر صورت به چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ روی بر f : F → R تابع برای فرکتالͬ انتگرال .۹ .۲ تعریف

∫
C(a,b)

f(θ)dαF θ(۱۴)

=

∫
C(a,b)

f(θ)dαF θ = sup lim
P [a,b]

Lα[f, F, P ] =

∫
C(a,b)

f(θ)dαF θ = inf lim
P [a,b]

Lα[f, F, P ].(۱۵)

فرکتالͬ مشتق به نسبت پذیر دیفرانسیل f : F → R تابع اگر اول: قسمت دیفرانسیل] و حساب اساسͬ قضیه ،۱۳] .۱۰ .۲ قضیه
باشیم: داشته که طوری به باشد فرکتالͬ پیوسته تابع ͷی f : F → R و باشد

(۱۶) g (θ) = Dα
F f (θ)

آن گاه

(۱۷)
∫
C(a,b)

g(θ)dαF θ = f(w(b))− f(w(a)).

و C(a, b) روی بر فرکتالͬ پیوسته و محدود f : F → R تابع دوم:اگر قسمت

(۱۸) h(w(t)) =

∫
C(a,b)

f(θ)dαF θ, t ∈ [a, b],

اینجا در

(۱۹) Dα
Fh (θ) = f (θ) .

[۱۳] کنید مراجعه مقاله به اثبات برای

ها: فرکتال حساب در مهم فرمولهای
داریم: این صورت در باشد f(θ) = k ∈ R ۱⁃اگر

(۲۰) Dα
F f (θ) = ۰.

داریم f(θ) = ۱ ۲⁃اگر

(۲۱)
∫
C(a,b)

۱dαF θ = Sα
F (b)− Sα

F (a) = J(w(b))− J(w(a)).

است: زیر صورت به تابع این انتگرال و مشتق باشد، چزاره منحنͬ روی بر f(t) = (Sα
F (t))

۲ تابع اگر .۱۱ .۲ مثال

Dα
F f (t) = ۲ Sα

F (t)χF (t),

∫
f (t) dαF t =

(Sα
F (t))

۳

۳ + k.(۲۲)

کردیم. رسم ۶ و ۵ ، ۴ های شͺل در را چزاره منحنͬ دامنه روی آن فرکتالͬ انتگرال و مشتق و f تابع های نمودار
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(آبی) چزاره منحنͬ دامنه با (قرمز) f(t) = (Sα
F (t))

۲ تابع نمودار :۴ شͺل

(آبی) چزاره منحنͬ دامنه (قرمز)با f(t) = (Sα
F (t))

۲ تابع مشتق نمودار :۵ شͺل

فرکتالͬ منحنͬ روی بر لاگرانژی ͷانیͺم .۳

سیستم حرکت معادلات و (ͷدینامی) بیان را اجسام حرکت علت ͬ توان م جاذبه قانون و نیوتون سوم تا اول قوانین از استفاده با
استفاده با ͬ توان م آیا باشند پیچیدە تر ͷانیͺم در شده مطرح مسائل اگر اما نمود. (ͷسینماتی) توصیف و آورده بدست را ͬͺانیͺم
مشͺل کنید بررسͬ را آونگ حرکت بخواهید اگر مثال بعنوان کرد؟ پیدا دست اجسام حرکت معادلات به سادە تر دیͽر، روش های از
آونگ یا ( ۷ (شͺل دوگانه آونگ مسئله بخواهید اگر اما ندارید، نیوتونͬ ͷانیͺم با ساده آونگ ͷدینامی و ͷسینماتی در خاصͬ
ͷانیͺم یا لاگرانژی ͷانیͺم با باید دارید. اسͺالرها و بردارها با کار از غیر مناسب تری ریاضͬ ابزار به نیاز کنید حل را سە گانه

۷ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.129267.1439

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.129267.1439
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(آبی) چزاره منحنͬ دامنه (قرمز)با f(t) = (Sα
F (t))

۲ تابع انتگرال نمودار :۶ شͺل

شوید. آشنا ۵ تغییرات حساب ریاضͬ شاخه و کنش کمترین اصل کنش، مفاهیم و هامیلتونͬ
ͬ شود م توصیف نیوتن دوم قانون با ͬ کند م حرکت F = F (x) نیروی تاثیر تحت که یͷ بعدی ͬͺانیͺم سیستم ترین ساده

دوگانه آونگ حرکت معادلات آوردن بدست در تغییرات حساب از استفاده :۷ شͺل

(۲۳) F = m
dv

dt
=

dp

dt
,

از استفاده با ͬ توان م ͬ باشند. م ذره حرکت اندازه p = mv و ، ذره سرعت v =
dx

dt
= ·x ذره، جرم m ذره، بر وارد نیروی F

را (۲۳ (معادله نیوتن دوم قانون رابطه F (x) = −dU(x)

dx
پتانسیل انرژی و T =

۱
۲mv۲ =

۱
۲m · x۲ جنبشͬ انرژی تعاریف

5calculus of variations
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۱۶–۱ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه فرکتالͬ، فضاهای در نور مسیر معادله

بود. خواهد نیز بعدی چند مسائل به تعمیم آماده که نوشت دیͽری بصورت

(۲۴) ∂T

∂v
= mv =

∂T

∂ · x
= m · x.

L = لاگرانژ تابع بعنوان پتانسیل و جنبشͬ انرژی تفاضل تعریف با F (x) = −∂U

∂x
نوشت میتوان F = F (x) برای همچنین

ͬ شود م نوشته لاگرانژ معادله بصورت نیوتن دوم قانون T − U

(۲۵) d

dt
(
∂L

∂ · x
)− ∂L

∂x
= ۰,

. ∂U
∂ · x

= ۰ و ∂T

∂x
= ۰ که آن است هم آن دلیل .∂L

∂x
= −∂U

∂x
و ∂L

∂ · x
=

∂T

∂ · x
بالا معادله در

مادی اجسام حرکات علم ͷانیͺم یافت. توسعه دقیق علمͬ بە صورت که است ͷفیزی از شاخە ای اولین ͷانیͺم تاریخͬ، نظر از
ͬ توان م را ͷکلاسی ͷانیͺم کاربردهای از بسیاری کرد. تقسیم ͷاستاتی و ͷدینامی ،ͷسینماتی شاخه سه به آن را ͬ توان م و است
دارد. وجود ͷکلاسی ͷانیͺم اصول بیان برای نیز دیͽری راە های اما دانست. استوار نیوتن حرکت قوانین براساس مستقیم بطور
قوانین از را آن ها ͬ توان م زیرا نیستند، ͬͺفیزی جدید نظریە های این ها البته برد. نام را هامیلتون و لاگرانژ معادلات ͬ توان م مثال برای
آن ها است. رفته بە کار ریاضͬ پیشرفتە تر مفاهیم آن ها در ͬ اند. ͺفیزی نظریه آن بیان برای دیͽری روش های بلͺه آورد، بدست نیوتن
ریاضͬ بیان دیͽر طرف از ͬ بود. م دشوار بسیار نیوتن قوانین پایه بر مستقیما حلشان که ͬ دهند م ارائه مسائل پارە ای برای حل هایی راه

هستند. هم کوانتوم و نسبیت نظریە های برای کار شروع نقطه منزله به ͷکلاسی ͷانیͺم پیشرفتە تر
بر حرکت معادلات از مجموعە ای از است عبارت ͬͺانیͺم دستگاهͬ مورد در نیوتن قوانین مستقیم کاربرد از حاصل نتیجه
مناسب ترین مختصات این حالات از بسیاری در است. شده ساخته آن ها از دستگاه که ذراتͬ از ͷی هر دکارتͬ مختصات حسب
وارد مرکزی نیروی تاثیر تحت ذره تک ͷی حرکت مسئله در مثال برای نیست. دستگاه حرکت توصیف یا مسئله حل برای مختصات
مختصات دستگاه با همراه مختلف مختصات دستگاە های کلیه کلͬ بطور است. مناسب ذره حرکت صفحه در قطبی مختصات کردن
هر در حرکت معادلات حل و نوشتن برای شͺلͬ ͷی روشͬ داریم علاقه ͬ آوریم. م بە حساب یافته تعمیم مختصات جزو را دکارتͬ
کنیم صحبت ͬͺفیزی دستگاهͬ به راجع بخواهیم وقتͬ شد. ابداع لاگرانژ توسط روشͬ چنین باشیم. داشته دلخواه مختصات دستگاه
است چنین رسم کنیم، چشم پوشͬ آن مختصات کردن مشخص از موقتا و باشد شده توصیف یافته تعمیم مختصات وسیله به که
qn و , . . . , q۲, q۱ بە صورت یافته تعمیم مختصات n از مجموعە ای دهیم. نشان عددی اندیس ͷی و q حرف با را مختصه هر که
z, y, x دکارتͬ مختصات است ممͺن که ͬ شود م معین مختصه سه وسیله به ͬ کند م حرکت فضا در که ذرە ای مͺان ͬ شود. م نوشته

باشد. q۳, q۲, q۱ کلͬ بطور یا φ, z, ρ استوانە ای مختصات یا φ, θ, r کروی مختصات یا
با است برابر ترتیب به قطبی و دکارتͬ مختصات در ذره ͷی جنبشͬ انرژی

(۲۶) T =
۱
۲m(·x۲ + ·y۲);T =

۱
۲m(·r۲ + r۲ · θ۲).

داریم اندازە حرکت مولفە های برای

(۲۷) px =
∂T

∂ · x
= m · x, py =

∂T

∂ · y
= m · y; pr =

∂T

∂ · r
= m · r, pθ =

∂T

∂ · θ
= m · θ.

. است pk =
∂T

∂ · qk
صورت به qk یافته تعمیم مختصه به مربوط pk یافته تعمیم حرکت اندازه

تک حساب در ͬ کنیم. م آغاز متغیره تک توابع بهینە سازی با ابتدا .[۲] آورد بدست ͬ توان م هم دیͽری راه از را لاگرانژ معادلات
شود صفر تابع مشتق که نقطە ای هر در ͬ تواند م موضعͬ ماکزیمم یا مینیمم آورد. بدست را توابع ماکزیمم یا مینیمم ͬ توان م متغیره
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است. تابعک۶ͬ از معینͬ نقاط کردن پیدا ما هدف تغییرات حساب در باشد. داشته وجود

(۲۸) J [y(x)] =

∫ x۱

x۰

F (x, y,
dy

dx
)dx.

با [t۰, t۱] زمانͬ بازه در انتگرال با و ͬ شود م گفته S ۷ کنش آن به و است زمانͬ نوع از ۲۸ معادله انتگرال ͷکلاسی ͷانیͺم در اما
ͬ شود م بیان زیر رابطه

(۲۹) S[q(t)] =

∫ t۱

t۰

L(t, q,
dq

dt
)dt.

زمان متغیر جایͽزینͬ با معادلات این به ͷفیزی در حالیͺه در ͬ شود م گفته اولر⁃لاگرانژ معادلات ریاضͬ در آمده بدست معادلات به
ͬ شود. م گفته بعدی ͷی لاگرانژ معادلات x بجای t

لاگرانژی ͷانیͺم در یافته تعمیم مختصات و انرژیها از استفاده نیوتنͬ و لاگرانژی ͷانیͺم بین اصلͬ تفاوتهای خلاصه، طور به
بە  آن توسعه قابلیت که است این نیوتنͬ ͷانیͺم به نسبت لاگرانژی ͷانیͺم مزیت است. نیوتنͬ ͷانیͺم در قیدها و نیروها جای به

ͬ پردازیم. م آن به بعدی بخش در که دارد را ۸ نورشناسͬ شاخه مثل ͬͺفیزی نظریە های سایر
سیستم پتانسیل انرژی و T جنبشͬ انرژی (تفاضل L = T − Uلاگرانژی ͷانیͺم در دوگانه آونگ حرکت مطالعه برای
H = هامیلتونͬ ͷانیͺم در حالیͺه در داریم، ,v۱)سروکار v۲) یافته تعمیم سرعت های ,θ۱)و θ۲) یافته تعمیم مختصات )با U
(θ۱, θ۲)یافته تعمیم مختصات با لاگرانژی، ͷانیͺم کنار در دیͽر رهیافت بە عنوان سیستم)، پتانسیل و جنبشͬ انرژی T+U(مجموع

با: است برابر ͬͺفیزی سیستم ͷی لاگرانژی و هامیلتونͬ بین رابطه داریم. ,p۱)سروکار p۲) یافته تعمیم حرکت های اندازه و

(۳۰) H =
۲∑

i=۱
piqi − L = p۱q۱ + p۲q۲ − L = p۱θ۱ + p۲θ۲ − L

ͬ شوند. م استخراج آن از اولر⁃لاگرانژ معادلات و ͬ باشد م قبیل این از مسائلͬ برای مناسبی ریاضͬ ابزار تغییرات حساب
یعنͬ: است U پتانسیل انرژی و T جنبشͬ انرژی تفاضل معین نوع از زمانͬ مسیر ،انتگرال Sکنش

S =

∫ t۲

t۱

Ldt =

∫ t۲

t۱

(T − U)dt. (۳۱)

انتگرال این آن برای که مسیری اما ،(۸ (شͺل باشد داشته متفاوتͬ مقادیر و شود محاسبه مختلفͬ مسیرهای برای ͬ تواند م انتگرال این
هم ͬͺفیزی سیستم ͬ دهد. م نشان طبیعت در را ͬͺفیزی سیستم های رفتار و خصلت واقع در و دارد ای ویژه اهمیت باشد کمینه
واقعیت داد. قرار انتگرالده داخل در را سیستم هر به مربوط لاگرانژی تابع باید و باشد نوری و ،ͬͺتریͺال ،ͬͺانیͺم نوع از ͬ تواند م
ͷی ͬͺانیͺم سیستم ͷی A کنش حالا .[۱۵] ͬ آیند م بە دست کنش کمترین اصل طریق از ͷفیزی قوانین از بسیاری که است این

یعنͬ ͬ کنیم، م کمینه را آن کنش و گیریم مͬ نظر در را q یافته تعمیم مختصه با بعدی

(۳۲) S =

∫ b

a
L(t, q(t), q′(t))dt

ͬ دهیم: م قرار صفر برابر را آن مشتق کنش، این کمینە سازی برای که

(۳۳) δS = ۰

6functional 7action 8optics
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. مختلف مسیرهای برای کنش محاسبه :۸ شͺل

یا و

δ

∫ b

a
L(t, q(t), q′(t))dt =

∫ b

a
(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q′
d

dt
δq(t))dt (۳۴)

=

∫ b

a
(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q′
)δqdx+

∂L

∂q′
(b)δq(b)− ∂L

∂q′
(a)δq(a) = ۰ (۳۵)

زیر مرزی شرایط گرفتن نظر در با

(۳۶) q(b) = q(a) = ۰.

.[۱۵] آوریم مͬ بدست زیر صورت به را سیستم آن حرکت معادلات

(۳۷) d

dt
(
∂L

∂q·
)− ∂L

∂q
= ۰.

بعدی بخش در آن ͷکم به و ادامه در تا کنیم بیان را فرکتالͬ منحنͬ روی بر لاگرانژ یافته تعمیم معادلات ͬ خواهیم م بخش این در
St
F (w (t) پلͺانͬ تابع با qi یافته تعمیم مختصات بە جای آوریم. بە دست را ناپذیر دیفرانسیل فرکتالͬ فضای در نور مسیر معادلات

[۷] باشد زیر بە صورت چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ روی بر پایستار سیستم به مربوط لاگرانژ تابع اینکه فرض با داریم. سروکار

(۳۸) Lα
F (t, S

t
F (w (t)), Dα

FS
α
F (w (t))).

است: زیر صورت به چزاره یا کوخ فرکتالͬ منحنͬ روی بر هامیلتون یافته تعمیم کنش اصل این صورت در

(۳۹) δ

∫ b

a
Lα
F (t, S

α
F (w(t)), D

α
FS

α
F (w(t)))d

α
F t = δA = ۰.

اینجا در

(۴۰) A =

∫ b

a
Lα
F (t, S

t
F (w (t)), Dα

FS
α
F (w (t)))dαF t

زیر مرزی شرایط فرض با تابعکͬ این مینیمم سازی منظور به

(۴۱) δ(Sα
F ((w(b))) = δ(Sα

F (w(a))) = ۰.
۱۱ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.129267.1439
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۱۶–۱ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ،ͷپیش ا. و گلمانخانه خلیلͬ ع.

: ͬ کنیم م تعریف زیر بصورت را آن به مربوط فرکتالͬ کنش و گرفته نظر در ͬ کند م کمینه را کنش که مسیری به ͷنزدی مسیر ͷی ابتدا

Aη =

∫ b

a
Lα
F (t, S

α
F (w(t)) + ηGα

F (w(t)), D
α
FS

α
F (w(t)) + ηDα

FG
α
F (w(t)))d

α
F t(۴۲)

=

∫ b

a
Lα
F,ηd

α
F t,(۴۳)

اینجا در
(۴۴) Gα

F (w(a)) = Gα
F (w(b)) = ۰.

داشت: خواهیم η به نسبت Aη از مشتق گیری با

dAη

dη
=

∫ b

a

(
dLα

F,η(t,Q,Qα

dη

)
dαF t

=

∫ b

a

(
dt

dη

∂Lα
F,η

∂t
+

dQ

dη

∂Lα
F,η

∂Q
+

dQα

dη

∂Lα
F,η

∂Qα

)
dαF t(۴۵)

داشت: خواهیم لذا dt
dη = ۰ ͬ که آنجائ از

(۴۶)
dAη

dη
=

∫ b

a

(
dQ

dη

∂Lα
F,η

∂Q
+

dQα

dη

∂Lα
F,η

∂Qα

)
dαF t

ͬ کنیم: م فرض اینجا در

(۴۷) Q = Sα
F (w(t)) + ηGα

F (w(t)), Q
α = Dα

FS
α
F (w(t)) + ηDα

FG
α
F (w(t))),

داشت: خواهیم لذا

(۴۸)
dAη

dη
=

∫ b

a

(
Gα

F (w(t))
∂Lα

F,η

∂Q
+Dα

FG
α
F (w(t)))

∂Lα
F,η

∂Qα

)
dαF t

شد: خواهد اکسترمم Aη و Gα
F (w(t)) = Sα

F (w(t)) آن صورت در η = ۰ اگر

(۴۹)
dAη

dη

∣∣∣∣
η=۰

= ۰,

یا و

(۵۰)
∫ b

a

(
Sα
F (w(t))

∂Lα
F

∂Sα
F (w(t))

+Dα
FS

α
F (w(t)))

∂Lα
F

∂Dα
FS

α
F (w(t))

)
dαF t = ۰

نوشت ͬ توان م فرکتال ها حساب در جزء به جزء انتگرال قاعده از استفاده با

(۵۱)
∫ b

a

(
∂Lα

F

∂Sα
F (w(t))

−Dα
F,t

∂Lα
F

∂Dα
FS

α
F (w(t))

)
Gα

F (w(t))d
α
F t+

[
Gα

F (w(t))
∂Lα

F

∂Dα
FS

α
F (w(t))

]b
a

= ۰

: ͬ آید م بدست زیر یافته تعمیم لاگرانژی معادله ۴۴ به معادله توجه با

(۵۲) Dα
F,wL

α
F −Dα

F,t D
α
F,vL

α
F = ۰,

اینجا در

(۵۳) v = Dα
FS

α
F (w(t)), D

α
F,wL

α
F =

∂Lα
F

∂Sα
F (w(t))

.
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۱۶–۱ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه فرکتالͬ، فضاهای در نور مسیر معادله

فرکتالͬ فضای در نور مسیر معادله .۴

ͬ شود، م مربوط حرکت و ماده نیرو، بین روابط ویژه به ،ͬͺفیزی اجسام حرکت به که است ͷفیزی از حوزە ای ͷانیͺم که همان طور
است متوالͬ عناصری از متشͺل نوری سیستم ͷی ͬ پردازد. م نوری سیستم های مطالعه به که است ͷفیزی از شاخە ای نیز نورشناسͬ
دستگاە های کننده، منعکس منشورهای نمایشͬ، صفحە های نوری، آشͺارسازهای نوری، منابع آینە ها، لنزها، شامل است ممͺن که
مسیر معادله شود اعمال نوری سیستم ͷی کنش روی وردشͬ اصل ͬ که درصورت باشد. نوری فیبر و نازک فیلم های فیلترها، پراکننده،
نور پرتو ͷی توسط نقطه دو بین پیمودە شده مسیر که ͬ دارد م بیان که است اصلͬ زمان کوتاە ترین اصل یا فرما داد.اصل خواهد را نور
مͬ لذا باشد. B و A نقاط بین نور پرتو حرکت برای زمانͬ فاصله T اگر پیمود. زمان کوتاە ترین در بە توان که بود خواهد مسیری

نوشت توان

(۵۴) T (t) =

∫ B

A
dt =

∫ B

A

ds

v

.(v = c/n) ͬ باشد م خلاء در نور سرعت c و محیط در نور شͺست ضریب n محیط، در نقطه دو این بین نور سرعت v اینجا در که

(۵۵) ds =

√
dx۲ + dy۲ =

√
۱ + (

dy

dx
)۲ dx.

اید مͬ بدست زیر معادله از نقطه دو این بین نور حرکت مسیر فرما اصل طبق باشد. مͬ

(۵۶) δT (t) = δ

∫ B

A

ds

v
= ۰

ͬ باشد م زیر صورت فرکتالͬ منحنͬ روی بر نقطه دو بین نور حرکت برای T (t)ͬزمان فاصله فرما اصل به توجه با و بالا حالت مشابه
[۱۰]

(۵۷) T (t) =

∫ tB

tA

۱
c

√
۱ + (Dα

F,tS
α
F (w))

۲dαF t,

است زیر صورت به فرکتالͬ فضای در ۵۴ و ۵۷ های رابطه مقایسه با v = c خلا در نور برای معادل لاگرانژ تابع لذا

(۵۸) Lα
F (t,D

α
F,tS

α
F (w)) =

√
۱ + (Dα

F,tS
α
F (w))

۲

بنویسیم توانیم مͬ فرکتال ها روی ۵۲ لاگرانژ معادلات از استفاده با

(۵۹) Dα
F,t(

Dα
F,tS

α
F (w)√

۱ + (Dα
F,t, S

α
F (w))

۲
) = ۰,

ͬ شود: م استفاده زیر رابطه از نور، لاگرانژ تابع به توجه با اینجا در

(۶۰) Dα
F,wL

α
F = ۰.

آید: مͬ بدست زیر بصورت استاندارد معادله با آن مقایسه با ۵۹ معادله حل

(۶۱) Sα
F (w) = m Sα

F (t) + k,

تبدیل ۶۱ معادله α = ۱ اگر اینجا در است. شده رسم چزاره فرکتالͬ فضای در نور مسیر ۶ شͺل در هستند. ثابت m, k اینجا در که
نزدیͺترین نقطه دو بین یعنͬ ͬ دهد. م نشان را اقلیدسͬ هندسه از حاصل نتیجه همان که ͬ شود م نقطه دو بین راست خط معادله به
ͬ توان م را راست خط این شیب شود توجه ۶ شͺل به اگر ͬ کند. م طͬ ممͺن زمان کمینه در را آن نور که است راست خط ͷی فاصله
نقطه دو بین مسیر نزدیͺترین کند حرکت چزاره فرکتالͬ منحنͬ مانند فرکتالͬ فضای روی نور اگر یعنͬ کرد. مشاهده چزاره منحنͬ بر
بر را فضا هندسه اثر مسئله این حل با لذا ͬ کند. م طͬ نقطه دو این بین زمان مدت حداقل در را آن نور و است ۶ شͺل صورت به
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۱۶–۱ (۱۴۰۰) ۲ شماره ،۶ جلد جامعه̸ و ریاضͬ نشریه ،ͷپیش ا. و گلمانخانه خلیلͬ ع.

زمان باشد ͷی از بیشتر α < ۲ هرچقدر و ͬ کنیم م مشاهده را کند طͬ کمینه زمان در را نقطه دو بین که نور مسیر و حرکت روی
. ͬ یابد م افزایش نقطه دو بین حرکت

.(۳۱) معادله در m = ۲, k = ۱ فرض با (آبی) چزاره منحنͬ برای (قرمز) فرکتالͬ فضای در مسیرنور :۹ شͺل

قدردانͬ و تشͺر .۵

و تشͺر کمال مقاله خوانندگان بهتر استفاده و مقاله کیفیت ارتقاء جهت محترم داور نیت حسن و نظر دقت پیشنهادات، از
باشد. شده جلب ایشان رضایت ممͺن حد بالاترین تا که است امید ͬ نمائیم. م را قدردانͬ
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۶۸ –۵۵ (۱۳۹۹) ۵ جامعه، و ریاضͬ کاربرد، تا نظریه از فرکتالͬ؛ انتگرال و دیفرانسیل حساب گلمانخانه، خلیلͬ ع. و پیشͺو ا. [۱۶]
.۶۹ –۵۶ (۱۳۹۶) ۴ جامعه، و ریاضͬ کاربرد، تا نظریه از کسری حسابان اکرمͬ، ح. م. [۱۷]

گلمانخانه خلیلͬ علیرضا
ایران اسلامͬ،ارومیه، ازاد ارومیه،دانشͽاه فیزیͷ،واحد گروه

aⅼirezakhaⅼiⅼi۲۰۰۲@yahoo.ⅽo.in
a.khaⅼiⅼi@iaurⅿia.aⅽ.ir

ͷی همچنین و است. رسانده پایان به گنگال پرفسور نظر زیر هندوستان پونا دانشͽاه از نظری ͷفیزی دکترای گلمانخانه خلیلͬ علیرضا
دانشͽاه در مدعو استاد بعنوان . است داشته مͺزیͺوسیتͬ (IPN) دانشͽاه در بالانكین الͺساندر پروفسور نظر تحت مطالعاتͬ فرصت
مجلات در علمͬ مقاله ۱۰۰ از بیش داوری و کتاب دو مقاله، ۸۰ از بیش تاکنون ایشان است. داشته همͺاری فرکتالها زمینه در ترکیه وان

است. داشته معتبر

پیشͺو امیر
ای هسته فنون و علوم پژوهشͽاه شتابͽرها، و ͷفیزی پژوهشͺده
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Equation of Lightpath in fractal spaces

Alireza Khalili Golmankhaneh∗ and Amir Pishkoo

Abstract: The fractal dimension of Koch and Cesàro curves has different values. These two curves are not differentiable and inte-
grable in the sense of ordinary calculus. This paper shows how fractal calculus can be applied to these two curves. To do this, we
need to obtain the corresponding staircase function. Calculating the path integral on these two fractal curves is the starting point for
formulating and extracting Lagrange equations. Fractal integration and fractal derivation on these two fractal paths are performed
analytically, and the results are plotted in a MATLAB environment. In addition, we present an application by finding light path
equations in this fractal space using the generalized Fermat’s principle in fractal calculus.
Keywords: Fractal calculus; Koch Curve; Fermat’s principle; Lagrange equations; light path equations.
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