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خیام‐پاسͺال مثلث زیبایی های

خاتمͬ امين محمد سيد

این در داد. نمایش شͺل با را آن ها ͬ توان م مواردی در حتͬ که دارد بسیاری زیبای خواص خیام‐پاسͺال مثلث چͺیده.
بسط ضرایب به مربوط اتحادهایی مختلف، عددی روابط و الͽوها کرد. خواهیم مطالعه را خواص این از منتخبی مقاله

است. خواص این جمله از فراکتالͬ ساختارهای با مثلث این ارتباط و دوجمله ای،

مقدمه .١

تحقیقات تقارن ͬ گردد. برم ١۶۶۵ سال به پاسͺال بلز از نوشته چند انتشار به خیام‐پاسͺال عددی مثلث شهرت
به اشاره و ریاضͬ دنیای بزرگان از بسیاری با پاسͺال بودن هم عصر و وسطͬ قرون از بعد علم̞ͬ انقلاب با پاسͺال
(قرن ایتالیا یی ها که ͬ دانیم م اکنون اما شد. پاسͺال مثلث نام به مثلث این شهرت باعث مثلث این کاربردهای از بعضͬ
با پاسͺال از قبل نیز میلادی) ٨ (قرن هندی ها و میلادی)، ١٠ (قرن ͬ ها ایران میلادی)، ١١ (قرن ͬ ها چین میلای)، ١۶
تعداد به میلاد از قبل سوم قرن در هندی ها اولین بار ͬ رسد م نظر به .[٣٣ ،١٩ ،٨] داشته اند آشنایی عددی مثلث این
را عددی مثلث این نیز میلادی هشتم قرن در نوشته ای در همچنین و کرده اند اشاره شͬ n از شͬ r انتخاب راه های
،[٢٣] است کرجͬ است کرده اشاره دوجمله ای بسط نیز و عددی مثلث این به که کسͬ اولین ایران در .[١٣] آورده اند

ͬ  نامند. م خیام مثلث آن را است آورده دست به مهمͬ نتایج دوجمله ای ضرایب محاسبه در خیام که آنجایی از ولͬ
روابط و الͽوها کرد. خواهیم مطالعه را خیام‐پاسͺال مثلث بصری و محاسباتͬ خواص از گزیده ای مقاله، این در
این جمله از فراکتالͬ ساختارهای با مثلث این ارتباط و دوجمله ای، بسط ضرایب درباره اتحادهایی مختلف، عددی

خواص اند.

خیام عددی مثلث .٢

بسط این با باستان یونانیان است. (x+ y)n دوجمله ای بسط ضرایب در ͬ شود م ظاهر خیام مثلث که جایی اولین
شخصͬ اولین کرجͬ باستانͬ، متون از ما فعلͬ دانش به توجه با .[٨] بوده اند آشنا ٣ توان برای هندی ها و ٢ توان برای
داد ارائه دوجمله ای قضیه برای اثباتͬ و کرد توصیف عددی مثلث ͷی صورت به را دوجمله ای بسط ضرایب که بود
راه های تعداد

(
n
k

)
آن در که ͬ شود م نوشته (x+y)n = Σn

k=١
(
n
k

)
xkyn−k به صورت نیوتن دوجمله ای قضیه .[٢٣ ،١٩]

مثلث در عددی ضرایب این .
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
که است واضح و،

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! یعنͬ است؛ شͬ n از شͬ k انتخاب
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١اند برابر خیام مثلث ضلع دو روی اعداد همه ͬ شود، م دیده ١ تصویر در که همان طور دارند. هم با روابطͬ خیام
به ترتیب را مثلث سطرهای اگر ͬ آید. م به دست آن ها بالاتر سطر در واقع اعداد زدن جمع با سطر هر اعداد سپس و

+x)اند. y)n دوجمله ای بسط ضرایب nام، سطر در واقع اعداد آنگاه بنامیم، {٠, ١, ٢, · · · }

خیام مثلث .١ شͺل

خیام مثلث اولیه خاصیت های .٣

زیرند: شرح به ٢ شͺل در داده شده نمایش عددی الͽو های

جبری اثبات .
(
n
k

)
=
(
n−١
k−١
)
+
(
n−١
k

)
،k ≤ n طبیعͬ عدد هر و n ∈ N هر برای خیام، مثلث الͽوی بنابر .٣ . ١

اثبات کنید. مطالعه [٢.٣.٢ قضیه ،٣۶] در را ترکیبیاتͬ اثبات ͷی و جبری اثبات ͷی است. آسان و ساده خیلͬ آن
است. آمده [٢٨] در نیز دیͽری جبری 

٢n برابر خیام مثلث nام سطر روی اعداد جمع آنگاه بنامیم، {٠, ١, ٢, · · · } به ترتیب را مثلث سطرهای اگر .٣ . ٢
یعنͬ )است،

n

٠

)
+

(
n
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)
+ · · ·+

(
n
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)
+

(
n

n

)
= ٢n.

شمردن اثبات، دیͽر روش  ͬ شود. م نتیجه (x + y)n دو جمله ای بسط در x = y = ١ دادن قرار با رابطه این
را [٢.٢.٢ قضیه ،٣۶] مثال عنوان (به است ٠ ≤ k ≤ n هر ازای به عضوی n مجموعه ͷی عضوی k زیرمجموعه های
در ͬ شود. م نتیجه دیͽری کاربردی اتحاد دهیم قرار (x + y)n دو جمله ای بسط در را y = −١ و x = ١ اگر ببینید).

داریم )اصل،
n
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داشت خواهیم است، ٢n برابر nام سطر عناصر جمع چون )و
n
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)
+
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)
+
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)
+ · · · =
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(
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+
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۵

)
+ · · · = ٢n

٢
= ٢n−١.

داریم مثلا́ ͬ آیند. م به دست nام سطر اعداد روی از به  راحتͬ ١١ عدد توان های ،١١n = (١٠+ ١)n اینکه به توجه با
مثلث سوم سطر روی اعداد ١, ٣, ٣, ١ چون گفت ͬ توان م که ١١٣ = ١ × ١٠٣ + ٣ × ١٠٢ + ٣ × ١٠ + ١ = ١٣٣١
فرق کمͬ محاسبه روش ͬ شوند، م ظاهر سطرها در بالاتر و دورقمͬ اعداد وقتͬ البته .١١٣ = ١٣٣١ پس هستند، خیام

مثلا́ ͬ کند. م
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خیام مثلث اولیه خواص .٢ شͺل

١١۶ = ١× ١٠۶ + ۶× ١٠۵ + ١۵× ١٠۴ + ٢٠× ١٠٣ + ١۵× ١٠٢ + ۶× ١٠+ ١ = ١٧٧١۵۶١

نوشت ͬ توان م ششم، سطر در ١, ۶, ١۵, ٢٠, ١۵, ۶, ١ اعداد به توجه با که

١١۶ = ١ ۶+ ١︸ ︷︷ ︸ ۵+ ٢︸ ︷︷ ︸ ٠+ ١︸ ︷︷ ︸ ۵۶١ = ١٧٧١۵۶١.

ببینید. را است آمده مقاله ادامه در که ۴ . ۴ خاصیت
اجازه کرد. بیان خیام مثلث اعداد از استفاده با ͬ توان م نیز را مثلثاتͬ اتحاد های برخͬ بلͺه دوجمله ای بسط تنها نه
ͬ دانیم م مختلط اعداد در دˀموآور قضیه به توجه با بررسͬ کنیم. است آمده [٢٨] در که را اتحادها این از نمونه ͷی دهید
بسط به توجه با اکنون .cos(nθ) + i sin(nθ) = einθ = (eiθ)n = (cos θ + i sin θ)n لذا و eiθ = cos θ + i sin θ

داریم دوجمله ای

cos(nθ) + i sin(nθ) =
(
n
٠
)
cosn θ + i

(
n
١
)
cosn−١ θ sin θ + · · ·+ ik

(
n
k

)
cosn−k θ sink θ + · · ·+ in

(
n
n

)
sinn θ

ͬ آید م به دست زیر اتحاد موهومͬ و حقیقͬ قسمت های کردن جدا با ،i٢ = −١ اینکه به توجه با که

cos(nθ) =

⌊n
٢ ⌋∑

k=٠

(−١)k
(
n
٢k
)
cosn−٢k θ sin٢k θ,

sin(nθ) =

⌊n−١
٢ ⌋∑

k=٠

(−١)k
(

n
٢k+١

)
cosn−٢k−١ θ sin٢k+١ θ,
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مثلث ششم سطر اعداد به توجه با مثلا́ است. x مساوی یا کوچͷ تر صحیح عدد بزرگ ترین معنͬ به ⌊x⌋ آن ها در که
داریم خیام

cos(۶θ) = cos۶ θ − ١۵ cos۴ θ sin٢ θ + ١۵ cos٢ θ sin۴ θ − sin۶ θ,

sin(۶θ) = ۶ cos۵ θ sin θ − ٢٠ cos٣ θ sin٣ θ + ۶ cos θ sin۵ θ.

مثلا́ آورد. به دست نیز cot(nθ) و tan(nθ) برای اتحادهایی ͬ توان م به راحتͬ فوق اتحادهای روی از

tan(nθ) =

(
n
١
)
tan θ −

(
n
٣
)
tan٣ θ +

(
n
۵
)
tan۵ θ − · · ·(

n
٠
)
−
(
n
٢
)
tan٢ θ +

(
n
۴
)
tan۴ θ − · · ·

.

صورت در سپس و مخرج در ابتدا میان در ͬͺی خیام مثلث nام سطر اعداد همه ،tan(nθ) اتحاد در که دارید توجه
شده اند. ظاهر کسر

این اثبات .[
(
n+١
٢
)
−
(
n−١
٠
)
] + [

(
n+١
١
)
−
(
n−١
١
)
] + [

(
n
٢
)
−
(
n
٠
)
] = n٢ ،n ≥ ٢ طبیعͬ عدد هر ازای به .٣ . ٣

دقیقا آمده اند اتحاد در که اعدادی دارید توجه ͬ کنیم. م واگذار خواننده به آن را و است ساده خیلͬ جبری روش از اتحاد
نه که دارد وجود خیام مثلث در n٢ محاسبه برای نیز دیͽری الͽو های گرفته اند. قرار

(
n
٢
)

اطراف در که هستند عددی ۶
ͬ توانید م نمونه برای بیاورد. دنبال به نیز جدیدی رابطه های است ممͺن بلͺه نیست، لطف از خالͬ آن ها جستجوی تنها

ببینید. را [١۶] یا [۶ فصل پنجم̧ بخش ،١۵]

اینجا در .[
(
n+١
٢
)
×
(
n−١
١
)
×
(
n
٠
)
] + [

(
n+١
١
)
×
(
n
٢
)
×
(
n−١
٠
)
] + n = n٣ ،n ≥ ٢ طبیعͬ عدد هر ازای به .۴ . ٣

داریم
(
a
٠
)
= ١ و

(
a
١
)
= a چون اصل، در کرد. ثابت ͬ توان م را حͺم جبری محاسبه با )نیز

n+ ١
٢

)
×
(
n− ١
١

)
×
(
n

٠

)
=

(n+ ١)!
٢!.(n− ١)!

× (n− ١) =
n(n٢ − ١)

٢
,

)و
n+ ١
١

)
×
(
n

٢

)
×
(
n− ١
٠

)
= (n+ ١)× n!

٢!.(n− ٢)!
=

n(n٢ − ١)
٢

,

نیز n٣ برای شده اند. ظاهر اتحاد در
(
n
٢
)

عدداطراف شش ،٣ . ٣ شبیه نیز اینجا در ͬ دهد. م نتیجه را حͺم فوراً که
ͬ کنیم. م واگذار مشتاق خواننده به را آن ها یافتن که دارد وجود خیام مثلث در دیͽری الͽوهای

،n طبیعͬ عدد هر برای که ͬ کند م بیان ͬ نامند م چوگانͬ» چوب «خاصیت آن را اوقات گاهͬ که خاصیتͬ .۵ . ٣(
n

٠

)
+

(
n+ ١
١

)
+ · · ·+

(
n+ k

k

)
=

(
n+ k + ١

k

)
در است. بیان قابل نیز

(
n
n

)
+
(
n+١
n

)
+ · · · +

(
n+k
n

)
=
(
n+k+١
n+١

)
صورت به خیام مثلث بودن متقارن به توجه با و

ریاضͬ استقراء با ͬ شود. م حاصل نتیجه به راحتͬ ٣ . ١ خاصیت از استفاده k بار و
(
n
٠
)

به جای
(
n+١
٠
)

دادن قرار با واقع
صحیح جواب های تعداد است. صورت این به اتحاد این برای نیز ترکیبیاتͬ اثبات ͷی کرد. ثابت را حͺم ͬ توان م نیز

معادله
x١ + x٢ + · · ·+ xn = k, xi ≥ ٠

تا n− ١ و ١ نماد تا k مختلف جایͽشت های تعداد یا و xi ظرفِ nتا در ١ عدد k تا توزیع راه های تعداد با است برابر
نامعادله صحیح جواب های تعداد برای تعبیر دو استفاده با اکنون است. (k+n−١)!

k!(n−١)! =
(
k+n−١

k

)
برابر که ،+ نماد

(١) x١ + x٢ + · · ·+ xn + xn+١ ≤ k, xi ≥ ٠
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معادله k+ ١ صحیح جواب های تعداد با است برابر مذکور نامعادله جواب های تعداد اولا˟ ͬ شود. م نتیجه مطلوب اتحاد

x١ + x٢ + · · ·+ xn+١ = m, xi ≥ ٠

ثانیاً است. بحث مورد رابطه چپ سمت همان که
(
n
٠
)
+
(
n+١
١
)
+ · · ·+

(
k+n
k

)
با است برابر که ،٠ ≤ m ≤ k ازای به

معادله صحیح جواب های تعداد برابر (١) نامعادله صحیح جواب های تعداد

x١ + x٢ + · · ·+ xn + xn+١ +A = k, xi ≥ ٠, A ≥ ٠

این از تعمیمͬ مشاهده نیز و بیشتر مطالعه برای است. رابطه آن راست سمت همان و است
(
k+n+١

k

)
برابر که است

کنید. مراجعه [١۶] به خاصیت

تعریف صورت این به ͬ شود، م ظاهر کرات به نیز دیͽر علوم در که {Fn}n∈N فیبوناتچͬ اعداد دنباله .۶ . ٣
ͬͺی است، شده داده نشان ٢ شͺل در که همان طور .Fn = Fn−١ + Fn−٢ ،n ≥ ٣ برای و F١ = F٢ = ١ ͬ شود: م
،
(
n
r

)
= ٠ کنیم فرض n < r برای اگر واقع، در است. فیبوناتچͬ دنباله تشͺیل خیام، مثلث در ظاهر شده الͽوهای از

،n ∈ N هر برای آنگاه

Fn =

⌊(n−١)/٢⌋∑
i=٠

(
n−i−١

i

)
.

است، درست حͺم n = ١ برای به وضوح ͬ کنیم. م استفاده ٣ . ١ خاصیت و تعمیم یافته استقرای از رابطه این اثبات برای
حͺم درستͬ اثبات برای باشد. درست حͺم k مساوی یا کوچͷ تر طبیعͬ عدد هر برای کنید فرض .

(٠
٠
)
= ١ زیرا

چون باشد، زوج k چنانچه مثلا́ کرد. ثبات را حͺم ͬ توان م k برای فرد و زوج حالت دو گرفتن نظر در با ،k + ١ برای
داریم ⌊k/٢⌋ = k/٢

k/٢∑
i=٠

(
k − i− ١

i

)
=

k/١−٢∑
i=٠

(
k − i− ١

i

)
+

(
k/٢− ١
k/٢

)
=

k/١−٢∑
i=٠

(
k − i− ١

i

)
.

داریم بالا مجموع اندیسِ در متغیر تعویض با طرفͬ از
k/٢∑
i=١

(
k − i− ١
i− ١

)
=

(k−٢)/٢∑
i=٠

(
k − i− ٢

i

)
.

داریم ،
(
k−i
i

)
=
(
k−i−١
i−١

)
+
(
k−i−١

i

)
که آنجا از

⌊k/٢⌋∑
i=٠

(
k−i
i

)
=

k/٢∑
i=١

(
k−i−١
i−١

)
+

k/٢∑
i=٠

(
k−i−١

i

)
=

(k−٢)/٢∑
i=٠

(
k−i−٢

i

)
+

k/١−٢∑
i=٠

(
k−i−١

i

)
=

⌊(k−٢)/٢⌋∑
i=٠

(
k−i−٢

i

)
+

⌊(k−١)/٢⌋∑
i=٠

(
k−i−١

i

)
= Fk−١ + Fk = Fk+١.

ͬ کنیم. م واگذار خواننده به است فرد k که را حالتͬ اثبات
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خاتمͬ، ا. م. س.

است. خطͬ بازگشتͬ دنباله  نوعͬ فیبوناتچͬ دنباله نیست. لطف از خالͬ است آمده [٢٨] در که دیͽری رابطه ذکر
که دید ͬ توان م معمول طریق به خطͬ بازگشتͬ معادله این حل با

Fn =
١√
۵
(١+

√
۵)n

٢n
− ١√

۵
(١−

√
۵)n

٢n

و مثبت جملات حذف و دوجمله ای  بسط از استفاده با که است این جالب نکته ببینید). را [٨.٢.۴ مثال ،٣۶] (مثلا́
داشت خواهیم منفͬ

Fn =
٢
(
n
١
)
+ ٢
(
n
٣
)
۵+ ٢

(
n
۵
)
۵٢ + · · ·+ ٢

(
n

٢k+١
)
۵k + · · ·+ ٢

(
n

٢⌊n
٢ ⌋+١

)
۵⌊

n
٢ ⌋

٢n
.

ͬ نویسیم م ،
(
n
٠
)
+
(
n
٢
)
+
(
n
۴
)
+ · · · = ٢n−١ اینکه به توجه با حالا

Fn =

(
n
١
)
+
(
n
٣
)
۵+

(
n
۵
)
۵٢ + · · ·(

n
٠
)
+
(
n
٢
)
+
(
n
۴
)
+ · · ·

.

سپس و مخرج در ابتدا درمیان ͬͺی صورت به خیام مثلث nام سطر اعداد همه که ͬ بینید م tan(nθ) مشابه نیز اینجا در
مثلث با فیبوناتچͬ دنباله ارتباط مورد در بیشتر مطالعه برای شده اند. ظاهر مثبت علامت با ͬͽهم البته و صورت در

کنید. مطالعه را [٣١] و [١١ فصل ،٢٠] مثلا ͬ توانید م خیام

خیام مثلث در پی عدد و عددی دنباله های .۴

زیرند: شرح به آمده اند ٣ شͺل در که خاصیت هایی و عددی دنباله های

بجز که دهیم تذکر بجاست ͬ شوند. م دیده خیام مثلث قطرهای در مثلثͬ اعداد و طبیعͬ اعداد دنباله های .١ . ۴
اعدادِ سایر ،

(
n

n−١
)

و
(
n
١
)

صورت به اعدادِ از بعضͬ بجز یعنͬ طبیعͬ، اعداد به مربوط قطرِ دو روی اعداد از بعضͬ
کوچͷ تر مخرج و صورت با کسر به

(
n
j

)
/
(
n
i

)
کسر ،١ < i < j < n− ١ هر ازای به زیرا نیستند؛ اول عدد خیام مثلث

است. ͷی از بیشتر
(
n
j

)
و
(
n
i

)
مشترک علیه مقسوم بزرگ ترین پس ͬ شود، م ساده

(
n−i
n−j

)
/
(
j
i

)
به صورت

خیام مثلث در اعداد توزیع نحوه مورد در را است، سخت خیلͬ آن حل احتمالا˟ که نشده، حل و ساده مسئله ای حالا
ͬ کنیم. م بیان

واضح آنگاه دهیم نمایش s(n) با را ͬ شود م ظاهر خیام مثلث در n عدد که دفعاتͬ تعداد ،n طبیعͬ عدد برای اگر
مثل ثابتͬ که ͬ کند م بیان ١ سینگماستر حدسِ ͬ شود. م ظاهر ابتدایی سطر n+ ١ در حداکثر n > ١ عدد هر که است
بزرگ ترین ولͬ ١٠؛ ≤ C ≤ ١٢ که است زده حدس سینگماستر خود .s(n) ≤ C ،n > ١ هر ازای به که دارد وجود C

به علاوه شدن. ظاهر تعداد ٨بار با است بوده n = ٣٠٠٣ عدد یافته اند شدن ظاهر تعداد بیشترین با تاکنون که عددی
s(n) برای که بالایی کران بهترین .[٢٧ ،١] باشد شده ظاهر مثلث در ٨بار که ͬ شناسیم نم دیͽری عدد ٣٠٠٣ بجز

ببینید. [١٨] در ͬ توانید م را است شده پیدا تاکنون
در نیز n‐سیمپلͺس اعداد کلͬ به طور و ٣‐سیمپلͺس، یا چهاروجهͬ اعداد مثلثͬ، اعداد و طبیعͬ اعداد بر علاوه

ͬ کند. م عرضه ١ ≤ n ≤ ٣ برای n‐سیمپلͺس اعداد از تعریفͬ به خوبی ۴ شͺل ͬ شوند. م دیده خیام مثلث قطرهای
kام. تا اول −n)‐سیمپلͺسِ ١) اعدد همه حاصل جمع با است برابر ام k n‐سیمپلͺسِ عدد دارید توجه

1D. Singmaster
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خیام‐پاسͺال، مثلث زیبایی های

خیام مثلث در پی عدد و عددی دنباله های .٣ شͺل

١‐سیمپلͺس اعداد (آ)

٢‐سیمپلͺس اعداد (ب)

٣‐سیمپلͺس اعداد (ج)

n‐سیمپلͺس اعداد .۴ شͺل

فرد اعداد زیردنباله آن ها مشهور ترین ساخت: ١ . ۴ در عددی دنباله  های از بعضͬ روی از ͬ شود م را پی عدد .٢ . ۴
به صورت π عدد برای لایبنیتس رابطه ͬ دانید م که همان طور است.

π = ۴(١− ١
٣
+

١
۵
− ١

٧
+

١
٩
+ · · · )

یافته را سری این انتگرال و دیفرانسیل حساب روش  های با ٢ گرگوری او از زودتر سال چند البته و لایبنیتس است.
هندسͬ سری چون واقع در نیست. سخت چندان انتگرال و دیفرانسیل حساب ͷکم به لایبنیتس فرمول اثبات بودند.

2J. Gregory
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خاتمͬ، ا. م. س.

داریم ریاضͬ تسامحه کمͬ با لذا است، ١
١+ x٢

به همͽرا ٠ < x < ١ برای
∑∞

k=(١−)٠kx٢k

π

۴
= arctan(١)− arctan(٠) =

∫ ١

٠

١
١+ x٢

dx

=

∫ ١

٠

( ∞∑
k=٠

(−١)kx٢k
)

dx =

∞∑
k=٠

(−١)k
(∫ ١

٠
x٢k dx

)

=

∞∑
k=٠

(−١)k

٢k + ١
.

برتری لایبنیتس فرمول به نسبت همͽرایی سرعت لحاظ به که دیͽری، سری های چهاردهم قرن در هم هندی  ریاضیدانان
است ٣ سومایاجͬ نیلاکانتا سریِ سری ها، این از ͬͺی .[۵ ،٢۶] و [١ فصل ،٢۵] بودند کرده پیدا پی عدد برای دارند،
شͺل در را سری این است. محاسبه قابل نیز چهاروجهͬ اعداد ͷکم به پی عدد ͬ دهد م نشان آن تغییر یافته صورت که

کرده ایم: مشخص ٣

π = ٣+
۴

٢× ٣× ۴
− ۴

۴× ۵× ۶
+

۴
۶× ٧× ٨

− · · ·

= ٣+
۴
۶
(١× ٢× ٣
٢× ٣× ۴

− ١× ٢× ٣
۴× ۵× ۶

+
١× ٢× ٣
۶× ٧× ٨

− · · ·
)

= ٣+
٢
٣
( ١(۴

٣
) − ١(۶

٣
) + ٨)١

٣
) − · · ·

)
.

:[١١ ،۴] نوشت ͬ توان م مثلثͬ اعداد برحسب زیر صورت به را π همچنین

π = ٢+
٢)١
٢
) + ٣)١

٢
) − ١(۴

٢
) − ١(۵

٢
) + ١(۶

٢
) + ٧)١

٢
) − · · · .

پی عدد به که نوشت سری ای ͬ توان م n‐سیمپلͺس، اعداد از دنباله هر برای آیا که: ͬ شود م مطرح سوال این حالا
باشد؟ همͽرا

محاسبه قابل خیام اند مثلث سطرهای روی که اعدادی حاصل ضرب ͷکم به نیز {nn}n∈N اعداد دنباله .٣ . ۴

آنگاه دهیم، نمایش Π(n) با را
n∏

k=٠

(
n
k

)
یعنͬ خیام، مثلث nام سطر در واقع اعداد حاصل ضرب چنانچه .[۴] است

چون اصل، در .nn =
n!×Π(n)

Π(n− ١)
،n ∈ N هر برای ͬ دهد م نشان ٣ شͺل که همان طور

Π(n) =

n∏
k=٠

(
n
k

)
=

n∏
k=٠

n!

k!(n− k)!
= (n!)n+١

n∏
k=٠

١
k!

n∏
k=٠

١
(n− k)!

= (n!)n+١
n∏

k=٠

١
(k!)٢

,

لذا

n!Π(n)

Π(n− ١)
=

(n!)(n!)n+١
n∏

k=٠

١
(k!)٢

((n− ١)!)n
n−١∏
k=٠

١
(k!)٢

=

(n!)n(n!)٢
١

(n!)٢

((n− ١)!)n
= nn.

3Nilakantha Somayaji

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.126885.1413 ٨٢

http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.126885.1413


٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خیام‐پاسͺال، مثلث زیبایی های

خیام مثلث از دیͽر خاصیت چند و نپر عدد .۵ شͺل

ͬ آید م به دست زیر به صورت خیام مثلث قطرهای درایه های ضرب از استفاده با نیز {nm}n,m∈N اعداد دنباله .۴ . ۴
:[۴] است ٣ . ۴ مشابه آن اثبات و

m!

m∏
k=٠

(
n+k−١

k

)
/

m−١∏
k=٠

(
n+k
k

)
= nm.

خیام مثلث از دیͽر خاصیت چند و نپر عدد .۵

زیرند: شرح به خاصیت ها این است؛ کشیده تصویر به را خیام مثلث از دیͽر خاصیت چند ۵ شͺل

است. واگرا n = ١ و n = ٠ برای و n

n− ١
به همͽرا n ≥ ٢ طبیعͬ عدد هر ازای به

∞∑
k=٠

١(
n+k
k

) سری .١ . ۵

تلسͺوپی سری به سری این تبدیل ،n ≥ ٢ ازای به همͽرایی اثباتِ راه  های از ͬͺی است. واضح n = ٠, ١ برای واگرایی
چون ،n = ٢ برای مثلا́ است.

٢)١+k
k

) =
٢!k!

(٢+ k)!
=

٢
(k + ١)(k + ٢)

= ٢(
١

k + ١
− ١

k + ٢
),

پس
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خاتمͬ، ا. م. س.

∞∑
k=٠

٢)١+k
k

) = lim
n→∞

n∑
k=٠

٢)١+k
k

)
= lim

n→∞
(٢(

١
١
− ١

٢
) + ٢(

١
٢
− ١

٣
) + · · ·+ ٢(

١
n+ ١

− ١
n+ ٢

))

= lim
n→∞

٢(
١
١
− ١

n+ ٢
)

= ٢.

ͬ رساند: م جواب به را ما سریع تر زیر صورت به کسر تجزیه ،n = ٣ برای به  ویژه و n ≥ ٣ برای البته

٣)١+k
k

) =
٣!k!

(٣+ k)!
=

٣!
(k + ١)(k + ٢)(k + ٣)

= ٣!(
١

(k + ١)(k + ٢)
− ١

(k + ٢)(k + ٣)
).

خواص بر مبتنͬ که را خاصیت این برای دیͽری اثبات ببینید. [٢۴] و [٩] در را خاصیت این برای دیͽر اثبات دو
تابع تعمیم̧ به نوعͬ که گاما تابع راببینید. [١٠٧ و ١٠۶ اتحاد ،٢٩] مشابه اثباتͬ برای ͬ آوریم: م است بتا و گاما توابع
به صورت دارد، مهندسͬ ریاضیات و دیفرانسیل، معادلات آمار، در کاربردهایی و است مثبت حقیقͬ اعداد به فاکتوریل

Γ(x) =

∫ ∞

٠
tx−١e−t dt

،Γ(١) =
∫∞
٠ e−t dt = ١ چون .Γ(x+١) = xΓ(x) که دید ͬ توان م جزءبه جزء انتگرال گیری با به راحتͬ ͬ شود. م تعریف

داریم n طبیعͬ عدد هر برای

Γ(n) = (n− ١)Γ(n− ١) = (n− ١)(n− ٢)Γ(n− ٢) = · · · = (n− ١)(n− ٢) · · ·Γ(١) = (n− ١)!.

به صورت y و x مثبت حقیق̞ͬ اعداد برای نیز بتا تابع

B(x, y) =

∫ ١

٠
tx−١)١− t)y−١ dt

.B(x, y) = Γ(x) Γ(y)
Γ(x+y) به علاوه است. متقارن بتا تابع دید ͬ توان م t = ١−s ساده متغیر تعویض ͷی با ͬ شود. م تعریف

Γ(x) Γ(y) =
∫∞
٠
∫∞
٠ e−(s+t)tx−١sy−١ dt ds دوگانه انتگرال در s = u(١−v) و t = uv متغیر تعویض با اخیر حͺم

داریم n ≥ ٢ برای اکنون ͬ شود. م نتیجه

∞∑
k=٠

١(
n+k
k

) =
∞∑
k=٠

n! k!

(n+ k)!
= n

∞∑
k=٠

Γ(n) Γ(k + ١)
Γ(n+ k + ١)

= n
∞∑
k=٠

B(k + ١, n)

= n

∞∑
k=٠

∫ ١

٠
tk(١− t)n−١ dt = n

∫ ١

٠
(١− t)n−١(

∞∑
k=٠

tk) dt

= n

∫ ١

٠
(١− t)n−١(

١
١− t

) dt = n

∫ ١

٠
(١− t)n−٢ dt =

n

n− ١
.
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خیام‐پاسͺال، مثلث زیبایی های

،١ ≤ k ≤ n− ١ هر و n ≥ ٢ هر برای که ͬ کند م بیان ͬ نامند م داوود» «ستاره آن را گاهͬ که خاصیت این .٢ . ۵
داریم خیام مثلث در

(
n
k

)
مرکز دورِ راسِ شش )برای

n

k − ١

)(
n− ١
k

)(
n+ ١
k + ١

)
=

(
n

k + ١

)(
n+ ١
k

)(
n− ١
k − ١

)
.(

n
k

)
حولِ داوود ستاره برای ٢ . ۵ که حالͬ در است؛

(
n
٢
)

مرکز به داوود ستاره برای فقط ۴ . ٣ خاصیت که دارید توجه
c و b و a اعداد مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین معنͬ به را (a, b, c) چنانچه شده، ذکر تساوی بر علاوه همچنین است.

آنگاه ))بͽیریم،
n

k − ١

)
,

(
n− ١
k

)
,

(
n+ ١
k + ١

))
=

((
n

k + ١

)
,

(
n+ ١
k

)
,

(
n− ١
k − ١

))
.

.[١٧] ͬ شود م واگذار خواننده به و است ساده اتحاد دو هر اثبات
،١ ≤ k ≤ n− ١ هر و n ≥ ٢ هر برای مثلا́ است. شده ارائه داوود ستاره خاصیت از مختلفͬ تعمیم های و نتایج

داریم زیر عبارت های بودن ͬ دار معن به شرط r١, r٢ ≥ ١ هر )و
n

k − r٢

)(
n− r١

k

)(
n+ r٢
k + r١

)
=

(
n

k + r١

)(
n+ r٢

k

)(
n− r١
k − r٢

)
.

کنید. مراجعه [٣٠ ،٢ ،١٢ ،١۶] به ͬ توانید م زمینه این در بیشتر مطالعه برای

زیادی اثبات های نیز حͺم این فردند. اعداد ٢n − ١ شماره به سطرها درایه های همه n ≥ ٠ هر ازای به .٣ . ۵
بسط ضریب ،٠ < k < ٢n هر برای دهیم نشان k روی استقراء با که است این مقدماتͬ اثبات ͷی است. شده ارائه
سطر در که ͬ شود م نتیجه

(٢n − ١
k−١

)
+
(٢n − ١

k

)
=
(٢n

k

)
اینکه به توجه با سپس است. زوج عددی

(٢n
k

)
دوجمله ای

ͬ کنیم: م واگذار خواننده به را اثبات زیر راهنمایی با فردند. اعداد همه ٢nام − ١(
٢n

k

)
=

٢n!
k!(٢n − k)!

=
٢n!(k + ١)

(k + ٢)!(١n − k − ٢)!(١n − k)
=

(
٢n

k + ١

)
k + ١
٢n − k

.

خیام مثلث nام سطر روی اعداد همه ،n ≥ ٠ هر برای درواقع است. برقرار نیز قوی تری به صورت البته حͺم این
است. ۴ لوکاس قضیه از استفاده حͺم این اثبات راه های از ͬͺی .n = ٢k − ١ kای ازای به اگر فقط و اگر فردند
و n =

∑k
i=٠ nip

i به صورت p مبنای در m و n اعداد نمایش و باشد اول عددی p اگر ͬ کند م بیان لوکاس قضیه
سال در را قضیه این لوکاس .

(
ni
mi

)
= ٠ ،ni < mi برای آن در که

(
n
m

) p
≡
∏k

i=٠
(
ni
mi

)
آنگاه باشد، m =

∑k
i=٠mip

i

مقدماتͬ و ساده اثبات دو نمونه عنوان به است؛ شده منتشر بیان آن برای متنوعͬ اثبات های تاکنون و کرد اثبات ١٨٧٨
بینید. [١٠] یا و [٨ فصل چهارم̧ بخش ،٣] در را

فقط و اگر است زوج عددی
(٢n

k

)
دوجمله ای بسط ضریب ،٠ < k < ٢n هر برای .٣ . ۵ حͺم اثبات به برگردیم

قضیه به توجه با و k = ٠× ٢n + kn−١٢n−١ + · · ·+ k٠ و ٢n = ١× ٢n + ٠× ٢n−١ + · · ·+ ٠ اما .
(٢n

k

) ٢≡ ٠ اگر
است، ناصفر kiها از ͬͺی حداقل چون )لوکاس

٢n

k

)
٢≡
(
١
٠

)
×
(

٠
kn−١

)
× · · · ×

(
٠
k٠

)
= ٠.

در قضیه این از استفاده شد، منتهͬ شده گفته حͺم برای ساده ای اثبات به لوکاس قضیه از استفاده که همان طور
اثبات برای ͬ تواند م مشتاق خواننده تمرین عنوان به است. مفید دوجمله ای بسط ضرایب درباره احͺام از بسیاری اثبات

4E. Lucas
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خاتمͬ، ا. م. س.

خیام مثلث در ͬͺشرپینس فراکتال .۶ شͺل

به دهد نشان لوکاس قضیه از استفاده با کردیم، بیان ١ . ۴ در دوجمله ای بسط ضرایب بودن غیر اول مورد در که حͺمͬ
عدد هر ازای به به علاوه و است بخش پذیر n از اولͬ مقسوم علیه بر

(
n
k

)
،٠ < k < n هر و n > ١ غیراول عدد هر ازای

.n|
(
n
k

)
،n اول

در لژاندر ͬ دهد. م دست به ٣ . ۵ برای دیͽری اثبات که که کنیم اشاره اعداد نظریه از دیͽری قضیه به دهید اجازه
،p اول عدد هر و n طبیع̞ͬ عدد هر به ازای آورد: به دست زیر به صورت اتحادی فاکتوریل ها تجزیه برای ١٨٣٠ سال
کومر قضیه به موسوم اتحادی ͬ توان م لژاندر اتحاد روی از است.

∑∞
i=١⌊

n

pi
⌋ برابر اول عوامل به n! تجزیه در p توان

برابر اول عوامل به
(
n
m

)
تجزیه در p اول عدد توان ͬ کند م بیان که کرد ثابت را

σp(m) + σp(n−m)− σp(n)

p− ١

،٢١] به حͺم این اثبات از نمونه ای دیدن برای است. p مبنای در n عدد نمایش ارقام جمع σp(n) آن در که است
برای اگر پس است، ١ رقم n دارای ٢n − ١ عدد دودویی نمایش اینکه به توجه با اکنون کنید. مراجعه [٧٬۶٬٢ قضیه
آن در که ٢n − ١ − k = (an−١an−٢ · · · a٠) آنگاه k = (kn−١kn−٢ · · · k٢(٠ باشیم داشته ٠ ≤ k ≤ ٢n − ١

لذا و ،ai = ١− ki

σp(k) + σp(٢n − ١− k)− σp(٢n − ١)
٢− ١

= t+ (n− t)− n = ٠.

است. آن بودن فرد معنͬ به که است صفر
(٢n − ١

k

)
تجزیه در ٢ توان بزرگ ترین یعنͬ این

اول مطلب کنیم. بیان آن با مرتبط دیͽر مطلب دو داریم قصد دلیل همین به و است جالب بسیار ٣ . ۵ خاصیت
خیام مثلث در ظاهر شده فرد اعداد تعداد مورد در دوم مطلب و خیام مثلث در ͬͺشرپینس فراکتال شدن ظاهر مورد در

است.
نتیجه کنیم، رنگ متمایز رنگ دو با را خیام مثلث زوج̧ و فرد خانه های اگر است، مشخص ۶ شͺل در که همان طور
خیام مثلث آمیزی رنگ با را کار همین ͬ توان م نیست. ͬͺشرپینس فراکتال یا ͬͺشرپینس مثلث جز چیزی به دست آمده
برای ͬ شود. م دیͽری متنوع ͬ شͺل مثلث فراکتال های تولید به منجر البته که داد، انجام نیز بالاتر پیمانه های و ٣ پیمانه به

ͬ کنیم. م توصیه را [٣٢] مقاله بیشتر مطالعه
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خیام‐پاسͺال، مثلث زیبایی های

ͬͺشرپینس مثلث ساخت از مرحله پنج .٧ شͺل

و متساوی الاضلاع مثلث ۴ به آن تقسیم سپس و متساوی الاضلاع مثلث ͷی گرفتن نظر در با ͬͺشرپینس مثلث
مراحل از گام پنج شامل ٧ شͺل ͬ آید. م به دست ͬ مانده باق مثلث های روی فرایند این دادن ادامه و وسطͬ مثلث حذف

است. ͬͺشرپینس مثلث ساختن
فرد اعداد تعداد که ͬ شود م معلوم ۶ شͺل به نگاهͬ با است. خیام مثلث در فرد اعداد توزیع مورد در دوم مطلب
تعداد اگر واقع در .٣n با است برابر ٢nام − ١ سطر تا صفرم سطر از خیام مثلث در سفید) خانه های (تعداد شده ظاهر
f(٢k) = ٢f(k−١)+f(k) ،f(١) = ٣ ،f(٠) = ١ آنگاه دهیم، نمایش f(n) با را nام سطر تا صفرم سطر از فرد اعداد
معلوم شͺل این از همچنین ͬ کنیم. م واگذار خواننده به را f(٢n − ١) = ٣n اینکه اثبات .f(٢k + ١) = ٣f(k) و
ظاهر شده فرد اعداد تعداد واقع در است. ٢ از توانͬ برابر خیام مثلث از سطر هر در ظاهر شده فرد اعداد تعداد که ͬ شود م
واگذار مشتاق خوانندگان به را اثبات n؛ دودویی بسط در ظاهر شده «١»های تعداد توان به ٢ با است برابر سطر هر در

ببینید. [٢۴ صفحه ،٢٢] در ͬ توانید م را موضوع این از ترکیبیاتͬ اثباتͬ ͬ کنیم. م
بیشتر که گرفت نتیجه ͬ توان م به نوعͬ ٧ شͺل از سبزند، رنگ به زوج اعداد ،۶ شͺل در اینکه به توجه با بالاخره، و
قبل زوج اعداد تعداد اگر دقیق تر، به بیان دارند. خیام مثلث در کمͬ خیلͬ پراکندگͬ فرد اعداد و زوج اند خیام مثلث اعدادِ
.limn→∞ g(n)/h(n) = ١ آنگاه دهیم، نمایش h(n) با را nام سطر از قبل اعداد همه تعداد و g(n) با را nام سطر از
مثلث در اعداد توزیع مورد در بیشتر مطالعه برای ببینید. را [١۴] ͬ توانید م مثلا و نیست سخت خیلͬ رابطه این اثبات

کنید. مراجعه ͬ توانید م نیز [٧ ،١٠] به خیام،

را نپر عدد ͬ  توان م آن با که ͬ دهد م نشان را خیام مثلث در الͽویی ،۵ شͺل در ظاهرشده اتحاد آخرین .۴ . ۵
ͬ توان م به راحتͬ ،Π(n) = (n!)n+١∏n

k=٠(k!)
−٢ اینکه به توجه با و ،٣ . ۴ قسمت نماد گذاری های با .[۶] داد نمایش

که ͬ گیریم م نتیجه آن از فوراً که ،Π(n)/Π(n− ١) =
nn

n!
،n ≥ ١ برای که دید

Π(n+ ١)/Π(n)

Π(n)/Π(n− ١)
=

(
١+

١
n

)n

.

ͬ آید. م به دست ۵ شͺل در ۴ . ۵ رابطه limn→∞(١+
١
n
)n = e چون اکنون

خیام مثلث در بازتابی خاصیت و کاتالان اعداد .۶

زیرند: شرح به ٨ شͺل الͽوهای

اویلر کرد. معرفͬ ١٨٣٨ سال در کاتالان مستقلا و او از بعد و ١٧۵١ سال در اویلر را کاتالان اعداد دنباله .١ . ۶
توسط روش چند به محدب چندضلعͬ ͷی است: کاربرده به را کاتالان اعداد داد سوال این به که پاسخͬ ضمن در
در است: کرده تعریف را اعداد این آن در و کرد مطرح کاتالان که سوالͬ ͬ شود؟ م مثلث بندی غیرمتقاطعش قطرهای
پرانتزگذاری به نیاز لذا و ندارد جابجایی و شرکت پذیری خاصیت آن ها ضرب که غیرمتمایز متغیرِ n از دنباله ͷی ضرب

دارد؟ وجود آن ها ضرب مختلف حالت های همه برای درست پرانتز گذاری روش چند است،
٨٧ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.126885.1413
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خاتمͬ، ا. م. س.

خیام مثلث در دیͽر الͽوی دو .٨ شͺل

C ′
n+١ = ٢+ (۴(n− ١))C ′

n بازگشتͬ رابطه به به راحتͬ آنگاه متمایزند، متغیرها کنیم فرض کاتالان مسئله در اگر
را [١٢.٢.١ مثال ،٣۶] ) C ′

n = (٢n − ٢)!/(n − ١)! است زیر به صورت آن جواب و ͬ رسیم م پرانتزگذاری ها برای
کاتالان عدد واقع در آید. به دست پرانتزگذاری ها تعداد تا کنیم تقسیم n! بر را C ′

n باید غیرمتمایز، حالت در لذا ببینید).
از است عبارت nام

Cn =
C ′
n+١

(n+ ١)!
=

١
n+ ١

(
٢n
n

)
.

ͬ دهد، م نمایش را
(٢n
n

)
صورت به اعداد مثلث، اصلͬ قطر روی واقع عبارت های ،٨ شͺل در اینکه به توجه با اکنون،

از عبارت اند کاتالان اعداد لذا
١
١
,
٢
٢
,
۶
٣
,
٢٠
۴
,
٧٠
۵
,
٢۵٢
۶

, . . . .

اما است؛ طبیعͬ عددی کاتالان عدد هر که است معلوم است آن ها جواب کاتالان اعداد که مسئله ا ی دو به توجه با
حͺم اند این برای اثباتͬ شده اند، مشخص ٨ شͺل در که رابطه ای دو نیست. واضح هم آن قدرها ١

n+١
(٢n
n

)
بودن طبیعͬ

زیرند صورت به رابطه دو آن است. طبیعͬ ١
n+١
(٢n
n

)
عدد ،n ≥ ٠ هر به ازای که

Cn =

(
٢n
n

)
−
(

٢n
n− ١

)
, Cn =

(
٢n− ١

n

)
−
(
٢n− ١
n+ ١

)
.

عنوان به دارد. وجود کاتالان اعداد برای نیز دیͽری تعبیرهای ببینید). را [٣۴] ) است آسان رابطه دو هر جبری اثبات
است. آمده [٣۴] در اعداد این از دیͽر تعبیر چهار مثال
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خیام‐پاسͺال، مثلث زیبایی های

بازتابی خاصیت .٩ شͺل

در ٩ شͺل صورت به مستطیل دو هر برای ͬ کند م بیان ͬ نامند، م بازتابی» «خاصیت آن را که خاصیت این .٢ . ۶
کنیم تعریف اگر است) شده مشخص نیز ٨ شͺل در که ) خیام مثلث

W (n, k, a, b) =

(
n−b
k

)(
n

k+a

)(
n−b
k+a

)(
n
k

) ,

.[١۶] است آسان بسیار رابطه این جبری اثبات .W (n, k, a, b) = W (n, k, b, a) آنگاه،

پایانͬ یاداشت .٧

کردیم اشاره که همان طور کردیم. بحث ͬ شود م ظاهر خیام مثلث در که ععدی الͽو های مورد در مقاله این در
الͽوهای بعضͬ از خیام، مثلث در مشاهده شده الͽوهای ذکر در کرد. بیان ͬ توان م باره این در دیͽری فراوان مطالب
کمتری شباهت که برگزیدیم را آن هایی نیز اثبات ها انتخاب در و کردیم صرف نظر الͽوها سایر با مشابه یا و بدیهͬ
بسط ضرایب از دیͽری خواص همچنین و خیام مثلث در موجود الͽوهای مورد در بیشتر مطالعه برای داشتند. به هم
مورد در اتحاد ٣٣٣ بر مشتمل که [٢٩] جدید بسیار مرجع همچنین کنید. مراجعه [٣۵ ،٣٣] به ͬ توانید م دوجمله ای

باشد. مفید ͬ تواند م است دیͽر اتحاد های به رسیدن برای مختلف ایده های شامل و دوجمله ای ضرایب

قدردانͬ و تشͺر

کنیم. تشͺر حاضر مقاله رسیدن سر انجام به  در محترم داوران فراوان زحمات از است لازم
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تهران، شریف، صنعتͬ دانشͽاه علمͬ انتشارات آن، شبیه مثلثهای و خیام‐پاسͺال عددی مثلث فعال، تیموری ح. و بیات، م. بهبودیان، ج. [٣٣]
.١٣٨۵

.٧٢–۵٧ (١٣٩٠) ۴۶ ریاضͬ، اندیشه و فرهنگ کاتالان، اعداد شوشتری، ͷکوچ ب. [٣۴]
.١٣٨۶ تهران، ، کورش امید ترکیبی، آنالیز بر گذری خیام: مثلث ͬ های شͽفت محمودیان، ح. [٣۵]
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٧۵–٩١ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه خیام‐پاسͺال، مثلث زیبایی های

.١٣٩٠ مشهد، قلم، آهنگ بشمار، را ͬ ها شمردن میرزاوزیری، م. [٣۶]

خاتمͬ امین محمد سید
ایران بیرجند، بیرجند، صنعتͬ دانشͽاه کامپیوتر، علوم گروه

khatami@birjandut.ac.ir

دکتر راهنمایی تحت امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه از ریاضͬ منطق دکتری ١٣٩۴ سال دانش آموخته خاتمͬ، امین محمد سید
از ریاضͬ فلسفه و تاریخ ترکیبیات، مجموعه ها، نظریه فازی، منطق و پیوسته منطق مدل نظریه ͬ باشد. م پورمهدیان مسعود

هستند. خاتمͬ آقای پژوهشͬ علایق
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