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کاربرد تا نظریه از فرکتالی؛ انتگرال و دیفرانسیل حساب

گلمانخانه خلیلی علیرضا و ∗ پیشکو امیر

را آن تفاوتهای و شباهتها همچنین و می کنیم معرفی را فرکتالی انتگرال و دیفرانسیل حساب اولیه مفاهیم مقاله، این در چکیده.
و فرکتالی انتگرال و دیفرانسیل حساب که دید خواهیم جمله از می کنیم؛ بیان کسری و کلاسیک انتگرال و دیفرانسیل حساب با

است. غیرموضعی نوع از کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب و موضعی نوع از کلاسیک

مقدمه .١

پدیده ها تبیین به نظریه  ها زیرا هستند خود مشاهدات شرح برای مناسب نظریه های به دنبال همیشه تجربی علوم دانشمندان
می توان باشد دقیق سیستم یک رفتار اگر باشد. داشته به دنبال هم دقیقی پیش بینی های می تواند دقیق نظریه یک می کنند. کمک
های و آماری رفتاری که دارند وجود هم هایی سیستم اما کرد؛ استفاده آن توصیف برای سیستم دقت با متناسب معادلات از
انتگرال و دیفرانسیل حساب و هستند پیچیده ساختاری دارای فرکتالها می شوند. ظاهر طبیعی پدیده های از خیلی در فرکتالی
پیچیدگی که دارند وجود طبیعت در زیادی پدیده های که همان گونه درست گرفت؛ به کار آنها برای نمی توان را کلاسیک یا معمولی

گرفت. به کار آنها دقیق مدل سازی برای را اقلیدسی هندسه نتوان که است گردیده باعث آنها ظاهر و اشکال در نامنظمی و
به دست اولیه ساختار همان معین، نسبت به آن جزء هر کردن بزرگ با است که اجزایی از متشکل هندسی ساختاری فرکتال
بر که هستند شکلهایی فرکتالها است. همانند و شبیه آن کل  با آن جزء هر که است ساختاری فرکتال دیگر، عبارتی به آید.
به اصطلاح و می شوند دیده یکسان نزدیک و دور از فرکتالی اجسام نیستند. منظم وجه هیچ به اقلیدسی هندسی شکلهای خلاف
آن ١ هاسدورف بعد که است اقلیدسی فضای از زیرمجموعه ای فرکتال فنی تر، زبان به هستند. خودتشابهی خاصیت دارای
انتگرالی و دیفرانسیل حساب به کلاسیک انتگرال و دیفرانسیل حساب تعمیم برای است. بیشتر آن توپولوژیک بعد از اکیدا
روش معنی که این به نیست، الگوریتمی روش این که کرد توجه باید و می شود استفاده اندازه٢ هندسی نظریه از فرکتالها روی
روی آنالیز نمی کند. نزدیک جواب به به تدریج را ما دنباله یک تولید با و تکراری فرآیند یک طی نظریه  این از حاصل عددی
را مختلفی روشهای محققین تاکنون دارد. فرکتالی ساختار دارای فرآیندهای مدل سازی و کاربردها در ویژه ای نقش فرکتالها
حسابان کسری، فضاهای هارمونیکی، آنالیز احتمالاتی، روش می توان که داده اند پیشنهاد فرکتالها روی آنالیز کردن بنا برای
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۵۵–۶٨ (١٣٩٩) ١ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه گلمانخانه، خلیلی ع. و پیشکو ا.

حوزه های در شده شناخته پدیده های از زیادی تعداد فرکتال مفهوم از استفاده با .[٣] برد نام را زمانی مقیاس روشهای و کسری
فرکتالها هندسه توسط می توان می شود ظاهر پیچیده اشکال آنها در که را مهندسی و پزشکی علوم پایه، علوم انسانی، علوم

.[١٩] کرد مدل سازی
خواننده غیرموضعی و موضعی مشتق مفاهیم بیان و کسری حسابان مختصر مرور با دوم بخش در مقدمه، این از پس
دیفرانسیلی- نوع از کسری حسابان در عملگرها چون شود. آشنا است، موضعی نوع از که فرکتالی، حسابان با تا می شود آماده
استفاده فرکتالها هندسه در مفاهیمی از فرکتالی حسابان در آنکه دلیل به است. غیرموضعی نوع از حسابان این لذا انتگرالی اند
در است. شده تنظیم هاسدورف بعد و توپولوژیک بعد فرکتالها، مجموعه خودتشابهی مفاهیم بیان برای سوم بخش لذا شود می
تابع جرم، تابع پرچم، تابع شامل فرکتالی حسابان در شده تعریف بنیادی مفاهیم بیان به ابتدا مقاله، اصلی بخش چهارم،  بخش
مجموعه های روی فرکتالی انتگرال گیری و مشتق گیری ادامه در و می پردازیم فشرده مجموعه و مشخصه تابع صحیح، پلکانی

می کنیم. بیان را فرکتالی

کسری انتگرال گیری و مشتق گیری مفاهیم بر مروری .٢

زیادی کسری مشتقهای .[٢٧ است[٢۶، طولانی تاریخچه ای دارای (کسری) غیرصحیح مرتبه از انتگرال و مشتق نظریه
دیفرانسیلی-انتگرالی اند عملگرهای بصورت آنها بیشتر کاپوتو۴. و ،٣ لیوویل ریمان، کسری مشتقهای ازجمله است، شده تعریف
مورد در که است لازم بپردازیم کسری  مشتق تعریف به آنکه از قبل شده اند. تعریف حد مفهوم از استفاده با هم آنها از تعدادی و
در شیئ رفتار بررسی بر مبتنی تعریفی یا و ویژگی ای تعیین اگر بدهیم. توضیحی غیر موضعی مشتق و موضعی مشتق مفاهیم
می نامند. غیرموضعی را آن صورت این غیر در و می شود گفته موضعی ویژگی یا تعریف آن به باشد خاص نقاطی همسایگی های
تابع کنید فرض می آوریم. می رود کار به کسری حسابان در که را کسری مرتبه مشتق برای معمول تعریف سه اینجا در
اینکه فرض با .n − ۱ ≤ α < n که باشد نامنفی صحیح عددی n و حقیقی عددی α و باشد شده تعریف [a, b] روی f

می کنیم: تعریف باشد داشته وجود زیر انتگرالهای

مشتق ریمان-لیوویل: (١)
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مشتق کاپوتو: (٢)
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۵۵–۶٨ (١٣٩٩) ١ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه کاربرد، تا نظریه از فرکتالی؛ انتگرال و دیفرانسیل حساب

داریم ۰ < λ < ۱ آن در که τ = λt متغیر تعویض با

C
۰D
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می شود تعریف زیر حد با مشتق این ۰ < q < ۱ و f : [۰,۱] → R تابع برای : گانگال و کولوانکار مشتق (٣)

Dqf(y) = lim
x→y

dq(f(x)− f(y))

d(x− y)q
.

dq(·)
d(·)q

اینجا در دارد. وجود y نقطه در کسری-موضعی مشتق می گوییم آن صورت در باشد، متناهی و داشته وجود بالا حد اگر
است. لیوویل-ریمان مشتق

بررسی برای [١۵] در گانگال و کولوانکار را مشتق این .[١۶] داد تعمیم دیگر مرتبه های به می توان را مشتق تعریف این
این بگیرید. درنظر را وایرشتراس معروف تابع مثال بعنوان کرده اند. تعریف مشتق پذیرند هیچ جا که پیوسته ای تابعهای رفتار
تابع که کرد تعریف جدیدی مشتق می توان آیا اما نیست. (معمولی) مشتق پذیر نقطه ای هیچ در اما است پیوسته اینکه با تابع

بشود؟ مشتق پذیر مختلف نقاط در وایرشتراس
دینامیکی سیستم های نظریه در گسترده ای کاربردهای کسری حسابان شویم. متذکر را نکاتی دهید اجازه بخش این پایان در
قانون آنها مشخصه که کرد توصیف را محیطهایی و سیستم ها حسابان، این از استفاده با می توان است که این آن دلیل و دارد
از انتگرال های و مشتقها اساس بر که متنوعی مدلهای نمونه به عنوان است. مدت طولانی حافظه و بودن غیرموضعی توانی،

.[١] شده اند ارائه اقتصادی و مالی فرآیندهای رفتار توصیف برای شده اند پایه ریزی کسری مرتبه
نمی دانند. کاربردها مناسب را تعریفها این ریاضی دانان برخی و غیرموضعی اند کاپوتو و ریمان تعریفهای دیگر، سوی از

می بینیم که بالا تعریفهای از استفاده با مثلا

dqf(βx)

dxq
= βq

dqf(βx)

d(βx)q

اصلاح باید و نامناسب اند غیرموضعی نوع از مشتق تعریفهای نتیجه در است[١۶]. مقیاس بندی۵ مناسب خاصیتی این و
تغییر را آن کسری مشتق تابع، به ثابت مقدار یک کردن اضافه لذا و نیست صفر ثابت، تابع کسری مشتق این، بر علاوه شوند.

،p = ۰ دهید قرار زیر رابطه در مثلا می دهد.

dqxp

dxq
=

Γ(p+ ۱)
Γ(p− q + ۱)x

p−q p > −۱.
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۵۵–۶٨ (١٣٩٩) ١ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه گلمانخانه، خلیلی ع. و پیشکو ا.

کردند. تعریف را فرکتالی اندازه و مطرح را کسری-موضعی حسابان مقدمات [١٨ ،١٧ ،١۶] مقاله های در گانگال و کولوانکار
استفاده کسری تیلور سری از مقیاس بندی توابع موضعی تقریب برای که شد مطرح انگیزه این با کسری-موضعی مشتق مفهوم
که است این اساسی مشکل متاسفانه اما شده است گرفته به کار مختلفی حوزه های در کسری-موضعی حسابان اخیرا شود.
کمیت هایی و کرد استفاده نرم افزار از بتوان روش آن با که می نامند «الگوریتمی» را روشی اساسا نیستند. الگوریتمی آن تعریفهای
داد. انجام را محاسبه ای هر می توان الگوریتمی است فرآیندی وقتی تئوری دیدگاه از نمود. محاسبه را انتگرال و مشتق مثل

می کند. امکان پذیر محاسبات برای را کامپیوتر از استفاده الگوریتمی، ساختار
این .[٢٢ ،٢١ است[٢٠، شده ابداع فرکتالی» «حسابان عنوان تحت حسابانی فیزیک، قوانین موضعی بودن به توجه با
روی تعریف شده توابع از انتگرال گیری و مشتق گیری می توان و است شده پایه ریزی شبه ریمانی روش یک اساس بر حسابان
مواردی در و است کلاسیک حسابان تعمیم فرکتالی حسابان داد. انجام آن با را فرکتالی منحنی های و کانتور مجموعه های
فرکتالی حسابان برتری موارد جمله از نمود. استفاده فرکتالی حسابان از می شود برد، به کار نمی توان را کلاسیک حسابان  که
می دهیم انجام گیری اندازه فیزیک در وقتی است. بسیارمهم فیزیک در و موضعی نوع از فرکتالی مشتق (١ از: است عبارت
یک به ما توجه یعنی می کنیم؛ گیری اندازه «نقطه» یک در را الکتریکی میدان دما، مثل کمیت یک مقدار که است معنی این به
از که است این بودن موضعی دلیل نقطه). یک در تابع مشتق فرآیند (مثل می شویم نزدیک آن به مجاور نقاط از و است نقطه
فرکتالی مشتق مرتبه (٢ موضعی اند؛ نوع از همه فیزیک در اندازه گیریها دیگر سوی از و نمی کند نقض را علیت اصل سو یک
(٣ می کند؛ توصیف را آن که است تابعی بعد با برابر آن مقدار دقیقا و است هندسی معنای دارای و است غیرصحیح نوع از
چارچوبی فرکتالی حسابان .[١٣ است[١٠، فیزیکی معنای دارای طیفی بعد با رابطه داشتن به خاطر فرکتالی مشتق مرتبه
حسابان در که توابعی از رده اولین آوریم. به دست فرکتالی مجموعه های روی دیفرانسیل معادلات بتوانیم که می کند فراهم را
بیشتر اطلاعات برای است. صفر آنها لبگ اندازه که می باشد نازک شبه-کانتوری مجموعه های روی است شده تعریف فرکتالی

کنید. مراجعه [١١ ،١٢ ،٩] مراجع به
Fα-انتگرال . Fα-مشتق، Fα-پیوستگی، :Fα-حد، از عبارت اند فرکتالی حسابان در کلاسیک حسابان مشابه مفاهیم
فرکتال دهید اجازه کار این از قبل اما می کنیم؛ تشریح را آن از کاربردهایی و می کنیم معرفی را فرکتالی حسابان بعد بخشهای در

کنیم. تعریف را وابسته مفاهیم تعدادی و

فرکتالها هندسه مفاهیم بر مروری .٣

توضیح را مفاهیم این مثالهایی آوردن با و می کنیم تعریف را هاسدورف و توپولوژیک بعد فرکتال، مفاهیم بخش این در
می دهیم.

کوچک مقیاسهای در و است دقیق ساختاری دارای فرکتال مجموعه توپولوژیک. بعد و خود تشابهی خاصیت .٣ . ١
نیست. تبیین و توصیف قابل کلاسیک هندسه با که است بی نظم چنان مجموعه ای چنین می باشد. جزئیات دارای دلخواه
خودش کوچک شده نسخه های از که است مجموعه ای خود  تشابه مجموعه خودتشابهی اند. خاصیت دارای فرکتال مجموعه های
مفهوم ابتدا دیگر تعریفهای از قبل اما می کند. ساده را فرکتالها هاسدورف بعد دقیق محاسبه ویژگی این است. شده تشکیل

کنیم. تعریف باید را انقباض
نامساوی به طوری که باشد داشته وجود c ∈ (۰,۱) ثابت عدد اگر است انقباض یک ψ : Rn → Rn نگاشت

∥ ψ(x)− ψ(y) ∥≤ c ∥ x− y ∥

m ≥ ۲ آن در که V =
∪m

i=۱ ψi(V ) اگر است خودمتشابه Rn در V ناتهی فشرده مجموعه باشد. برقرار x, y ∈ Rn برای
است. Rn روی تعریف شده انقباض m از مجموعه ای ψ۱, ψ۲, . . . , ψm و
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کوچکترین برابر و می دهند نمایش dimT (X) با Xرا توپولوژیک پوششی بعد باشد. توپولوژیک فضای Xیک کنید فرض
بعد مقادیر باشد. داشته n حداکثر مرتبه با باز تظریف یک X متناهی باز پوشش هر است که n ∈ N ∪ {۰} صحیح عدد

باشد. ٣ و ٢ ،١ ،۰ تهی)، مجموعه (برای −۱ می تواند توپولوژیک

آنها توپولوژیک بعد و چپ) [٠،١](سمت واحد بازه مجموعه و راست) (سمت کانتور مجموعه پوشش دهنده دایره های :١ شکل

شمارا پوشش یک {Ui} کنید فرض بگیرید. نظر در را آن از F مجموعه زیر و Rn فضای هاسدورف. بعد .٣ . ٢
باشیم داشته i هر برای هرگاه (١ (شکل است F برای ϵ-پوشش یک {Ui} گوییم ،ϵ > ۰ برای باشد. F مجموعه برای

کنید تعریف و باشد دلخواه عددی s ∈ (۰,∞) کنید فرض حالا است. مجموعه قطر diam از منظور .diam(Ui) ≤ ϵ

Hs
ϵ (F ) = inf

{∑
i

diam(Ui)
s | Fاست پوشش − ϵ یک Ui

}
.

آن حد بنابراین است. نزولی ϵ به نسبت Hs
ϵ (F ) که دید می توان و است +∞ یا و نامنفی حقیقی عدد Hs

ϵ (F ) کنید توجه
با است برابر و است موجود

Hs(F ) = lim
ϵ→۰

Hs
ϵ (F )

.[٢٨] می نامند F مجموعه هاسدورف اندازه را مقدار این . Hs(∅) = ۰ که است روشن
است: درست زیر گزاره های از یکی F ⊂ Rn مجموعه هر برای

با برابراست شود می داده نشان dimH(F ) با که F مجموعه هاسدورف بعد Hs(F ) = ۰ ، s ⩾ ۰ هر برای (١)
.dimH(F ) = ۰

.dimH(F ) = ∞ با است Fبرابر مجموعه هاسدورف بعد Hs(F ) = ∞ ، s ⩾ ۰ هر برای (٢)
Hs(F ) = ∞ آن گاه ، s < s۰ اگر حالت این در . ۰ < Hs۰(F ) < ∞ که است موجود s۰ عدد یک فقط (٣)
یعنی s۰ یکتای عدد با است برابر F مجموعه هاسدورف بعد است Hs(F ) = ۰ آن گاه ، s > s۰ اگر و

.dimH(F ) = s۰

معلوم است. شده رسم آنها هاسدورفی و توپولوژیکی ابعاد با مختلف مجموعه دو از مثال دو (٢) و شکلهای(١) در
مجموعه توپولوژیک و هاسدورف بعد که صورتی در است بزرگتر آن توپولوژیک بعد از کانتور مجموعه هاسدورف بعد که است

است. ١ برابر I = [۰,۱]
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چپ) (سمت واحد بازه هاسدورف بعد و راست) (سمت کانتور مجموعه :٢ شکل

فرکتالی حسابان .۴

که شوند تعریف هم دیگر پایه ای مفهوم چند است لازم فرکتالی انتگرال و مشتق پیوستگی، حد، مفاهیم معرفی از قبل
مشخصه. تابع و صحیح٨ پلکانی تابع جرم٧، تابع پرچم۶، تابع از: عبارت اند

فرض اینجا در باشد. حقیقی خط از زیرمجموعه ای F کنید فرض صحیح. پلکانی تابع و جرم تابع پرچم، تابع .١ . ۴
می کنیم. فرمول بندی را [a, b] فاصله در F α-جرم یا محتوی مفهوم بخش این در است. فرکتال F مجموعه ی که می شود

شود. تصریح آن خلاف که این مگر ،۰ < α ≤ ۱ می کنیم فرض
می کنیم تعریف زیر صورت به را θ(F, I) پرچم تابع ،I فاصله و F مجموعه برای

θ(F, I) =

{
۱ F ∩ I ̸= ∅
۰ صورت این غیر در

نقاط از متناهی مجموعه از است عبارت ،a < b که ،[a, b] فاصله برای P به اختصار یا P[a,b] افراز

{a = x۰, x۱, . . . , xn = b},

از افرازی Q اگر می شود. نامیده P افراز مولفه یا مولفه ای فاصله یک [xi, xi+۱] به صورت فاصله هر .xi < xi+۱ آن در که
مجموعه ی برای است. [a, b] افراز تنها {a} آن گاه ،a = b اگر می شود. نامیده P از تظریفی Q آن گاه ،P ⊂ Q و باشد [a, b]

داریم را زیر تعریف ،a < b که ،P[a,b] افراز و F

(١) σα[F, P ] =

n−۱∑
i=۰

(xi+۱ − xi)
α

Γ(α+ ۱) θ(F, [xi, xi+۱]).

از عبارتی شامل (١) در شده ظاهر مجموع که می کنیم توجه می شود. تعریف صفر برابر σα[F, P ] مقدار آن گاه ،a = b اگر
P افراز و F مجموعه هر برای به علاوه باشد. F از نقطه یک شامل حداقل مولفه آن اگر تنها و اگر است مولفه ای فاصله یک

.σα[F, P ] ≥ ۰ ،[a, b] از
می پردازیم. ٩ دانه بندی شده جرم تعریف به حال

6flag function 7mass function 8integral staircase function 9coarse-grained mass
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می شود تعریف زیر رابطه با F ∩ [a, b] برای γαδ (F, a, b) دانه بندی شده جرم باشد. a ≤ b و δ > ۰ کنید فرض .١ . ۴ تعریف

(٢) γαδ (F, a, b) = inf
{P[a,b]:|P |≤δ}

σα[F, P ].

داریم رابطه این در
|P | = max

۰≤i≤n−۱
(xi+۱ − xi).

می شود. گرفته |P | ≤ δ شرط با [a, b] بازه روی P افرازهای همه به نسبت اینفیمم ،(٢) معادله در
کاهش δ وقتی که می کنیم توجه می شود. تعریف γα(F, a, b) = lim

δ→۰
γαδ (F, a, b) رابطه با γα(F, a, b) جرم تابع

+∞ برابر است ممکن که است نامنفی عددی و دارد وجود همواره γαδ (F, a, b) لذا می یابد. افزایش γαδ (F, a, b) می یابد،
باشد. نیز

است. زیر به صورت جرم تابع جمع پذیری خاصیت اکنون

داریم صورت این در .γα(F, a, c) <∞ و a < b < c کنید فرض .(١٠ ([٢١]،قضیه ٢ . ۴ قضیه

γα(F, a, c) = γα(F, a, b) + γα(F, b, c).

هاسدورف اند. اندازه برای مشابه خواص مانند جرم تابع انتقال و مقیاس تغییر خواص

داریم .λF = {λx : x ∈ F} و F + λ = {x+ λ : x ∈ F} کنید تعریف ،λ ∈ R و F ⊂ R برای .٣ . ۴ قضیه
.γα(F + λ, a+ λ, b+ λ) = γα(F, a, b) انتقال: (١)

.γα(λF, λa, λb) = λαγα(F, a, b) :( λ ≥ ۰ مقیاس( تغییر (٢)

کانتور. مجموعه ساختن C۳ سوم و C۲ دوم ، C۱ اول ، C۰ صفرم مرحله های در باقیمانده بازه های روی M توزیع شده جرم :٣ شکل

تغییر خاصیت آن گاه ،λ۰F ∩ [λ۰a, λ۰b] = F ∩ [λ۰a, λ۰b] خاص λ۰ ی برای و باشد خودمتشابه F اگر .۴ . ۴ تذکر
نوشت زیر به صورت می توان را مقیاس

γα(F, λ۰a, λ۰b) = λα۰γ
α(F, a, b).
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.λ۰ =
۱
۳n

و b = ۱ و a = ۰ ،α =
ln۲
ln۳ با ،(٣ (شکل است C کانتور مجموعه باره این در مثالی

پله ای توابع از تعمیمی که تابع این می کنیم. بیان را α مرتبه ی از F مجموعه ی برای صحیح پلکانی تابع مهم مفهوم حال
می یابد. افزایش ،b افزایش با F ∩ [a, b] جرم چگونه که می دهد نشان است، لبگ-کانتور

صورت به F مجموعه برای α مرتبه از Sα
F (x) صحیح پلکانی تابع باشد. ثابت و حقیقی عددی α۰ کنید فرض .۵ . ۴ تعریف

:(۴ می شود(شکل تعریف زیر

Sα
F (x) =

{
γα(F, a۰, x) x ≥ a۰
−γα(F, x, a۰) صورت این غیر در

کرد. انتخاب ساده تر به گونه ای می توان را a۰ عدد

C۲ مجموعه برای ۰٫۶۳ بعد با صحیح پلکانی تابع نمودار :۴ شکل

هر برای آن گاه باشد، متناهی γα(F, a, b) اگر باشد. ۰ < α ≤ ۱ و R از زیرمجموعه ای F کنید فرض .۶ . ۴ قضیه
معادل  اند: زیر گزاره های ،x < y که x, y ∈ (a, b)

است. صعودی ،x متغیر به نسبت Sα
F (x) (١)

است. ثابت [x, y] فاصله در Sα
F آن گاه ،F ∩ (x, y) = ∅ اگر (٢)

.Sα
F (y)− Sα

F (x) = γα(F, x, y) (٣)
است. پیوسته (a, b) فاصله در Sα

F (۴)

جرم تابع از استفاده با کرد، تعریف را هاسدورف بعد می توان هاسدورف اندازه از استفاده با همان طور که .γ بعد .٢ . ۴

و ،σβ[F, P ] ≤ |P |β−ασα[F, P ]
Γ(α+ ۱)
Γ(β + ۱) آن گاه ،۰ < α < β ≤ ۱ اگر نمود. تعریف را گاما بعد می توان نیز

داریم ،α < β و γα(F, a, b) < ∞ شرط با ،δ → ۰ وقتی پس .γβδ (F, a, b) ≤ δβ−αγαδ (F, a, b)
Γ(α+ ۱)
Γ(β + ۱) بنابراین

می کند جهش α > α۰ صفر سمت به و است نامتناهی γα(F, a, b) ،α۰ کوچکتر ،α از مقادیری به ازای .γβ(F, a, b) = ۰
ممکن γα۰(F, a, b) که می کنیم تصریح بعد، مفهوم کردن دقیقتر برای می نامیم. F برای γ بعد را عدد این .(α۰ < ۱ (اگر

باشد. نامتناهی یا و ناصفر متناهی صفر، مقادیر است
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می کنیم تعریف زیر به صورت و داده نشان dimγ(F ∩ [a, b]) نماد با را F ∩ [a, b] برای γ بعد .٧ . ۴ تعریف

dimγ(F ∩ [a, b]) = inf{α : γα(F, a, b) = ۰} = sup{α : γα(F, a, b) = ∞}.

F ⊂ R روی R متریک از القایی توپولوژی کمک به را پیوستگی و حد مفهوم بخش این در Fα-پیوستگی. .٣ . ۴
است. R روی آنها مشابه و مفاهیم این بین تمایز ایجاد کار این انجام از هدف می کنیم. معرفی

،y → x وقتی F-حد، یا F نقاط طریق از f حد ℓ عدد .x ∈ F و f : R −→ R ،F ⊂ R کنید فرض .٨ . ۴ تعریف
و y ∈ F که باشد موجود δ > ۰ ،ε > ۰ هر برای هرگاه می شود نامیده

|y − x| < δ ⇒ |f(y)− ℓ| < ε.

می شود. داده نشان ℓ = Fα− lim
y→x

f(y) نماد با باشد، موجود فوق عدد اگر

تعریف ،x /∈ F که نقاطی در Fα-حد همچنین نمی شود. گرفته y،درنظر /∈ F وقتی ،y در تابع مقادیر تعریف این در
در است ممکن می شود، Fاند در که x حول نقاطی شامل ،y → x وقتی Fα-حد چون که می کنیم توجه همچنین نمی شود.

کانتور). مجموعه F = C وقتی ۱
۹ ,

۲
۳ ,

۱
۳ نقاط مانند ) باشد طرفه یک حد دارای نقاط برخی

.f(x) = Fα− lim
y→x

f(y) اگر است Fα-پیوسته ،x ∈ F در f : R −→ R تابع .٩ . ۴ تعریف

در ،f : R −→ R تابع پیوستگی که است واضح نمی شود. تعریف ،x /∈ F در Fα-پیوستگی مفهوم که می کنیم توجه
فرض می گیریم. نظر در مثال چند نیست. صحیح مطلب این عکس اما می دهد. نتیجه را نقطه این در Fα-پیوستگی ،x ∈ F

روی همچنین و هستند پیوسته [۰,۱] روی f۲(x) = x و f۱(x) = ۱ توابع صورت این در باشد. کانتور مجموعه C کنید
مشخصه تابع χC(x) که ،f۴(x) = x.χC(x) و f۳(x) = χC(x) توابع برعکس، می باشند. نیز C-پیوسته ،C ∩ [۰,۱]

نیستند. پیوسته اما هستند، Cα-پیوسته توابع این بگیرید. نظر در را است، C

موجود δ > ۰ ،ε > ۰ هر برای هرگاه می شود نامیده یکنواخت F-پیوسته ،E ⊂ F روی f : R −→ R تابع .١٠ . ۴ تعریف
باشیم داشته y ∈ E و x ∈ F برای که طوری به باشد

|y − x| < δ ⇒ |f(y)− f(x)| < ε.

حالات در مطلب این عکس می دهد. نتیجه را E روی Fα-پیوستگی ،E روی یکنواخت Fα-پیوستگی که است واضح
است. برقرار خاصی

الگوریتمی نظر از و مستقیم تر روشی زیرا می کنیم؛ استفاده انتگرال تعریف برای ریمان روش از Fα-انتگرال. .۴ . ۴
به جای علاوه به می شوند. گرفته نظر در F نقاط در فقط تابع مقادیر زیر، در Fα-انتگرال تعریف در است. مزیتهایی دارای
شبیه Fα-انتگرال نظر این از می گیریم. نظر در را انتهایی نقاط در Sα

F فاصله ای تابع مقادیر بین تفاضل زیرفاصله ها، طول
دارند.) تفاوت هم با کلا دو این حال این (با است. ریمان-اشتیلتیس انتگرال

گفت می توان دیگر عبارت به می شود. داده نشان B(F ) نماد با هستند، کراندار F روی که ،f : R −→ R توابع رده

f ∈ B(F ) ⇔ −∞ < inf
x∈F

f(x) ≤ sup
x∈F

f(x) < +∞.

f ∈ B(F ) کنید فرض می کنیم. تعریف می زنند، تقریب را Fα-انتگرال مقدار که را پایینی و بالایی جمع های اول قدم در
صورت این غیر در و M [f, F, I] = sup

x∈F∩I
f(x) آن گاه ،F ∩ I ̸= ∅ اگر صورت این در باشد. بسته بازه یک I و

.m[f, F, I] = ۰ صورت این غیر در و m[f, F, I] = inf
x∈F∩I

f(x) آن گاه ،F ∩I ̸= ∅ اگر مشابه طور به .M [f, F, I] = ۰
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باشد. x۰, . . . , xn نقاط با [a, b] برای افراز یک P کنید فرض باشد. متناهی x ∈ [a, b] برای Sα
F (x) کنید فرض

می شوند: داده زیر روابط با P افراز به نسبت f تابع برای پایینی Fα-مجموع و بالایی Fα-مجموع

Uα[f, F, P ] =
n−۱∑
i=۰

M [f, F, [xi, xi+۱]](S
α
F (xi+۱)− Sα

F (xi)),

Lα[f, F, P ] =

n−۱∑
i=۰

m[f, F, [xi, xi+۱]](S
α
F (xi+۱)− Sα

F (xi)).

انتگرال در Sα
F (xi+۱)−Sα

F (xi) تعریف از استفاده به همچنین و m و M تعریف در F ∩ I اشتراک شدن ظاهر به اینجا در
که است واضح تعریف از می کنیم. تاکید xi+۱ − xi به جای ریمان-اشتیلتیس

Uα[f, F, P ] ≥ Lα[f, F, P ].

درواقع، می یابد. یکنوا) صورت به دو (هر افزایش پایینی، Fα-مجموع و می یابد کاهش بالایی، Fα-مجموع تظریف، عمل با
آن گاه باشد، P افراز از تظریفی Q اگر .f ∈ B(F ) و F ⊂ R کنید فرض

Uα[f, F,Q] ≤ Uα[f, F, P ] و Lα[f, F,Q] ≥ Lα[f, F, P ].

تعریف را Fα-انتگرال تا هستیم آماده حال .[٢١] Uα[f, F, P ] ≥ Lα[f, F,Q] آن گاه باشند، [a, b] افراز دو Q و P اگر و
کنیم.

به پایینی Fα-انتگرال ،f ∈ B(F ) برای باشد. متناهی [a, b] روی Sα
F که باشد گونه ای به F کنید فرض .١١ . ۴ تعریف

می شود معرفی زیر ∫صورت b

a
f(x)dαFx = sup

P[a,b]

Lα[f, F, P ].

می شود معرفی زیر صورت به بالایی Fα-انتگرال ∫همچنین b

a
f(x)dαFx = inf

P[a,b]

Uα[f, F, P ].

نمادگذاری صرفا و ندارد مجزایی معنی نیز dαFx عبارت می شوند. گرفته [a, b] از P افرازهای همه روی اینفیمم و سوپریمم

.
∫ b
a f(x)d

α
Fx ≤

∫ b
a f(x)d

α
Fx که است واضح است.

این در .
∫ b
a f(x)d

α
Fx =

∫ b
a f(x)d

α
Fx هرگاه است Fα-انتگرال پذیر ،[a, b] روی f گوییم .f ∈ B(F ) کنید فرض

این در f ∈ B(F ) اگر که کرد ثابت می توان می شود. داده نشان
∫ b
a f(x)d

α
Fx نماد با [a, b] روی f برای Fα-انتگرال حالت

Uα[f, F, P ] < که باشد موجود [a, b] روی P افراز ،ε > ۰ هر برای هرگاه است Fα-انتگرال پذیر ،[a, b] روی f صورت
.Lα[f, F, P ] + ε

می کنیم تعریف صورت این در .a < b که باشد، Fα-انتگرال پذیر ،[a, b] روی f کنید فرض معمول مطابق و
.
∫ a
b f(x)d

α
Fx = −

∫ b
a f(x)d

α
Fx

کنید فرض باشد. متناهی [a, b] روی Sα
F و فشرده F∩[a, b] که باشد به گونه ای F کنید فرض .(٣٩ قضیه ،[٢١]) ١٢ . ۴ قضیه

Fα-انتگرال پذیر ،[a, b] روی f آن گاه باشد، F-پیوسته ،F ∩ [a, b] روی f تابع اگر صورت این در .a < b و f ∈ B(F )

است.
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است. آمده زیر گزاره در انتگرال محاسبه از مهم اما ساده مثالی

.
∫ b
a χF (x)d

α = Sα
F (b)−Sα

F (a) آن گاه باشد، F ⊂ R مجموعه روی مشخصه تابع χF (x) اگر .(۴۶ لم ،[٢١]) ١٣ . ۴ گزاره

کرد[٢١]: بیان می توان را معمولی انتگرال قضیه های از بسیاری اکنون

[a, c] روی f صورت این در .c ∈ (a, b) کنید فرض باشد. Fα-انتگرال پذیر ،[a, b] روی f و a < b کنید فرض •
داریم علاوه به است. Fα-انتگرال پذیر ،[c, b] ∫و b

a
f(x)dαFx =

∫ c

a
f(x)dαFx+

∫ b

c
f(x)dαFx.

صورت این در باشد. حقیقی عددی λ و Fα-انتگرال پذیر، ،[a, b] روی g و f کنید فرض •
.
∫ b
a λf(x)d

α
Fx = λ

∫ b
a f(x)d

α
Fx (الف)

.
∫ b
a (f(x) + g(x))dαFx =

∫ b
a f(x)d

α
Fx+

∫ b
a g(x)d

α
Fx (ب)

روی s ◦ f آن گاه باشد، پیوسته تابعی s : [a′, b′] −→ R و باشد Fα-انتگرال پذیر ،f : [a, b] −→ [a′, b′] اگر •
است. Fα-انتگرال پذیر ،[a, b]

Fα-انتگرال پذیر ،[a, b] روی نیز fg صورت این در باشند. Fα-انتگرال پذیر ،[a, b] روی g و f کنید فرض •
است.

صورت این در .f(x) ≥ g(x) ،x ∈ F ∩ [a, b] هر برای و باشند Fα-انتگرال پذیر ،[a, b] روی g و f کنید فرض •
.
∫ b
a f(x)d

α
Fx ≥

∫ b
a g(x)d

α
Fx

به جای اینجا در اما است؛ قسمت خارج یک حد Fα-مشتق، معمولی، اول مرتبه مشتق گیری مانند Fα-مشتق. .۵ . ۴
مجموعه نوعا F شهودی نظر از همچنین است. نقطه دو در Sα

F پله ای تابع مقادیر بین تفاضل مخرج و داریم را F-حد حد،
است. F γی بعد معمولا نیز α و است تابع تغییر

از است عبارت x در f تابع برای Fα-مشتق آن گاه باشد، α-کامل مجموعه ای F اگر .١۴ . ۴ تعریف

(Dα
F f)(x) =

 F − lim
y→x

f(y)− f(x)

Sα
F (y)− Sα

F (x)
x ∈ F

۰ صورت این غیر در

کنیم. استفاده (Dα
F f)(x) به جای Dα

F f(x) نماد از می توانیم باشد، نداشته وجود ابهامی اگر

است. F-پیوسته ،(a, b) در f(x) آن گاه باشد، موجود x ∈ (a, b) هر برای (Dα
F f)(x) اگر .([٢١]) ١۵ . ۴ قضیه

مشتق معمول خواص Fα-مشتق داریم انتظار همان طور که است. ١۴ . ۴ تعریف مستقیم نتیجه Fα-مشتق، بودن خطی
یک صحیح پلکانی تابع ٣)Fα-مشتق است؛ صفر ثابت تابع مشتق -Fα(٢ است؛ خطی عملگر یک مشتق -Fα(١ دارد: را

.Dα
FS

α
F (x) = χF (x) ؛یعنی (۵ (شکل است مجموعه آن مشخصه تابع مجموعه

است. فرکتالی حسابان و کلاسیک حسابان در اساسی مفاهیم بین مقایسه  ای زیر جدول

Fα-حسابان و کلاسیک حسابان مقایسه :١ جدول

۶۵ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.125705.1402
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C۲ مشخصه تابع نمودار :۵ شکل

کلاسیک حسابان Fα-حسابان

R F α-کامل مجموعه
حد Fα-حد

پیوستگی Fα-پیوستگی

مشتق Fα-مشتق

انتگرال Fα-انتگرال

لایب نیتس قاعده لایب نیتس Fα-قاعده

جزء به جزء انتگرال گیری جزء به جزء Fα-انتگرال گیری

تیلور سری بسط تیلور سری Fα-بسط

کلاسیک حسابان اساسی قضیه های کلاسیک حسابان اساسی ∫Fα-قضیه های y
۰ x

ndx = ۱
n+۱y

(n+۱) ∫ y
۰ [S

α
F (x)]

ndx = ۱
n+۱ [S

α
F (x)]

(n+۱)

d
dxx

n = nx(n−۱) d
dx [S

α
F (x)]

n = n[Sα
F (x)]

(n−۱)χF (x)

فرکتالی حسابان کاربردهای .۵

به کلاسیک مکانیک تعمیم زمینه در از جمله است؛ کرده پیدا کاربردهای فیزیک مختلف زمینه های در فرکتالی حسابان
استفاده با فرکتالی منحنی های روی شرودینگر [۵]،معادله فرکتالی توری های از پراش کانتور[۴]، مجموعه روی فرکتالی فرم
فوکر-پلانک معادله فرکتالی صورت کانتوری[۶]، مکعبهای روی گرما و ماکسول معادلات ،[٧] فاینمن مسیر انتگرال از
فرکتالی[١۴]، توزیع با مواد برای فرکتالی حسابان فرکتالی، منحنی های روی نابهنجار پخش معادله ،[٢۵ لانگوین[٢۴، و
آنها می تواند خواننده که [٩ ،٢٣] دیگر کاربرد چندین و [٢] فرکتالی الکتریکی بارهای توزیع برای الکتریکی میدان و پتانسیل

کند. مطالعه را

قدردانی و تشکر .۶

قدردانی و تشکر داشته اند نقش مقاله کیفیت بردن بالا و اصلاح در که محترم داوران ارزشمند نظرات از است لازم اینجا در
نماییم.
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از ای هسته فیزیک ارشد کارشناسی همدان، سینا بوعلی دانشگاه از فیزیک دبیری کارشناسی التحصیل فارغ پیشکو امیر دکتر
و علوم پژوهشگاه استادیار ایشان باشد. می مالزی ملی دانشگاه از مختلط آنالیز گرایش محض ریاضی دکتری و تهران دانشگاه

کسری حسابان و فرکتال حسابان فرکتال، :هندسه از عبارتند ایشان علاقه مورد پژوهشی های حوزه و هستند ای هسته فنون
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alirezakhalili٢٠٠٢@yahoo.co.in

همچنین و است. رسانده پایان به گنگال پرفسور نظر زیر هندوستان پونا دانشگاه از نظری فیزیک دکترای گلمانخانه خلیلی علیرضا
مدعو استاد بعنوان . است داشته سیتی مکزیک (IPN) دانشگاه در بالانكین الكساندر پروفسور نظر تحت مطالعاتی فرصت یک
داوری ١۵٠ از بیش و کتاب دو چاپ و مقاله ٧۶ از بیش تاکنون است. داشته همکاری فرکتالها زمینه در ترکیه وان دانشگاه در

است. داشته معتبر مجلات در مقاله
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