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ددکیند کامل مشبͺه های در دوتایی نزدیͺترین

خادم زاده حمیدرضا و ∗ مظاهری حمید سروری، ͬ اصغر عل

گردیده مطرح متری فضاهای در این از پیش مسئله این ͬ پردازیم. م دوتایی نزدیͺترین مسئله بررسͬ به مقاله این در چͺیده.
مͬ قرار بررسͬ مورد ترتیبی منظر از و ͬ شود م پرداخته مشبͺه فضاهای در آن بررسͬ به مقاله این در و است شده مطالعه و

ͬ گیرد. م قرار بحث مورد ددکیند کامل های مشبͺه فضای در مسئله این دهیم.

مقدمه .١

خود به اخیر سال های در را زیادی توجه است، ثابت نقطه مسأله از تعمیمͬ واقع در که دوتایی نزدیͺترین مسأله
حتͬ و عددی بهینه سازی، مسائل جمله از ریاضͬ مختلف بخش های در گسترده ای به طور مسأله این است. کرده جلب
الدرد١ مثال به عنوان است. شده بررسͬ ͷمتری فضاهای در زیادی ͬ دانان ریاض توسط و ͬ شود م برده به کار برنامه نویسͬ
محدب باناخ فضاهای روی دوری انقباضͬ نگاشت های با دوتایی نزدیͺترین یͺتایی و وجود مسأله ،[۴] ویرامان٢ͬ و
در و است شده حل نسبی٣ ناانبساطͬ نگاشت های برای مسأله این ،[۶] منبع در همچنین کرده اند. بررسͬ را یͺنواخت

است. شده عنوان مفیدی مطالب نیز [٢] مرجع
هستند، E از ناتهͬ زیرمجموعه ی دو B و A آن در که باشد نگاشت ͷی T : A → B و ͷمتری فضای ͷی E اگر

هرگاه: گوییم T برای نقطه نزدیͺترین را a ∈ A آن گاه

d(a, Ta) = dist(A,B) = inf{d(x, y) : (x, y) ∈ A×B}

نشان PT (A,B) با را T برای تقریبی نقاط بهترین تمام مجموعه ی ͬ شود. م گفته دوتایی نزدیͺترین (a, Ta) به و
یعنͬ: ͬ دهیم. م

PT (A,B) = {a ∈ A : d(a, Ta) = dist(A,B)}.

است. T ثابت نقطه ͷی دوتایی نزدیͺترین مسأله جواب هر آن گاه A ∩B ̸= ∅ اگر که است بدیهͬ

نسبی. یͺنواخت همͽرای ترتیبی، همͽرای ددکیند، کامل مشبͺه های کلیدی. کلمات و عبارات
پوریای ولͬ محمدرضا رابط: دبیرتخصصͬ
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همچنین:

A۰ = {a ∈ A : ∃z ∈ B , d(a, z) = dist(A,B)}

B۰ = {b ∈ B : ∃z ∈ A , d(b, z) = dist(A,B)}.

PT (A,B) ̸= ∅ هرگاه ͬ شود م گفته ۵ یͺتا) (T‐حل پذیر ۴ T‐حل پذیر ترتیب، به دوتایی، نزدیͺترین مسأله
.(card PT (A,B) = ۱)

.T (A۰)∩B۰ ̸= ∅ که است آن باشد T‐حل پذیر دوتایی، نزدیͺترین مسأله این که برای لازم شرط که داشت توجه باید
باشد ≤ مانند ترتیبی رابطه ͷی به مجهز هرگاه گوییم جزیی مرتب را E حقیقͬ برداری فضای که ͬ شود م یادآوری

باشد: سازگار آن جبری ساختار با زیر صورت به که
.x+ z ≤ y + z ،z ∈ E هر ازای به آن گاه x ≤ y اگر (١)

.αx ≤ αy ،α ≥ ۰ حقیقͬ عدد هر ازای به آن گاه x ≤ y اگر (٢)
ͷی A اگر ͬ نامیم. م E مثبت بردارهای آن را اعضای و E مثبت مخروط را E+ = {x ∈ E : x ≥ ۰} مجموعه ی
که باشد موجود x۰ ∈ E هرگاه گوییم بالا از کران دار را A آن گاه باشد E جزیی مرتب فضای از ناتهͬ زیرمجموعه ی
صورت در A بالای کران کوچͺترین به و گفته A برای بالا کران ͷی را x۰ این صورت در .a ≤ x۰ ،a ∈ A هر برای
بزرگترین به و شده تعریف مشابه به طور پایین از کران دار مجموعه های ͬ دهیم. م نشان supA با و گفته A بیشینه وجود،
هم A هرگاه گوییم ترتیبی کران دار را A ⊂ E ͬ دهیم. م نشان inf A با و گفته A کمینه وجود، صورت در A پایین کران

باشد. پایین از کران دار هم و بالا از کران دار
،x, y ∈ E بردارهای از جفت هر ازای به هرگاه گوییم ریس۶) فضای ͷی (یا مشبͺه ͷی را E جزیی مرتب فضای

باشند. داشته وجود دو هر x ∧ y = inf{x, y} و x ∨ y = sup{x, y}
،x+ = x ∨ ۰ با ترتیب به x بردار قدرمطلق و منفͬ قسمت مثبت، قسمت مشبͺه هر در
از هرگاه گوییم مشبͺه ای نرم ͷی را E مشبͺه روی ∥ · ∥ نرم ͬ شوند. م تعریف |x| = x ∨ (−x) و x− = (−x) ∨ ۰
تحت E فضای اگر گوییم. نرم دار برداری مشبͺه ͷی را E فضای این صورت در و ∥x∥ ≤ ∥y∥ که شود نتیجه |x| ≤ |y|
مشبͺه ای نرم با باناخ مشبͺه ͷی (E,≤) کنید فرض ͬ گوییم. م باناخ مشبͺه ͷی را E آن گاه باشد کامل ∥ ·∥ مشبͺه ای نرم
ویژگͬ دارای E باناخ مشبͺه که ͬ شود م گفته (یا گوییم یͺنوا٧ اکیداً را ∥ · ∥ مشبͺه ای نرم این صورت در باشد، ∥ · ∥
ͬ نویسیم م این صورت در .x = y که شود نتیجه ∥x∥ = ∥y∥ و x ≤ y که x, y ∈ E+ هر برای هرگاه است) STM

.E ∈ STM

به طور (یا باشد داشته بیشینه ،E در بالا از کران دار و ناتهͬ زیرمجموعه ی هر هرگاه گوییم ددکیند٨ کامل را E مشبͺه
ارشمیدس٩ͬ ویژگͬ دارای E مشبͺه همچنین باشد). کمینه دارای ،E در پایین از کران دار و ناتهͬ زیرمجموعه هر معادل
هر نیز و باناخ مشبͺه هر که کرد مشاهده ͬ توان م [۵ ،٣ ،١] در .infn{n−۱u} = ۰ ،u ∈ E+ هر برای هرگاه است

هستند. ارشمیدسͬ ویژگͬ دارای ددکیند کامل مشبͺه
آن گاه باشد داشته وجود E در (infD) supD اگر D ⊆ A هر برای هرگاه گوییم (کمینه)‐بسته بیشینه را A ⊆ E

ͬ نویسیم م آن گاه infn{fn} = f و نزولͬ {fn} ⊆ E دنباله ی اگر که است یادآوری به لازم .(infD ∈ A) supD ∈ A

باشد موجود fn ↓ ۰ دنباله ی هرگاه un
o−→ u ͬ نویسیم م و است u به ترتیبی١٠ همͽرای {un} دنباله ی همچنین .fn ↓ f

که باشد داشته وجود fn ↓ ۰ دنباله ی اگر است ترتیبی١١ کوشͬ {un} دنباله ی و |u − un| ≤ fn ،n ∈ N هر برای که
4T -Solvable 5T -Uniquely Solvable 6Riesz 7Strictly Monotone 8Dedekind Complete 9Archimedean Property 10Order

convergence 11Order Cauchy
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کران دار نیز و ترتیبی کوشͬ ترتیبی، همͽرای دنباله ی هر که است بدیهͬ .n ≥ m ≥ ۱ هر برای |un − um| ≤ fn

است. ترتیبی
نتیجه xn o−→ x که {xn} ⊆ A دنباله ی هر برای هرگاه گوییم ترتیبی١٢ بسته ،E نرم دار مشبͺه در را A زیرمجموعه ی

.x ∈ A که شود
آنگاه هستند کمینه‐بسته و بیشینه‐بسته که باشند E ددکیند کامل مشبͺه از ناتهͬ زیرمجموعه دو B و A اگر توجه:
قضیه بنابر و است ترتیبی کران دار {xn} دنباله ی آن گاه xn o−→ x و {xn} ⊆ A اگر چون هستند. ترتیبی بسته B و A

در باشد نیز باناخ مشبͺه ͷی E چنانچه .x ∈ A پس x = infn{supk≥n xk} = supn{infk≥n xk} ،[۵] از ١٠٬١٬١
است. بسته نرم ترتیبی، بسته مجموعه هر باناخ مشبͺه های در چون بود؛ خواهند بسته نرم B و A این صورت

هر برای هرگاه گوییم f به u‐یͺنواخت همͽرای را {fn} ⊆ E دنباله ی این صورت در ۰ < u ∈ E که کنید فرض
معادل به طور (یا |f − fn| ≤ εu باشیم داشته n ≥ n(ε) هر برای که باشد موجود n(ε) اندیس ،ε > ۰ حقیقͬ عدد
E فضای اگر که داشت توجه باید .(|f − fn| ≤ εnu ،n هر برای که باشد موجود εn ↓ ۰ اعداد دنباله که گفت ͬ توان م
گوییم u‐یͺنواخت کوشͬ را {fn} ⊆ E دنباله ی مشابه به طور نباشد. منحصربه فرد ͬ تواند م f آن گاه نباشد ارشمیدسͬ
.|fm − fn| ≤ εu باشیم داشته m,n ≥ n(ε) هر برای که باشد موجود n(ε) اندیس ،ε > ۰ حقیقͬ عدد هر برای هرگاه
یͺنواخت همͽرای {fn} ⊆ E دنباله ی است. u‐یͺنواخت کوشͬ u‐یͺنواخت، همͽرای دنباله ی هر که است بدیهͬ
این صورت در و باشد f به همͽرا v‐یͺنواخت به طور {fn} که باشد موجود ۰ < v ∈ E هرگاه است f به نسبی١٣

.fn un−→ f ͬ نویسیم م
یͺنواخت١۴ کامل را E ارشمیدسͬ فضای .fn o−→ f آن گاه fn un−→ f اگر ارشمیدسͬ فضای هر در که است واضح

باشد. حد دارای v‐یͺنواخت کوشͬ دنباله ی هر ۰ < v ∈ E هر برای هرگاه گوییم
است. یͺنواخت کامل ددکیند، کامل مشبͺه هر نیز و باناخ مشبͺه هر [۵] از ٨٬١٬١ قضیه بنابر توجه:

E از ناتهͬ زیرمجموعه ی دو B و A و ددکیند کامل مشبͺه ͷی E که است این بر فرض همواره مقاله این ادامه در
ͬ باشند. م کمینه‐بسته و بیشینه‐بسته که هستند

اصلͬ نتایج .٢

ͬ پردازیم. م E مشبͺه در جدید تعاریفͬ بیان به بخش این در
و هستند کمینه‐بسته و بیشنه‐بسته که E از ناتهͬ زیرمجموعه دو B و A ددکیند، کامل مشبͺه ͷی E کنید فرض
برای x ≥ y (یعنͬ A ≥ B اگر پس |A− B| = {|a− b| : a ∈ A, b ∈ B} این که به توجه با .B ≥ A یا و A ≥ B

آن گاه ((x, y) ∈ A×B هر
|A−B| = A−B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B}

این که به توجه با این صورت در و

inf(A−B) = inf A+ inf(−B) = inf A− supB

و a۰ ∈ A دارد وجود یعنͬ دارد. وجود A − B در d(A,B) =
∧

|A − B| = inf{|a − b| : a ∈ A, b ∈ B} پس
آن در که هستند ناتهͬ

◦
B و

◦
A درنتیجه و d(A,B) = a۰ − b۰ که قسمͬ به b۰ ∈ B

◦
A = {x ∈ A : ∃z ∈ B, |x− z| = d(A,B)}

12Order Closed 13Relatively Uniform convergence 14Uniformly Complete
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و
◦
B = {y ∈ B : ∃z ∈ A, |y − z| = d(A,B)}.

هرگاه است مخروط١۵ͬ دوتایی نزدیͺترین (x, Tx) آن گاه باشد نگاشت ͷی T : A → B اگر

|x− Tx| = d(A,B)

است. T نگاشت برای مخروطͬ نقطه نزدیͺترین ،x ∈ A این صورت در و
یعنͬ: ͬ دهیم م نشان P c

T (A,B) با را T برای مخروطͬ تقریبی نقاط بهترین همه ی مجموعه ی

P c
T (A,B) = {x ∈ A : |x− Tx| = d(A,B)}.

P c
T (A,B) ̸= ∅ هرگاه گوییم یͺتا) پذیر (T‐حل T‐حلپذیر ترتیب به را مخروطͬ دوتایی نزدیͺترین مسأله

.(card P c
T (A,B) = ۱)

T (
◦
A)∩ که است آن باشد T‐حل پذیر مخروطͬ دوتایی نزدیͺترین مسأله این که برای لازم شرط که داشت توجه باید

.P c
T (A,B) ⊆ PT (A,B) و

◦
B ⊆ B۰ و

◦
A ⊆ A۰ باناخ، مشبͺه هر در که است واضح .

◦
B ̸= ∅

بیشینه‐بسته که هستند E از ناتهͬ زیرمجموعه ی دو B و A و ددکیند کامل مشبͺه ͷی E کنید فرض .٢ . ١ قضیه
آن گاه باشد دلخواه نگاشت ͷی T : A → B اگر این صورت در .B ≥ A یا و A ≥ B و هستند کمینه‐بسته و

.card P c
T (A,B) ≤ ۱

آن گاه x − Tx = y − Ty = d(A,B) اگر است). مشابه دیͽر حالت در (اثبات A ≥ B کنید فرض اثبات.
و y ≤ x∧ y و x ≤ x∧ y درنتیجه .d(A,B) = y− Ty ≤ (x∧ y)− Ty و d(A,B) = x− Tx ≤ (x∧ y)− Tx

□ .card P c
T (A,B) ≤ ۱ بنابراین .x = y یعنͬ این

و بیشینه‐بسته که هستند E از ناتهͬ زیرمجموعه ی دو B و A و ددکیند کامل مشبͺه ͷی E کنید فرض .٢ . ٢ قضیه
یͺتاست T‐حل پذیر مخروطͬ، دوتایی نزدیͺترین مسأله این صورت در B ≥ A یا و A ≥ B و هستند کمینه‐بسته

.T (
◦
A) ∩

◦
B ̸= ∅ اگر تنها و اگر

T (
◦
A)∩ که است این مخروطͬ دوتایی نزدیͺترین مسأله بودن T‐حل پذیر برای لازم شرط این که به توجه با اثبات.

تک
◦
B و

◦
A که ͬ دهیم م نشان ابتدا .T (

◦
A) ∩

◦
B ̸= ∅ که کنید فرض حال است. بدیهͬ طرف ͷی از اثبات پس .

◦
B ̸= ∅

داریم: و a۱ − z۱ = a۰ − z۰ = d(A,B) که موجودند z۰, z۱ ∈ B آن گاه a۰, a۱ ∈
◦
A اگر هستند. نقطه ای

d(A,B) = a۱ − z۱ ≤ (a۰ ∧ a۱)− z۱

و
d(A,B) = a۰ − z۰ ≤ (a۰ ∧ a۱)− z۰.

که موجودند z۰, z۱ ∈ A آن گاه b۰, b۱ ∈
◦
B اگر مشابه به طور .a۰ = a۱ یعنͬ a۱ ≤ a۰ ∧ a۱ و a۰ ≤ a۰ ∧ a۱ بنابراین

z۰ − b۰ = z۱ − b۱ = d(A,B)

15Conic Best Proximity Pair
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بنابراین:
d(A,B) = z۱ − b۱ ≤ z۱ − (b۰ ∨ b۱)

و
d(A,B) = z۰ − b۰ ≤ z۰ − (b۰ ∨ b۱)

.
◦
B = {b۰} و

◦
A = {a۰} داریم و هستند نقطه ای تک

◦
B و

◦
A پس هستند ناتهͬ

◦
B و

◦
A این که به توجه با .b۰ = b۱ درنتیجه و

درنتیجه و T (a۰) = b۰ پس T (
◦
A) ∩

◦
B ̸= ∅ طرفͬ از

a۰ − Ta۰ = a۰ − b۰ = d(A,B).

□ .card P c
T (A,B) = ۱ یعنͬ

بیشینه‐بسته که باشند E از ناتهͬ زیرمجموعه ی دو B و A و ددکیند کامل مشبͺه ͷی E ∈ STM هرگاه .٢ . ٣ قضیه
تنها و اگر یͺتاست T‐حل پذیر دوتایی نزدیͺترین مسأله این صورت در .B ≥ A یا و A ≥ B و هستند کمینه‐بسته و

.T (A۰) ∩B۰ ̸= ∅ اگر

پس هستند. ناتهͬ
◦
B و

◦
A این که به توجه با .T (A۰)∩B۰ ̸= ∅ کنید فرض است. بدیهͬ طرف ͷی از اثبات اثبات.

دارند وجود پس a۰, a۱ ∈ A۰ کنید فرض هستند. نقطه ای تک B۰ و A۰ که ͬ دهیم م نشان هستند. ناتهͬ B۰ و A۰
که قسمͬ به z۰, z۱ ∈ B

∥a۰ − z۰∥ = ∥a۱ − z۱∥ = dist(A,B).

درنتیجه و ۰ ≤ (a۰ ∧ a۱)− z۰ ≤ a۰ − z۰ پس: a۰ ∧ a۱ ∈ A این که به توجه با

∥(a۰ ∧ a۱)− z۰∥ = ∥a۰ − z۰∥ = dist(A,B).

داریم مشابه به طور و a۰ ≤ a۱ نتیجه در و (a۰ ∧ a۱)− z۰ = a۰ − z۰ داریم: E مشبͺه STM ویژگͬ به توجه با اکنون
نقطه ای تک B۰ که داد نشان ͬ توان م مشابه به طور و است نقطه ای تک A۰ بنابراین .a۰ = a۱ درنتیجه و a۱ ≤ a۰

□ .card PT (A,B) = ۱ بنابراین .
◦
B = B۰ و

◦
A = A۰ درنتیجه است.

λ > ۰ حقیقͬ عدد x ∈ E هر برای هرگاه گوییم قوی١۶ ترتیبی یͺه ،E مشبͺه در را e > ۰ بردار که ͬ شود م یادآوری
.[a, b] = {z ∈ E : a ≤ z ≤ b} آن در که E =

∪
{n[−e, e] : n ∈ N} دیͽر عبارت به .|x| ≤ λe که باشد موجود

نرم) توپولوژی به (نسبت E+ درونͬ نقطه ͷی e اگر تنها و اگر است قوی ترتیبی یͺه e ∈ E+ ،E باناخ مشبͺه هر در
.inf{an : n ∈ N} > ۰ اگر تنها و اگر (ℓ∞ (در است قوی ترتیبی یͺه e = (an)

∞
۱ ∈ ℓ∞ مثلا́ .[١] باشد

هر هرگاه است یͺنواخت کامل E آن گاه باشد u قوی ترتیبی یͺه با ارشمیدسͬ فضای ͷی E اگر که است واضح
مخروط١٧ͬ دوری انقباضͬ نگاشت ͷی را T : A∪B → A∪B نگاشت باشد. حد دارای u‐یͺنواخت کوشͬ دنباله ی
(x, y) ∈ A×B هر برای که باشد موجود k ∈ (۰,۱) و (T (B) ⊆ A و T (A) ⊆ B (یعنͬ باشد دوری T هرگاه گوییم

باشیم: داشته
|Tx− Ty| ≤ k|x− y|+ (۱− k)d(A,B).

16Strong Order Unit 17Conic Cyclic Contraction Map
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و بیشینه‐بسته که هستند E از ناتهͬ زیرمجموعه ی دو B و A و ددکیند کامل مشبͺه ͷی E کنید فرض .۴ . ٢ قضیه
و باشد مخروطͬ دوری انقباضͬ نگاشت ͷی T : A ∪B → A ∪B اگر .B ≥ A یا و A ≥ B و هستند کمینه‐بسته
مخروطͬ دوتایی نزدیͺترین مسأله آن گاه باشد قوی ترتیبی یͺه u = |Tx۰ − x۰| − d(A,B) که باشد موجود x۰ ∈ A

است. حل پذیر یͺتا به طور

ͬ کنیم م تعریف x ∈ A برای .card P c
T (A,B) ≤ ۱ ،٢ . ١ قضیه بنابر اثبات.

xn+۱ = Txn = Tn+۱x۰ (n = ۰,۱,۲, . . .).

این صورت در

|xn+۱ − xn| = |Txn − Txn−۱| ≤ k|xn − xn−۱|+ (۱− k)d(A,B)

≤ k۲|xn−۱ − xn−۲|+ (۱− k۲)d(A,B)

داریم: استقراء با
|xn+۱ − xn| ≤ kn|x۱ − x۰|+ (۱− kn)d(A,B)

یعنͬ
۰ ≤ |xn+۱ − xn| − d(A,B) ≤ knu

ͬ دهیم م قرار است. d(A,B) به u‐یͺنواخت همͽرای |Txn − xn| پس ،u = |Tx۰ − x۰| − d(A,B) آن در که
ترتیبی یͺه u آن در که است u‐یͺنواخت همͽرای {yn} ⊆ A که ͬ دهیم م نشان و n = ۰,۱,۲, . . . ، yn = x۲n
دلخواه ε > ۰ حقیقͬ عدد کنید فرض است. u‐یͺنواخت کوشͬ {yn} دنباله دهیم نشان که است کافͬ است. قوی
برای که است موجود n(ε) اندیس پس است. d(A,B) به u‐یͺنواخت همͽرای xn − Txn این که به توجه با باشد.
هر برای پس .ym ∧ yn ∈ A داریم m,n ∈ N هر برای طرفͬ از .(yn − Tyn) − d(A,B) ≤ εu ،n ≥ n(ε) هر

نوشت: ͬ توان م m,n ≥ n(ε)

۰ ≤ (ym ∧ yn)− Tyn − d(A,B) ≤ yn − Tyn − d(A,B) ≤ εu

و
۰ ≤ (ym ∧ yn)− Tym − d(A,B) ≤ ym − Tym − d(A,B) ≤ εu.

این که به توجه با

yn − (ym ∧ yn) = (yn − Tyn − d(A,B))− ((ym ∧ yn)− Tyn − d(A,B))

پس
۰ ≤ yn − (ym ∧ yn) ≤ εu.

داریم: مشابه به طور و
۰ ≤ ym − (ym ∧ yn) ≤ εu.

بنابراین:
|ym − yn| ≤ |ym − (ym ∧ yn)|+ |yn − (ym ∧ yn)| ≤ ۲εu
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دنباله ی که است موجود x ∈ A پس است. u‐یͺنواخت همͽرای بنابراین و u‐یͺنواخت کوشͬ {yn} دنباله درنتیجه و
u‐یͺنواخت، همͽرای دنباله ی هر و است ترتیبی بسته A این که به توجه (با است x به u‐یͺنواخت همͽرای {yn}
|x۲n − x| ≤ εu ،n ≥ n(ε) هر برای که است موجود n(ε) اندیس ε > ۰ هر برای یعنͬ ͬ باشد). م نیز ترتیبی همͽرای

بنابراین: .x۲n − Tx۲n − d(A,B) ≤ εu نیز و

۰ ≤ x− Tx۲n − d(A,B) ≤ |x− x۲n|+ |x۲n − Tx۲n| − d(A,B) ≤ ۲εu.

همچنین

۰ ≤ |x۲n+۲ − Tx| − d(A,B) = |Tx۲n+۱ − Tx| − d(A,B)

≤ |x۲n+۱ − x| − d(A,B) = |Tx۲n − x| − d(A,B)

= x− Tx۲n − d(A,B) ≤ ۲εu.

داریم: بالاخره و

۰ ≤ x− Tx− d(A,B) ≤ |x− x۲n|+ |x۲n − Tx| − d(A,B) ≤ ۳εu.

بنابراین .x− Tx = d(A,B) یعنͬ این و

card P c
T (A,B) = ۱.

□

و A۰ شد، انجام ٢ . ٣ قضیه اثبات در آن چه بنابر آن گاه باشد نیز STM ویژگͬ دارای E مشبͺه ۴ . ٢ قضیه در اگر توجه:
.card PT (A,B) = ۱ درنتیجه و هستند نقطه ای تک B۰

وقدردانͬ تشͺر .٣
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