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باشند؟ بخش آگاهͬ ͬ توانند م چͽونه ͬͺکم آمار ه های

شمس مهدی

مجهول پارامتر به راجع اطلاعͬ هيچ ظاهراً ندارد بستگͬ مجهول پارامتر به توزيعشان که اين از ͬͺکم آماره های چͺیده.
و ͬ شوند م حذف مجهول پارامتر درباره نمونه از لازم غير اطلاعات باشد، نیز كامل بسنده، آماره ͷی اگر ͬ دهند. نم ارائه
از کامل بسنده آماره این حقیقت در و ͬ شود م داده ها در فشردگͬ بیشترین به منجر بسنده آماره بودن کامل حالت این در
پارامتر به راجع اطلاعͬ هيچ ͬͺکم آماره ظاهراً که این با ͬ دهیم م نشان مقاله این در است. مستقل دلخواه ͬͺکم آماره هر
حاصل مينيمال بسنده آماره يك شود، گرفته نظر در درستنمايی حداکثر براوردگر يك با آن توأم توزیع وقتͬ ولͬ ͬ دهد، نم
تلفیق در ͬͺکم آماره این نهایت در و ͬ شوند م بازيابی دوباره ͬͺکم آماره در رفته دست از اطلاعات روش این با و ͬ شود م
ͬͺکم آماره های روی كردن شرطͬ با ͬ دهیم م نشان همچنين است. بوده بخش گاهͬ آ درستنمايی، حداکثر براوردگر يك با
روی كردن شرطͬ نیز حالت این در و ͬ رود نم دست از تقليل اين با پارامتر به راجع اطلاعͬ هيچ كه دارد وجود تضمين اين

بود. خواهد بخش گاهͬ آ ،ͬͺکم آماره های

مقدمه .١

از تابعͬ از هم توزیع٣)، و مستقل تصادف٢ͬ متغیرهای از برداری (شامل X تصادف١ͬ نمونه داده های تلخيص در
اطلاعات آماره حقيقت در گویند. آماره۵ را آن اصطلاحاً که ͬ شود م استفاده ندارد بستگͬ مجهول پارامتر۴ به که نمونه
مسئله اطلاعات از کمͬ است ممͺن داده ها تلخيص در ͬ کند. م فشرده تصادفͬ متغير ͷي در را تصادفͬ متغير چند
شود قسمͬ به اوليه نمونه تلخيص باعث نبايد ͬ شود م برده کار به استنباط برای که آماره ای لذا رود، بين از مطالعه مورد
بسنده٧ θ برای را T آماره ͬ شود. م بسندگ۶ͬ تعریف به منجر خاصیت این و نکند کفايت مسئله بررسͬ برای ديͽر که
بستگͬ θ پارامتر به t هر برای X |T = t شرطͬ توزيع است) پارامتر٨ فضای Θ (که θ ∈ Θ هر ازای به هرگاه ͬ ناميم م
فشرده و خلاصه گونه ای به را داده ها بسنده آماره که است اين آماری استنباط در بسندگͬ مطالعه علت باشد[١٠]. نداشته
نمونه اطلاعات تمام شامل آماره ͷی در کردن خلاصه این و نرود دست از جامعه پارامترهای به راجع اطلاعات که ͬ کند م
شد[٧]. معرفͬ فیشر توسط ١٩٢٢ سال در بار اولین برای بسنده آماره همچنین و آماره اصطلاح باشد. پارامتر پيرامون
واضح باشند. بسنده هنوز كه كنيم خلاصه را داده ها ͬ توانيم م چقدر كه ͬ شود م مطرح سؤال اين بسندگͬ تعريف از پس
بسنده آماره کنند. حفظ را مجهول پارامتر مورد در نهفته اطلاعات كه است جايز جايی تا داده ها كردن خلاصه است
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، شمس م.

از تابعͬ هرگاه گوئيم، مينيمال بسنده را T بسنده آماره حقیقت در ͬ دهد. م انجام نمونه روی را تلخيص حداکثر مينيمال٩
،Eθ (g(T )) = ۰ ،θ ∈ Θ هر ازای به اگر ،g تابع هر برای هرگاه گوئيم، كامل١٠ را T آماره باشد. ديͽر بسنده آماره هر
كامل T توسط شده توليد توزيع های خانواده ديͽر عبارت به .[١٠] Pθ [g(T ) = ۰] = ۱ ،θ ∈ Θ هر ازای به آن گاه
در بار اولين برای بودن كامل اصطلاح باشد. صفر خود خانواده اين در صفر برای نااريب١١ برآوردگر تنها اگر است،
وقتͬ ولͬ ندارد، كاربردی تنهايی به آماره يك بودن كامل خاصيت شد[١٠]. معرفͬ شفه١٢ و لهمن توسط ١٩۵٠ سال
مسائل از برخͬ سادگͬ موجب و ͬ كند م تضمين را مشخصͬ يͺتايی خواص باشد، بسنده آماره به مربوط خاصيت اين
١٩٢۵ سال در بار اولين برای نابخش١۴) گاهͬ آ یا گاهنده ناآ (فرعͬ، ١٣ͬͺکم آماره اصطلاح ͬ شود. م احتمال و آمار
معنͬ به ancilla لاتین واژه از ancillary کلمه شد. معرفͬ و ارائه درستنمایی حداکثر تخمین زمینه در [٧] فيشر توسط
داده ها که را اطلاعاتͬ تمام که گرفت نظر در تابعͬ عنوان به را درستنمایی تابع فیشر است. شده گرفته ملازم و همراه
پس نكرد. بيان ͬͺكم آماره از رسمͬ تعريف ͷی وی ولͬ ͬ گرفت، م بر در کنند ارائه مجهول پارامتر مورد در ͬ بایست م
بستگͬ مدل پارامترهای به نبايد آن توزيع كه كردند معرفͬ صورت اين به را ͬͺكم آماره [٣] باسو چون افرادی فیشر از
آماره از تابعͬ عنوان به را ͬͺکم آماره قبلͬ، شرط داشتن بر علاوه [٢] اسچولز و لهمن مانند افراد برخͬ باشد. داشته
پارامتر به ͬͺکم آماره توزيع که این از ͬ کنند. م محدود را ͬͺکم آماره های رده کار این با و ͬ گیرند م نظر در مینیمال بسنده
نیست. پارامتر پيرامون اطلاعͬ هيچ شامل آماره این که است این ͬ رسد م ذهن به که نکته ای اولین ندارد، بستگͬ مجهول
پارامتر درباره لازم غير اطلاعات کردن خارج به منجر بسنده آماره بودن١۵ کامل چͽونه که ͬ دهيم م نشان ٢ بخش در
دست از اطلاعات (MLE) درستنمايی١۶ حداکثر براوردگر ͷي با ͬͺکم آماره تلفيق با ٣ بخش در همچنين ͬ شود. م

ͬ کنيم. م بازيابی١٧ دوباره را ͬͺکم آماره توسط رفته

پارامتر مورد در مفید غیر اطلاعات حذف در بسنده آماره بودن کامل نقش .٢

داده  ها كردن فشرده در كامل بسنده آماره كه اين به توجه با همچنین نیست. كامل بسنده آماره از تابعͬ ͬͺکم آماره
اثبات برای روش يك .([١٠] بهادر١٨ (قضيه است مينيمال هميشه كامل بسنده آماره كه نيست آور شͽفت است، موثر
آن گاه نباشد، مينيمال بسنده T آماره اگر زيرا است، بهادر قضيه نقيض عكس از استفاده كامل، بسنده آماره وجود عدم
طبق چون است، بی نتيجه كامل بسنده آماره يافتن برای جستجو نباشد، مينيمال نظر مورد آماره اگر پس نيست. كامل T

.[١٠] ندارد وجود آماره ای چنين بهادر، قضيه نقيض عكس
آماره ͷی ،T آماره توسط شدن شرطͬ هنگام در نمونه اگر دارد. بودن ͬͺکم مفهوم با ͬͺنزدی ارتباط بسندگͬ مفهوم
و مينيمال) (بسنده بسنده آماره يك بين اساسͬ تفاوت [۵] همͺاران و بوس بود. خواهد بسنده T آماره شود، ͬͺکم
یا ͬͺكم فرعͬ، (اطلاعات اضافͬ اطلاعات شامل است ممͺن بسنده آماره كه دانسته اند اين در را كامل بسنده آماره يك
كامل طور به هنوز بسنده آماره گوئيم اصطلاح در که نيست مفيد مجهول پارامتر تخمين برای كه باشد نابخش) گاهͬ آ
همان اما باشد. داشته وجود است ͬͺكم كه T از تابع يك است ممͺن ͬ دهد، م نشان حقیقت اين و است نشده فشرده
وجود عدم خود، خودی به مينيمال بسنده آماره وجود كرده اند، اشاره [۵] همͺاران و بوس همچنين و [٩] لهمن كه طور
آماره ͬ کند م بیان که باسو١٩[١٠]، قضيه کارگيری به با که صورتͬ در ͬ كند. نم تضمين را باشد ͬͺکم كه T از تابعͬ
باشد ͬͺكم كه T از تابعͬ كه ͬ کند م تضمين T كامل بسنده آماره وجود است، مستقل ͬͺکم آماره هر از کامل بسنده
عبارت به نیست. مجهول پارامتر درباره لازم غير و ͬͺكم اطلاعات شامل T كه است معنͬ بدين اين و ندارد وجود
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه باشند؟، بخش گاهͬ آ ͬ توانند م چͽونه ͬͺکم آمار ه های

جمع بندی را بالا بحث خلاصه زير نتيجه ͬ شود. م داده ها در فشردگͬ بيشترين به منجر بسنده، آماره يك بودن كامل ديͽر
ͬ کند. م

ندارد. وجود باشد T كامل بسنده آماره از تابعͬ که ثابت غير ͬͺکم آماره هيچ .٢ . ١ نتیجه
با است. محاسبه قابل ثابت مقدار يك c كه Eθ (f(T )) = E(U) = c آن گاه باشد، ͬͺکم U = f (T ) اگر اثبات.

است. T از ثابتͬ تابع U يعنͬ ،f(T ) = c يك احتمال با ،T آماره بودن كامل به توجه

ͬͺكم اطلاعات هيچ حاوی صورت این در باشد، نیز كامل بسنده، آماره يك اگر ،٢ . ١ نتيجه به توجه با بنابراين
اطلاعات حاوی (كه داده ها مفيد قسمت جداسازی در آماره اين برای مزیتͬ بسنده، آماره يك بودن كامل پس نيست.
بنابراين ͬ کند. م فراهم ͬ دهد)، م ͬͺکم آماره كه (اطلاعـاتͬ نيست مفيدی اطلاعـات هيچ حاوی كه قسمتͬ از است)

ͬ شود. م داده ها در فشردگͬ بيشترين به منجر ذاتͬ طور به بسنده آماره يك بودن كامل

باشد[١١]. نداشته بستگͬ θ ∈ Θ به Eθ(V ) اگر گویيم، اول٢٠ مرتبه ͬͺكم Vرا آماره .٢ . ٢ تعریف

V بنابراين و ندارد بستگͬ θ به و است ثابت مقداری Eθ(V ) آن  گاه باشد، ͬͺکم آماره يك V اگر كه است بديهͬ
٢ . ١ نتيجه عكس ولͬ ͬ  کند م صدق هم اول مرتبه ͬͺكم آماره برای ٢ . ١ نتيجه بنابراين هست، نيز اول مرتبه ͬͺكم آماره
و ͬͺکم آماره كه ساخت T بسنده آماره از تابعͬ بتوان اگر ديͽر عبارت به است. برقرار اول مرتبه ͬͺكم آماره برای فقط
دارد وجود T در اطلاعاتͬ زيرا ،(٢ . ١ (نتيجه باشد فشرده طوركامل به T ندارد لزومͬ باشد، اول مرتبه ͬͺكم آماره لذا
كه نشود يافت T از ثابتͬ غير تابع هيچ اگر تواناست، داده ها فشردگͬ در T بسنده آماره يك برعكس نيست. θ درباره كه

داشت: خواهيم را زير نتيجه بنابراين باشد. اول مرتبه ͬͺكم آماره

كامل T آن گاه باشد، نداشته وجود باشد اول مرتبه ͬͺكم آماره كه T بسنده آماره از ثابتͬ غير تابع هيچ اگر .٢ . ٣ نتیجه
است.

به T از ثابت ها) از (غير ͬͺکم آماره هيچ ،T كامل بسنده آماره وجود صورت در داديم نشان كه ٢ . ١ نتيجه ادامه در
آوريم: دست به مشابهͬ نتيجه مشروط ͬͺكم آماره تعريف ارائه با ͬ توانيم م ͬ آيد، نم دست

مجهول پارامتر به v هر برای U |V = v توزيع هرگاه گویيم، V شرط به ٢١ مشروط ͬͺكم را U آماره .۴ . ٢ تعریف
باشد. نداشته بستگͬ

ͬͺكم U اگر و است بسنده V آن گاه ،(v هر (برای باشد V = v شرط به مشروط ͬͺكم X اگر خاص حالت در
است. ͬͺکم U آن گاه باشد، V ثابت تصادفͬ متغير شرط به مشروط

ندارد. وجود T شرط به بديهͬ غير مشروط ͬͺكم آماره باشد، كامل T اگر .۵ . ٢ نتیجه
باشد، U به وابسته پيشامدی A اگر حال باشد، داشته وجود T شرط به U مشروط ͬͺكم آماره ͬ كنيم م فرض اثبات.

داريم: آن گاه

E (P (A |T )− IA(T )) = Eθ (E(IA|T ))− Pθ(A)

= Eθ(IA)− Pθ(A)

= ۰

20First-Order Ancillary 21Conditionally Ancillary
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، شمس م.

ثابت يك احتمال با U يعنͬ اين و P (A |T ) = IA(T ) يك احتمال با ͬ گيريم، م نتيجه ،T بودن كامل به توجه با که
است.

مͺان٢٢ خانواده به متعلق توأم احتمال چͽالͬ تابع با هم توزيع و مستقل تصادفͬ متغير n ،Xn, . . . , X۱ اگر .۶ . ٢ مثال

P =

{
n∏

i=۱
fθ(xi) : fθ(x) = f(x− θ);x, θ ∈ R

}

ͬ كنيم: م بررسͬ را زير مجزای حالت دو باشند،

باشد. دوگانه٢۵ نمايی يا لجستيك٢۴ كوش٢٣ͬ، خانواده های از ͬͺی به متعلق f الف)
باشد. پارامتری٢٨ دو يͺنواخت يا بريده٢٧ دم نمايی نرمال٢۶، خانواده های از ͬͺي به متعلق f ب)

الف) حالت
آماره های باشد. x ∈ R ،f(x) = ۱/π(۱+ x۲) يعنͬ C(۰,۱) كوشͬ خانواده به متعلق f چͽالͬ ͬ كنيم م فرض ‐١

نسبت زيرا است، مينيمال بسنده P خانواده برای T = (X(۱), . . . , X(n))
مرتب٢٩

fθ(x)

fθ(y)
=

n∏
i=۱

f(xi − θ)

f(yi − θ)

=

n∏
i=۱

f(x(i) − θ)

f(y(i) − θ)

=
n∏

i=۱

۱+ (y(i) − θ)۲

۱+ (x(i) − θ)۲

چͽالͬ تابع زيرا نيست، كامل T همچنين .(x(۱), . . . , x(n)) = (y(۱), . . . , y(n)) اگر تنها و اگر ندارد، بستگͬ θ به
توأم

fT (y) = n !
n∏

i=۱

۱
π(۱+(x(i)−θ)۲)

; x(۱) ≤ · · · ≤ x(n)

ضابطه با h صفر غير فرد تابع انتخاب با پس است، x(i) − θ حسب بر زوج تابعͬ y = (x(۱), . . . , x(n)) آن در که
داريم: صورت این در Eθ (h(T)) = ۰ ،θ ∈ R هر برای اگر ،h (y) = x(n) − x(۱)∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞
h (y) fT (y) dx(۱) · · · dx(n) = ۰

که صورتͬ در

Pθ (h(T) = ۰) = Pθ

(
X(n) −X(۱) = ۰

)
̸= ۱.
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه باشند؟، بخش گاهͬ آ ͬ توانند م چͽونه ͬͺکم آمار ه های

قسمت مشابه باشد. x ∈ R ،f(x) = ex(۱+ ex)−۲ يعنͬ Lo(۰,۱) لجستيك خانواده از f چͽالͬ ͬ كنيم م فرض ‐٢
،θ ∈ R هر برای زيرا نيست، كامل T همچنين است. مينيمال بسنده θ برای T كه ͬ شود م مشاهده (١)

Eθ(X(n) −X(۱)) = Eθ(X(n) − θ)− Eθ(X(۱) − θ)

= E◦(X(n))− E◦(X(۱))

= c

که صورتͬ در
Pθ(X(n) −X(۱) − c ̸= ۰) = ۱.

يعنͬ اين و هست T مينيمال بسنده آماره از تابعͬ X(n) − X(۱) ͬͺکم آماره ͬ بينيم، م حالت اين در كه طور همان
آماره وجود كه اين بر مبنͬ [۵] همͺاران و بوس و [٩] لهمن ادعای بنابراين نيستند. مستقل هم از T و X(n) −X(۱)

ͬ شود. م تأييد ͬ كند، نم تضمين را باشد ͬͺکم كه T از تابعͬ وجود عدم خود، خودی به T مينيمال بسنده
x ∈ R ،f(x) = ۱

۲e
−|x| يعنͬ (L(۰ ,۱ , ۱) (لاپلاس٣٠ دوگانه نمايی خانواده از f چͽالͬ ͬ كنيم م فرض ‐٣

تابعͬ و ͬͺکم U = (X(n)−X(۱), . . . , X(n)−X(n−۱)) و است P برای مينيمال بسنده آماره T مشابه طور به باشد.
نيست. كامل بسنده T باسو، قضيه نقيض عكس طبق پس است، T بسنده آماره از

يا E(λ ,۱) بريده دم نمايی ،N(θ,۱) نرمال خانواده های از ͬͺي به متعلق f چͽالͬ ͬ كنيم م فرض ب) حالت
ترتیب به چͽالͬ توابع با U(θ۱, θ۲) پارامتری دو يͺنواخت

f(x) = ۱√
۲π exp

{
−۱

۲(x− θ)۲
}
; x ∈ R

f(x) = exp {−(x− λ)} ; x > λ

f(x) = ۱
θ۲−θ۱

; θ۱ < x < θ۲

(الف)، حالت در كه حالͬ در هستند. كامل بسنده آماره های
(
X(۱), X(n)

)
يا X(۱) ،X̄ ترتيب به حالت اين در باشد.

خانواده بين اختلاف اين اصلͬ دليل ͬͺکم آماره در نهفته اطلاعات بود. مينيمال بسنده آماره T = (X(۱), . . . , X(n))

پارامتر با توزيع های در که اين به توجه با تفاوت اين شدن روشن برای است. ب و الف قسمت در شده ذکر ͬ های چͽال
حالت در ͬ دهد، م تشͺيل بعدی n−۱ ͬͺکم آماره يك i = ۱, . . . , n−۱ برای Yi = X(n)−X(i) تفاضل های مͺان،
از Yi ͬͺکم آماره های باسو، قضيه طبق پس است كامل مينيمال، بسنده آماره كه اين دليل به بريده دم نمايی و نرمال
اطلاعاتͬ هيچ مينيمال، بسنده آماره با آن ها تركيب يا و Yiها حالت دو اين در بنابراين مستقل اند. مينيمال بسنده آماره
مينيمال بسنده آماره از تابعͬ Yi ͬͺکم آماره های هستند، مينيمال ترتيبی، آماره n كه هنگامͬ ولͬ ͬ دهند. نم θ درباره
را اطلاعͬ هيچ خود خودی به Yiها همچنين و نيست موفق ͬͺکم آماره های فشردن در بسندگͬ حالت اين در و هستند

شوند. اطلاعات حاوی ͬ توانند م داده ها باقيمانده با تركيب در که ͬ کنيم م مشاهده ٣ بخش در اما ͬ دهند، نم ارائه
مينيمال بسنده آماره از مستقل Yiها باشد، U(θ۱, θ۲) پارامتری دو يͺنواخت خانواده به متعلق f كه حالتͬ در
Zi = Yi/ Y۱ (i = ۱, . . . , n − ۱) نسبت های اما هستند، (X(۱), X(n)) مينيمال بسنده آماره از تابعͬ زيرا نيستند،
آن در که دهيم نمايش (Y۰, Y۱, Z۲, Z۳, . . . , Zn−۱) صورت به را شده مرتب نمونه اگر حال دارند. را خاصيت اين
Y۱ و Y۰ از استفاده با فقط ͬ توان م را X(n) و X(۱) كه ͬ كنيم م مشاهده ،Y۱ = X(n) − X(۱) و Y۰ =

X(۱)+X(n)

۲
اشاره قبلا́ كه طور همان ديͽر عبارت به ندارند. نقشͬ X(n) و X(۱) آوردن دست به در Zn−۱ تا Z۲ و آورد دست به
و خود خودی به كه قسمتͬ از را Y۱ و Y۰ يعنͬ داده ها مفيد قسمت T = (X(۱), X(n)) كامل بسنده آماره كرديم،

30Laplace
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، شمس م.

اطلاع هيچ حاوی T لذا و ͬ سازد م جدا ،(Zn−۱ تا Z۲ (يعنͬ ͬ دهند نم ارائه را اطلاعͬ هيچ داده ها بقيه با تركيب يا
باشد، اگر زيرا است)، بخش٣١ گاهͬ آ یا گاهنده آ گوییم (اصطلاحاً نيست ͬͺکم Y۱ آماره جا اين در نيست. ͬͺكم
تناقض T بودن كامل با كه Pθ(Y۱ = c) ̸= ۱ ،θ ∈ R هر برای كه درصورتͬ Eθ(Y۱) = c ،θ ∈ R هر برای آن  گاه

دارد.
θ < x < θ+۱ ،f(x) = ۱ چͽالͬ تابع با U(θ, θ+۱) مثل پارامتری يك يͺنواخت خانواده به متعلق f كه حالتͬ در

ولͬ Eθ(Y۱) = (n− ۱)(n+ ۱)−۱ ،θ ∈ R هر برای زيرا نيست، كامل و است مينيمال بسنده آماره T باشد،

Pθ

(
Y۱ = (n− ۱)(n+ ۱)−۱

)
̸= ۱.

حالت به نسبت ͬͺكم اطلاع ساختن نياز بی در T باشد، پارامتری دو يͺنواخت خانواده به متعلق f كه حالتͬ در لذا
.[١١] است پارامتری دو حالت در T بودن كامل خاطر به فقط خاصیت اين كه است موفق تر پارامتری يك

مورد زير گروه دو در را آن ها كه هستند مͺان پارامتر با توزيع های خانواده به متعلق ۶ . ٢ مثال در توزيع ها ͬͽهم
داديم: قرار بررسͬ

دارند بعدی يك مينيمال بسنده آماره كه توزيع هايی همچنين و است پارامتری دو يͺنواخت توزيع شامل اول، گروه
فضای بعد با بسنده آماره بعد زيرا هست، نيز كامل مينيمال، بسنده آماره خانواده ها اين در كه بريده دم نمايی و نرمال مانند
گذاشتن كنار در بودن كامل حالت، اين در که است مستقل Yi = X(n)−X(i) ͬͺکم آماره از لذا و است يͺسان پارامتر

است. بوده موفق ͬͺکم آماره
مينيمال بسنده آماره آن ها برای كه است توزيع هايی همچنين و پارامتری يك يͺنواخت توزيع شامل دوم، گروه
بسنده آماره خانواده ها اين در كه دوگانه، نمايی و لجستيك كوشͬ، مانند است مشاهده n از حاصل ترتيبی آماره های
است. مينيمال بسنده آماره از تابعͬ Yi زيرا نیست، مستقل Yi = X(n) −X(i) ͬͺکم آماره از و نيست كامل مينيمال،

است. نداشته ͬͺکم آماره گذاشتن كنار در موفقيتͬ بسندگͬ حالت اين در بنابراين

پيوسته توزيع های تمام خانواده اگر .٢ . ٧ مثال

P =
{∏n

i=۱
f(xi) : fپيوسته

}
كه T از ثابتͬ غير تابع هيچ باسو، قضيه طبق لذا است[١٠]. كامل T = (X(۱), .., X(n)) آن گاه بͽيريم، نظر در را
خلاف بر پيوسته توزيع های تمام خانواده برای كرده، اشاره [٩] لهمن كه طور همان بنابراين ندارد. وجود باشد ͬͺکم

.[٨] است بوده موفق ͬͺکم آماره های همه فشردن در بسندگͬ دوگانه، نمايی يا لجستيك كوشͬ، خانواده های

آماره اين باشد، نيز كامل مينيمال، بسنده آماره كه مدل هايی در تنها که گرفت نتیجه ͬ توان م بالا مثال دو به توجه با
زيرا دارد. تـأكيد موضوع همين بر نيز باسو قضيه و ͬ كند م عمل موفق ͬͺکم آماره های گذاشتن كنار در كامل طور به
دليل به مينيمال بسنده آماره از ͬͺکم آماره استقلال٣٢ ͬ دهد، م نشان اخيـر مثال های هـمچنين و باسو قضيه كه طور همان
مينيمال بسنده آماره بودن كامل خاصيت آن كه است ديͽری آماری خاصيت معلول بلͺه نيست، آماره دو اين ͬ های ویژگ

است.

داده ها در شده مفقود اطلاعات بازیابی برای ͬͺکم آماره با درستنمایی حداکثر براوردگر تلفيق .٣

برآوردگر به داده ها تقليل با كه است مفهوم بدين اين ندارند، پارامتر به راجع اطلاعͬ هيچ تنهايی به ͬͺکم آماره های
یا احتمال چͽالͬ تابع دارای X تصادفͬ متغير كنيد فرض ͬ شوند. م مفقود نمونه از اطلاعاتͬ درستنمايی، حداكثر
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه باشند؟، بخش گاهͬ آ ͬ توانند م چͽونه ͬͺکم آمار ه های

gθ(m) احتمال جرم تابع یا احتمال چͽالͬ تابع دارای كه باشد θ برای MLE يك M و باشد fθ(x) احتمال جرم تابع
صورت به ترتیب به M و X تصادفͬ متغیرهای به مربوط θ به راجع فيشر٣٣ اطلاع نظم، شرايط برقراری با است.
مسئله برای نظم شرايط ͬ كنيم م فرض ͬ شوند. م تعريف J(θ) = Eθ(

−∂۲
∂θ۲ log gθ(M)) و I(θ) = Eθ(

−∂۲
∂θ۲ log fθ(X))

اين تساوی برقراری برای كافͬ و لازم شرط و I(θ) ≥ J(θ) ͬ شود م داده نشان راحتͬ به باشد. داشته وجود نظر مورد
موجود اطلاع اندازه گيری برای منطقͬ معيار يك عنوان به را λ(θ) = I(θ)−J(θ) ،[١٠] فيشر باشد. بسنده M كه است
استفاده در رفته دست از اطلاع ميزان λ(θ) واقع در ͬ ناميم. م ٣۴ͬͺكم اطلاع را آن که ͬ کند م پیشنهاد U ͬͺکم آماره در

است. θ برآوردگر عنوان به M آماره از
بسنده آماره هر از تابعͬ بايد θ نامعلوم پارامتر ͷي برای MLE ͷي که ͬ شود م ادعا آماری کتاب های از بسياری در
وجود θ برای M = θ̂ مثل يͺتايی MLE و باشد θ برای بسنده آماره ͷي T اگر بلͺه است. ناصحيح ادعا اين باشد.
را θ پارامتر MLE آن گاه باشد، نداشته وجود فردی به منحصر MLE اگر و باشد T از تابعͬ بايد θ̂ آن گاه باشد، داشته
از تابعͬ آن گاه باشد، يͺتا MLE اگر كه بͽویيم است صحيح تر پس باشد. T از تابعͬ كه كرد انتخاب طوری ͬ توان م
M مثل MLE يك اغلب حالت اين در باشد. بسنده خود خودی به MLE ندارد لزومͬ اما است، مينيمال بسنده آماره
به ͬͺکم آماره های بوديم، كرده اشاره قبلا́ كه همان طور يعنͬ .[٨] است بسنده ،U مثل ͬͺکم آماره يك با تلفيق در
كاملͬ اطلاعات ͬ توانند م داده ها بقيه با تركيب در ولͬ نیستند، بخش گاهͬ آ و ͬ دهند نم ارائه را اطلاعͬ هيچ خود خودی
اين غير در ولͬ ͬ رود، نم دست از اطلاعͬ هيچ باشد، بسنده ،MLE اگر ديͽر عبارت به باشند. داشته پارامتر به راجع
به M آماره از استفاده در رفته دست از اطلاع ميزان فيشر باشيم. رفته دست از اطلاعات بازيابی فكر به بايد صورت
ͬ گيريم م نتيجه باشد، بسنده ،MLE كه حالتͬ در ͬ دهد. م نشان λ(θ) = IX(θ)− IM (θ) ملاك با را θ برآوردگر عنوان
.[٣] ͬ رود نم دست از اطلاعͬ هيچ گيريم، كار به θ كننده برآورد عنوان به را MLE اگر كه معنͬ اين به ،λ(θ) = ۰ كه
كه ͬ دهد م تشͺيل مينيمال بسنده آماره يك ،MLE يك با تلفيق در ͬͺکم آماره يك كه است معتقد فيشر منظور اين برای
پی فيشر توسط رفته دست از اطلاعات جويی پی اساس .[١] ͬ شوند م بازيابی دوباره رفته دست از اطلاعات كار اين با
بسنده θ برای (M, U) توأم آماره كه باشد داشته وجود U ͬͺکم آماره اگر شرايطͬ، چنين در فيشر ديدگاه از شد. ريزی
استفاده M |U شرطͬ توزيع از M توزيع جای به استنباط شدن کامل و اطلاعات بازيابی برای صورت اين در باشد،

.[٣] ͬ كنيم م
باشند. مفيد ͬ توانند م زير مثال های مطلب شدن روشن برای

چͽالͬ تابع با (Xn, Yn), . . . , (X۱, Y۱) تصادفͬ نمونه نيل٣۵) (مسـئله .٣ . ١ مثال

fθ(x, y) = e−(θx+y/θ)IR+×R+(x, y)

است θ برای MLE يك M =
√∑

i Yi/
∑

iXi داد نشان ͬ توان م ͬ گيريم. م نظر در را Θ = (۰,∞) پارامتر فضای و
همچنین ͬ شوند. م مفقود اطلاعات برخͬ كنيم، استفاده M از استنباطͬ مسئله يك برای اگر پس نيست. بسنده كه
نظر در را U ͬͺکم آماره با M تركيب اگر است. ͬͺکم U =

√∑
iXi

∑
i Yi آماره که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به

است: زیر چͽالͬ تابع با θ برای توأم بسنده آماره يك (M, U) كار اين با بͽيريم،

f(m,u) =

 ۲
(Γ(n))۲

u۲n−۱ ۱
me−u (

θ
m+

m
θ ) m,u > ۰

۰ جاها سایر
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، شمس م.

دوجمله ای٣۶ بسط از اما

( θ
m + m

θ )
n
=
∑n

k=۰
(nk)(

m
θ )

−n+۲k,

داریم: نمایی، تابع مͷ لورن٣٧ بسط ͷکم به و

e−u( θ
m
+m

θ
) =

∑∞

n=۰
(−۱)nun

n!

∑n

k=۰
(nk)(

m
θ )

−n+۲k.

بنابراين

fU (u) =
۲

(Γ(n))۲
u۲n−۱

∫ ∞

◦

۱
m

∑∞

n=۰
(−۱)nun

n!

∑n

k=۰
(nk)(

m
θ )

−n+۲kdm

= ۴
(Γ(n))۲

u۲n−۱ ∑∞

n=۰
(−۱)nun

(n!)۲

= ۴
(Γ(n))۲

u۲n−۱K۰(۲u)

آن در که
K۰(x) =

∑∞

n=۰
(−۱)nx۲n

(n!)۲۲۲n

به .I(θ) = ۲n/θ۲ حالت اين در است. ͬͺکم لذا و ندارد بستگͬ پارامتر به U آماره توزيع بنابراين است. بسل٣٨ تابع
با: است برابر M احتمال چͽالͬ تابع مشابه طور

fM (m) = ۲Γ(۲n)
(Γ(n))۲

m( θ
m + m

θ )
−۲n

;m, θ > ۰.

طرفͬ از

( θ
M + M

θ )
−۲

=

∫ ∞

◦

۲Γ(۲n)
m(Γ(n)۲

( θ
m + m

θ )
−۲(n+۱)

dm

= ۲(Γ(n+۱))۲Γ(۲n)
۲(Γ(n))۲Γ(۲n+۲)

= n
۲(۲n+۱) .

با: است برابر M در موجود اطلاع ميزان لذا

J(θ) =
(
∂ log fθ(M)

∂θ

)۲
= E

(
۴n۲
θ۲

(
M
θ − θ

M )
۲

(
θ
M +

M
θ )

۲

)

= ۴n۲
θ۲ E

(
(
M
θ +

θ
M )

۲
−۴

(
θ
M +

M
θ )

۲

)
= ۴n۲

θ۲

(
۱− ۴E( θ

M + M
θ )

−۲)
= ۲n

θ۲
۲n

۲n+۱ .

36Binomial Expansion 37Maclaurin Expansion 38Bessel Function
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه باشند؟، بخش گاهͬ آ ͬ توانند م چͽونه ͬͺکم آمار ه های

با برابر اطلاع زيان بنابراين

λ(θ) = I(θ)− J(θ) =
۲n

(۲n+ ۱)θ۲
از آن جای به بلͺه گرفت، اندازه J(θ) با را M در اطلاع نبايد فيشر ديدگاه به توجه با بود. خواهد

J(θ |U ) = −
(

∂۲
∂θ۲ log f(M |U, θ)|θ, U

)
= −

(
∂۲
∂θ۲ log

[
۱

۲K۰(۲U)e
−U(

M
θ +

θ
M ) ۱

M

])
= −E( ∂۲

∂θ۲ [− logM − log۲K.(۲U)− U(Mθ + θ
M )])

= ۲n
θ۲

K۱(۲U)
K۰(۲U)

و هستند بسل توابع K۱ و K۰ آن در كه ͬ كنيم م استفاده

K۱(x) =
∑∞

n=۰
(−۱)nx۲n+۱

n!(n+۱)!۲۲n+۱ .

داريم بنابراين

E (J(θ |U )) =
۲n
θ۲

= I(θ)

ͬͺکم آماره شرط به M شرطͬ توزيع براساس كه اطلاعͬ زيرا ͬ رسد، م نظر به ͬ تر منطق f(M |U, θ) براساس استنباط و
نشان مطلب اين و ͬ رود نم دست از اطلاعͬ هيچ و ͬ دهد م ما به را نمونه در موجود اطلاعات تمام ͬ شود، م محاسبه U

هم باز بͽيريم، كار به θ برآورد برای را f(T |U, θ) اگر كه است جالب است. موجود U در اطلاع مقداری كه ͬ دهد م
هيچ ͬ دهيم م دخالت استنباط در نيز را ͬͺکم آماره وقتͬ كه تفاوت اين با بود، خواهد M با برابر θ درستنمايی برآوردگر
ͬ شود م كامل استنباط و شده بازيابی ͬͺکم آماره طريق از رفته دست از اطلاعات بنابراين ͬ رود. نم دست از اطلاعͬ

.[٣]

باشد: Θ = [۰,۱] پارامتر فضای و زير احتمال تابع دارای X تصادفͬ متغير ͬ كنيم م فرض .٣ . ٢ مثال

Pθ(X = i) =

{
i−θ
۱۲ i = ۱,۲,۳
i+θ
۱۲ i = ۴,۵,۶.

است: زير صورت به θ پارامتر MLE كه داد نشان ͬ توان م راحتͬ به

M ≡ M(X) =

{
۰ X = ۱,۲,۳
۱ X = ۴,۵,۶

مثلا́ زيرا نيست، مينيمال بسنده M آماره آورد. مͬ بوجود نمونه فضای روی را {۱,۲,۳} و {۴,۵,۶} افراز دو كه

Pθ(X = ۱ |M = ۰) =

{
Pθ(X=۱)
Pθ(M=۰) =

۱−θ
۶−۳θ , M = ۰

۰ M ̸= ۰

است: ͬͺکم ͬ شود م تعريف زير صورت به كه U آماره ديͽر طرف از دارد. بستگͬ θ به

U(X) =


۰ X = ۱,۴
۱ X = ۲,۵
۲ X = ۳,۶
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، شمس م.

ͬ آورد. م بوجود نمونه فضای روی را {۳,۶} و {۲,۵} ،{۱,۴} افراز كه
تابع كردن پيدا با و ͬ كند م قطع عضوی تك مجموعه يك در را M−افراز هر U−افراز، هر كه ͬ شود م مشاهده
نمونه فضـای روی افراز يك دو هر زيرا معـادل اند، X و (M,U) كه ͬ شود م دیده (جدول١)، (M,U) توأم احتمال

است. چنين نيز (M,U) است، مينيمال بسنده X چون لذا ͬ كنند. مـ ايجاد

U ۰ ۱ ۲
M

۰ ۱−θ
۱۲

۲−θ
۱۲

۳−θ
۱۲

۲−θ
۴

۱ ۱+θ
۱۲

۲+θ
۱۲

۳+θ
۱۲

۲+θ
۴

۱
۶

۱
۳

۱
۲ ۱

(M,U) توأم احتمال تابع :١ جدول

M |U احتمال تابع استنباط برای باشد، M |U شرطͬ توزيع پایه بر بايد استنباط كه فيشر ديدگاه به توجه با اکنون
(جدول٢). ͬ گيريم م نظر در را

U ۰ ۱ ۲
M

۰ ۱−θ
۲

۲−θ
۴

۳−θ
۶

۱ ۱+θ
۲

۲+θ
۴

۳+θ
۶

M | U شرطͬ احتمال تابع :٢ جدول

با وقتͬ ولͬ باشد، جامعه اطلاعات تمام حاوی ͬ تواند نم نيست، بسنده ،MLE چون كه ͬ بينيم م هم مثال اين در
.[٣] ͬ دهد م ما به X كه است اطلاعاتͬ همان شامل (M,U) ͬ شود، م تلفيق U ͬͺکم آماره

λ(θ) اندازه به اطلاعاتͬ رفتن دست از موجب آن از استفاده نباشد، بسنده خود T مثل MLE ͷي كه زمانͬ بنابراين
ͬͺکم آماره اگر دیͽر عبارت به شوند. بازيابی U ͬͺکم آماره روی كردن شرطͬ توسط ͬ تواند م اطلاعات اين که ͬ شود م
را U ͬͺکم آماره شرط به T شرطͬ توزيع است كافͬ باشد، بسنده θ برای (T,U) زوج كه طوری به باشد داشته وجود U

صورت به hθ(T |U) در حاوی θ به راجع فيشر اطلاع اگر منظور اين برای نرود. دست از اطلاعͬ هيچ تا بͽيريم نظر در
شود: تعريف زير

J(θ |U ) = Eθ

[
−{ ∂۲

∂θ۲ log hθ(T |U )} |U
]
,

آماره يك U صورت اين در و است بسنده (T,U) ͬ كنيم م فرض تعريف اين در .I(θ) = Eθ[J(θ |U )] صورت اين در
J(θ) و هست J(θ |U ) برابر T در اطلاع برای مناسب اندازه فيشر ديدگاه به توجه با است. T مͺمل كه است ͬͺکم

نيست. منظور اين برای مناسبی معيار
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه باشند؟، بخش گاهͬ آ ͬ توانند م چͽونه ͬͺکم آمار ه های

باشد θ < x < θ+۱ ،f(x) = ۱ چͽالͬ تابع با U [θ, θ+۱) توزيع دارای X تصادفͬ متغير ͬ كنيم م فرض .٣ . ٣ مثال
است: زير صورت به X مشاهده برای درستنمايی تابع كه ͬ شود م ديده راحتͬ به .θ ≥ ۰ آن در كه

L(θ) =

{
۱ X − ۱ < θ ≤ X

۰ جاها سایر

دارای ϕ(X) = X − [X] تابع یعنͬ X اعشاری قسمت نیست. بسنده كه است θ برای MLE يك M = [X] لذا
جفت X = [X] + ϕ(X) تساوی به توجه با ديͽر طرف از است. ͬͺکم آماره يك ϕ(X) لذا و است U [۰,۱) توزيع
هم مثال اين در است. چنين نيز ([X], ϕ(X)) است، مينيمال بسنده X چون لذا و است معادل X با ([X], ϕ(X))

.[٣] باشد مفيد نمونه به راجع دادن اطلاع برای ͬ تواند م MLE با تلفيق در ͬͺکم آماره كه ͬ كنيم م مشاهده

سالم سͺه يك پرتاب با N مقدار و است ١٠٠ يا ۵ برابر N آن در كه ͬ كنيم م تكرار را برنول٣٩ͬ آزمايش N .۴ . ٣ مثال
پارامتر ML برآورد است. آزمايش N در موفقيت ها تعداد Y كه است X = (Y,N) نمونه مثال اين در ͬ آيد. م دست به
x = (۳,۵) داده به راجع ͬ خواهيم م اكنون است. ͬͺکم N آماره همچنين و θ̂ = M = Y/N از است عبارت θ

دو هر ML برآورد كه اين با است، متفاوت خيلͬ (۶۰,۱۰۰) داده از كيفيت لحاظ از داده اين وضوح به كنيم. تحليل
پايه بر بايد استنباط كه اين بر مبنͬ فيشر استدلال جا اين در باز نيست، بسنده حالت اين در MLE چون است. ۳

۵ برابر
با تركيب در MLE كه ͬ بينيم م هم مثال اين در ͬ كند. م پيدا معنͬ باشد، بسنده MLE تا باشد P (. |N, θ ) شرطͬ مدل

است. بسنده آماره ͷی (Y,N) دیͽر عبارت به يعنͬ است، بسنده N ͬͺکم آماره
اين در شود، تعيين ١٠٠ يا ۵ برابر باشد، شͺست يا موفقيت آزمايش اولين كه اين برحسب N مقدار اگر ادامه در
برابر موفقيت و شͺست N از مشاهدات دنباله وسيله به شده توليد درستنمايی تابع نيست. ͬͺکم آماره ديͽر N حالت
θ̂ = M = Y/N و مينيمال بسنده آماره (Y,N) لذا است. آزمايش ها كل در موفقيت ها تعداد y كه است θy(۱− θ)N−y

مقدار دادن دست از مستلزم Pθ̂|θ (.) شرطͬ) (غير اصلͬ مدل برحسب ML برآورد ارزيابی است. θ برای ML برآوردگر
ندارد وجود ͬͺکم آماره هيچ MLE تكميل برای زيرا نيست، مقدور آن ها بازيابی كه است اطلاعات از توجهͬ قابل

.[۴]

،f(x) = ۱√
۲π exp

{
−۱

۲(x− θ)۲
}

چͽالͬ تابع با N(θ,۱) توزيع داری Xn, . . . , X۱ تصادفͬ نمونه اگر .۵ . ٣ مثال
آماره U = (X۱ −X۲, .., X۱ −Xn) و است MLE و كامل بسنده آماره ͷی T = X حالت اين در باشد، x ∈ R
ͬ توان م استنباطͬ چه حالت اين در ببينيم ͬ خواهيم م حال است. كامل بسنده MLE قبل مثال های برخلاف است. ͬͺکم

داشت؟
به خود است، كامل بسنده T چون ولͬ ͬ دهد، م ما به را نمونه كل به راجع اطلاعات جا اين در نيز (T,U) زوج
يك MLE كه صورتͬ در پس شود. تركيب ͬͺکم آماره يك با كه نيست نيازی و دارد بر در را اطلاعات تمام تنهايی
ديͽر آماره يك با U ͬͺکم آماره تركيب از نمونه كل مورد در يافتن اطلاع برای ͬ توانستيم م نبود، مينيمال بسنده آماره
دست از اطلاعͬ هيچ هست، نيز مينيمال بسنده آماره يك MLE كه جا اين در ولͬ كنيم، استفاده (MLE يك (اغلب

.[٢] كنيم بازيابی دوباره را آن بخواهيم كه ͬ رود نم

بديهͬ امر يك بدهد اطلاعاتͬ ما به پارامتر به راجع ندارد امͺان تنهايی به ͬͺکم آماره يك كه اين بيزی۴٠، ديدگاه از
نيز Θ |U = u پسين۴٢ چͽالͬ q باشد، Θ تصادفͬ متغير برای پيشين۴١ چͽالͬ q و ͬͺکم آماره يك U اگر زيرا است.

39Bernoulli Experiment 40Bayesian Perspective 41Prior Density 42Posterior Density
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ، شمس م.

داريم: u و θ هر برای بنابراين و ندارد بستگͬ θ به PU |Θ=θ (u) ،U بودن ͬͺکم به توجه با زيرا بود، خواهد

qΘ|U=u (θ) =
q(θ)PU |Θ=θ (u)∑
θ

q(θ)PU |Θ=θ (u)

=
q(θ)PU |Θ=θ (u)

PU |Θ=θ (u)
∑
θ

q(θ)

=
q(θ)∑
θ

q(θ)

= q(θ).

ͬ توان نم U داشتن با ديͽر عبارت به .[۶] است نكرده تغيير Θ پيشين توزيع به نسبت U مشاهده برای Θ پسين توزيع پس
است. ͬͺکم تنهايی به كه است آماره ای U ͬͺكم آماره بيزی، ديدگاه از لذا داد. تغيير را Θ به راجع عقيده

گيری نتيجه .۴

باشد كامل بسنده آماره از تابعͬ که ثابت غير اول) مرتبه ͬͺكم آماره (یا ͬͺکم آماره هيچ دادیم نشان مقاله این در
لزومͬ باشد، اول مرتبه ͬͺكم آماره لذا و ͬͺکم آماره كه ساخت بسنده آماره از تابعͬ بتوان اگر عکس بر و ندارد وجود
اول مرتبه ͬͺكم آماره كه بسنده آماره از ثابتͬ غير تابع هيچ اگر ولͬ باشد. شده فشرده طوركامل به بسنده آماره این ندارد
بديهͬ غير مشروط ͬͺكم آماره ͬ شود م ثابت همچنین هست. نیز كامل بسنده، آماره این آن گاه باشد، نداشته وجود باشد
و نیست کامل بسنده آماره از تابعͬ ثابت، غیر ͬͺکم آماره که حقیقت این ندارد. وجود کامل بسنده آماره ͷی شرط به
ظاهراً بدهد، اطلاعاتͬ ما به پارامتر به راجع ندارد امͺان تنهايی به ͬͺکم آماره يك بيزی ديدگاه از که نکته این همچنین
که ظاهرش خلاف بر ͬͺکم آماره ولͬ باشد. پارامتر به راجع مفیدی اطلاعات حاوی نباید ͬͺکم آماره ͷی ͬ دهد م نشان
را نمونه از رفته دست از اطلاعات ͬ تواند م درستنمايی حداکثر برآوردگر همراه به نيست، پارامتر پيرامون اطلاعات حاوی
نيست مفيد پارامتر تخمين برای که است اضافͬ اطلاعات حاوی مينيمال بسنده آماره ͷي همچنين کند. بازيابی دوباره
آماره در بسنده، آماره بودن کامل صورت در است. نشده فشرده كامل طور به هنوز مينيمال بسنده آماره دیͽر عبارت به و
اين البته که نيست ͬͺکم آماره ͷي آماره، اين از تابعͬ هيچ حقيقت در و داشت نخواهد وجود اضافͬ اطلاعات هيچ
آماره ͷی درستنمايی حداکثر برآوردگر که حالتͬ در بنابراين است. ͬͺکم آماره از کامل بسنده آماره استقلال دهنده نشان
اطلاعات بازيابی برای که اين به نيازی و دارد بر در را پارامتر به راجع اطلاعات تمام تنهايی به خود است، کامل بسنده
ͷي از استفاده با نیست کامل درستنمايی، حداکثر برآوردگر که حالتͬ در نيست. شود تلفيق ͬͺکم آماره با رفته دست از
روش دو به شده مفقود اطلاعات بازیابی این کرد. بازیابی دوباره را آن در رفته دست از اطلاعات ͬ توان م ͬͺکم آماره
حالت این در که شود گرفته نظر در درستنمايی حداکثر براوردگر يك با ͬͺکم آماره توأم توزیع که این ͬͺی ͬ شود، م انجام
منجر و شده بازيابی دوباره ͬͺکم آماره در رفته دست از اطلاعات روش این با و ͬ شود م حاصل مينيمال بسنده آماره يك
،ͬͺکم آماره های روی درستنمايی حداکثر براوردگر كردن شرطͬ با دیͽر روش در ͬ شود. م بخش گاهͬ آ آماره ͷی به
شده مفقود اطلاعات بازیابی موجب كردن، شرطͬ نیز حالت این در و ͬ رود نم دست از پارامتر به راجع اطلاعͬ هيچ

است. بوده بخش گاهͬ آ حقیقت در و شده پارامتر به راجع
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٢٣–١١ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه باشند؟، بخش گاهͬ آ ͬ توانند م چͽونه ͬͺکم آمار ه های
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کاربردی رياضͬ رشته كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٧۵ سال در وی است. اصفهان شهر در ١٣۵٧ ماه آذر متولد شمس مهدی
وی شد. اصفهان صنعتͬ دانشͽاه در محض آمار رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٨٠ سال در شد. اصفهان دانشͽاه در
تاکنون ١٣٩٢ سال از او شد. مشهد فردوسͬ دانشͽاه در آماری استنباط گرایش آمار، رشته دکتری مقطع وارد ١٣٨٧ سال در

است. کاشان دانشͽاه آمار گروه علمͬ هیات عضو

٢٣ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2019.105827.1235
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