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جامعه و ریاضͬ
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کاربردها و کرونکر ضرب

رابوکͬ∗ گلپر عفت و ارجمند افشاری حمیده

زمينه های در شده باعث كه است جالبی خواص دارای ͬ شود، م داده نشان A ⊗ B با كه ماتريس دو كرونكر ضرب چͺیده.
گيرد. قرار استفاده مورد گسترده ای به طور كوانتومͬ محاسبات در همچنین و تصویر پردازش سيͽنال، پردازش از اعم مختلف
ماتريس ͷي A اگر ͬ كند. م حفظ را ديͽر خواص از بسياری و تقارن مثلثͬ، تعامد، وارون پذيری، هم چون خواصͬ ضرب این
كرونكری گراف های يا و فركتال ها توليد به منجر آن كرونكری توان های باشد، گراف ͷي مجاورت ماتريس يا و ͷی و صفر
لياپانوف و AX +XB = C سيلوستر معادلات مانند ماتريسͬ معادلات دستگاه حل در آن، دیͽر پركاربرد زمينه ͷي ͬ شود. م
برخͬ علاوه به نماید. آشنا کرونکر ضرب ͬ های ویژگ بعضͬ با را خواننده دارد سعͬ مقاله این است. AX + XA = H

تجزیه ماتریسͬ، معادلات دستگاه تصادفͬ، خودکار شبͺه های فرکتال، گراف، سریع، تبدیلات زمینه در را، آن کاربردهای
ͬ کند. م توصیف مختصر به طور ماتریس

مقدمه .١

ضرب دارد. وجود کرونکر ضرب و هادامار ضرب معمولͬ، ضرب جمله از ماتریس دو ضرب برای مختلفͬ روش های
ضرب عنوان به که شد استفاده ١٨۵٨ سال زفوس١در گئورگ یوهان توسط بار اولین ͬ شود، م تعریف ⊗ نماد با که کرونکر

.[١١] ͬ شود م شناخته نیز تانسوری ضرب یا مستقیم
باشد. مختلط درایه های با ستون n و سطر m شامل ماتریس های مجموعه Cm×n و مختلط اعداد میدان C کنید فرض

A ⊗ B به صورت B ∈ CmB×nBو A ∈ CmA×nA ماتریس های کرونکر ضرب تانسوری. یا کرونکر ضرب .١ . ١
با: است برابر و ͬ شود م داده نمایش

(١) A⊗B =


a۱۱B · · · a۱nA

B
... . . . ...

amA۱B · · · amAnAB


ماتریسͬ. تجزیه ماتریسͬ، معادلات دستگاه خودکارتصادفͬ، شبͺه های گراف، کرونکر، ضرب کلیدی. کلمات و عبارات

مصلحیان محمد صال رابط: تخصصͬ دبیر
مسئول ∗نویسنده

١٣٩۶/١٠/٢۶ پذیرش: تاریخ ١٣٩۶/٠٣/١۵ دریافت: تاریخ

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.104599.1227

.

1Johann Georg Zehfuss

۵۵

http://math-sci.iranjournals.ir
http://www.ui.ac.ir
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.104599.1227


۵۵–۶٧ (١٣٩٧) ١ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه رابوکͬ، گلپر ع. و ارجمند افشاری ح.

است. mAmB × nAnB برابر A⊗B سایز بنابراین است mB × nB سایز در بلوک ͷی aijB هر
بͽیرید نظر در را A,B ∈ C۲×۲ ماتریس های مثال عنوان به ندارد. جابجایی خاصیت کلͬ حالت در کرونکر ضرب

که

(٢) A =

(
۱ ۰
۰ ۰

)
, B =

(
۲ ۰
۱ ۰

)
;

صورت این در

(٣) A⊗B =


۲ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , B ⊗A =


۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰


ندارد. جابه جایی خاصیت کرونکر ضرب یعنͬ این و

A,B ∈ Cm×n. کنید فرض قضیه. .١ . ٢
.B = cA یا A = cB که باشد داشته وجود c ∈ C اسͺالر اگر تنها و اگر A⊗B = B ⊗A صورت این  در

،B = ۰ یا A = ۰ آن گاه c = ۰ اگر .B = cA یا A = cB باشیم داشته c ∈ C اسͺالر ازای به کنید فرض ابتدا اثبات:
نتیجه در

A⊗B = ۰ = B ⊗A.

آن گاه ،A = cB اگر B = c−۱A. زیرا کنیم بررسͬ را A = cB حالت کافیست ،c ̸= ۰ اگر

A⊗B = (cB)⊗B = B ⊗ (cB) = B ⊗A.

شد: اشاره آن به مقدمه در که کرونکر ضرب تعریف طبق A⊗B = B ⊗A. کنید فرض اکنون

aijB = bijA i = ۱, . . . ,m j = ۱, . . . , n.

با بنابراین ،B =
bij
aij

A داریم aij ناصفر درایه هر برای A ̸= ۰ اگر .A = cB داریم c = ۰ ازای به آن گاه A = ۰ اگر
خواهد ثابت مقدار ͷی bij

aij
،aij ناصفر مقادیر تمام برای صورت این  در که داریم توجه .B = cA داریم c =

bij
aij

انتخاب
بود.

□

داده نمایش A⊕B به صورت B ∈ CnB×nBو A ∈ CnA×nA مربع ماتریس های کرونکر جمع کرونکر. جمع .١ . ٣
با: است برابر و ͬ شود م

(۴) A⊕B = A⊗ InB + InA ⊗B.

که بͽیرید نظر در را A,B ∈ C۲×۲ ماتریس های مثال به عنوان

(۵) A =

(
۱ ۰
۰ ۰

)
, B =

(
۲ ۰
۱ ۰

)
;
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۵۵–۶٧ (١٣٩٧) ١ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کاربردها، و کرونکر ضرب

صورت این در

(۶) A⊗ InB =


۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , InA ⊗B =


۲ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۱ ۰


بنابراین

(٧) A⊕B =


۳ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۱ ۰


.[٧] ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را آن ها از برخͬ ادامه در که دارد جالبی خواص بردارها روی کرونکر ضرب

داریم: صورت این در باشند، Y ∈ Cn و X ∈ Cm کنید فرض

(٨) X ⊗ Y =


x۱Y

...
xmY

 ∈ Cmn, X ⊗ Y t =


x۱y۱ · · · x۱yn

... . . . ...
xmy۱ · · · xmyn

 ∈ Cm×n.

از استفاده با بنابراین ͬ شود، م ماتریس ͷی یا و بالاتر ابعاد با فضای در برداری بردار، دو کرونکر ضرب این که به توجه با
داد. تعمیم بالاتر ابعاد با فضای پایه به را پایین تر ابعاد با فضای پایه ͬ توان م خاصیت این

ضرب از استفاده با بͽیرید. نظر در را e۱ =

(
۱
۰

)
, e۲ =

(
۰
۱

)
كه S = {e۱, e۲} ، R۲ فضای استانده پایه ی

داریم: بردارها این روی کرونکر

(٩) e۱ ⊗ e۱ =


۱
۰
۰
۰

 , e۱ ⊗ e۲ =


۰
۱
۰
۰

 , e۲ ⊗ e۱ =


۰
۰
۱
۰

 , e۲ ⊗ e۲ =


۰
۰
۰
۱

 .

همچنین: ͬ کند، م ایجاد را R۴ بردارهای فضای و استانده پایه S = {e۱ ⊗ e۱, e۱ ⊗ e۲, e۲ ⊗ e۱, e۲ ⊗ e۲} نتیجه در

(١٠) et۱ ⊗ e۱ =

(
۱ ۰
۰ ۰

)
, et۱ ⊗ e۲ =

(
۰ ۰
۱ ۰

)
, et۲ ⊗ e۱ =

(
۰ ۱
۰ ۰

)
, et۲ ⊗ e۲ =

(
۰ ۰
۰ ۱

)
.

به علاوه است. R۲×۲ ماتریس های فضای استانده پایه S =
{
et۱ ⊗ e۱, et۱ ⊗ e۲, et۲ ⊗ e۱, et۲ ⊗ e۲

}
ͬ دهد م نشان که

(١١)
(
et۱ ⊗ e۱

)
+
(
et۲ ⊗ e۲

)
= I۲×۲
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که S = {u, v} مجموعه ی حال

u =
۱√
۲

(
۱
i

)
, v =

۱√
۲

(
۱
−i

)
فضای برای یͺه متعامد پایه ͷی یعنͬ ⟨u, v⟩ = u∗v = ۰ و ||u||۲ = ||v||۲ = ۱ صورت دراین  . بͽیرید نظر در را

داریم: آن ها برای کرونکر ضرب تعریف و S مجموعه ی از استفاده با اکنون ͬ دهند؛ م تشͺیل C۲ هیلبرت

(١٢) u⊗ u =
۱
۲


۱
i

i

−۱

 , u⊗ v =
۱
۲


۱
−i

i

۱

 , v ⊗ u =
۱
۲


۱
i

−i

۱

 , v ⊗ v =
۱
۲


۱
−i

−i

−۱

 .

همچنین ͬ دهد. م تشͺیل C۴ هیلبرت فضای برای یͺه متعامد پایه ͷی S = {u⊗ u, u⊗ v, v ⊗ u, v ⊗ v} نتیجه در

u∗ ⊗ u =
۱
۲

(
۱ −i

i ۱

)
, u∗ ⊗ v =

۱
۲

(
۱ −i

−i ۱

)
, (١٣)

(١۴) v∗ ⊗ u =
۱
۲

(
۱ i

i −۱

)
, v∗ ⊗ v =

۱
۲

(
۱ i

−i −۱

)
.

ͬ کند. م ایجاد C۲×۲ برای یͺه متعامد پایه ͷی S = {u∗ ⊗ u, u∗ ⊗ v, v∗ ⊗ u, v∗ ⊗ v} که
ͬ کند. م بیان را ماتریس ها کرونکر ضرب و معمولͬ ضرب ارتباط بعد قضیه

nA×nB = Dبه  طوری که ∈ CmD×nD ،C ∈ CmC×nC ،B ∈ CmB×nB ،A ∈ CmA×nA کنید فرض قضیه. .۴ . ١
،آن گاه mC ×mD

(١۵) (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD).

کنید فرض اثبات:
A = (aik) i = ۱, . . . ,mA,

C = (ckj) j = ۱, . . . , nC ,

ضرب تعریف بنابر باشد. C ماتریس kjام عنصر cik و A ماتریس ikام عنصر aik که k = ۱, . . . , nA = mC برای
کرونکر

(A⊗B)ik = aikB,

(C ⊗D)kj = ckjD;

ماتریس از بلوک ijامین بنابراین هستند. (C ⊗ D) ماتریس kjام بلوک ckjD و (A ⊗ B) ماتریس ikام بلوک aikB که
از است عبارت (A⊗B)(C ⊗D)

nA∑
k=۱

(aikB)(ckjD) =

nA∑
k=۱

(aikckj)(BD) = (

nA∑
k=۱

aikckj)(BD) = (AC)ij(BD);
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: از است عبارت (AC)⊗ (BD) از بلوک ijامین مشابه به طور

(AC)ij(BD),

پس
(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD).

□

اساسͬ خواص .٢

ͬ پردازیم[١]،[٧]،[٩]. م ها ماتریس روی کرونکر ضرب خواص از برخͬ بیان به قسمت این در
(αA)⊗B = A⊗ (αB) = α(A⊗B) اسͺالر ضرب •

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C شرکت پذیری •

A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C جمع روی ضرب پذیری توزیع •

Im ⊗ In = In ⊗ Im = Imn همانͬ ماتریس •

∥A⊗B∥p = ∥A∥p∥B∥p p‐نرم •

به صورت p‐نرم ،x ∈ Cn بردار برای که ͬ شود م یادآوری

∥x∥p := (

n∑
i=۱

|xi|p)
۱
p

به صورت p‐نرم ،A ∈ Cm×n ماتریس برای و

∥A∥p := max
x ̸=۰

∥Ax∥p
∥x∥p

ͬ شود. م تعریف

∥A⊗B∥F = ∥A∥F ∥B∥F فروبنیوس نرم •

به صورت فروبنیوس نرم A = (aij) ∈ Cm×n ماتریس برای ͬ شود م یادآوری

∥A∥F := (

m∑
i=۱

n∑
j=۱

|aij |۲)
۱
۲

ͬ شود. م تعریف

rank(A⊗B) = rank(A)rank(B) رتبه •
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(A⊗B)t = At ⊗Bt ماتریس ترانهاده با سازگاری •

که باشند یͺه متعامد ماتریس های B و A اگر .A−۱ = At هرگاه گویند یͺه متعامد را A ∈ Cm×m ماتریس •

آنگاه B ∈ Cn×n

(A⊗B)−۱ = (A⊗B)t.

(A⊗B)−۱ = A−۱ ⊗B−۱ ماتریس وارون با سازگاری •

(A⊗B)∗ = A∗ ⊗B∗ ماتریس  ِمزدوج ترانهاده با سازگاری •

است. A ماتریس  ِمزدوج ترانهاده A∗ = Āt که

یͺانͬ ماتریس های B ∈ Cn×n و A ∈ Cm×m اگر .A−۱ = A∗ هرگاه گویند یͺانͬ را A ∈ Cm×m ماتریس •

آنگاه باشند
(A⊗B)−۱ = (A⊗B)∗.

(A⊗B)† = A† ⊗B† ماتریس وارون شبه با سازگاری •

که است n×m ماتریس ͷی شود، مͬ داده نشان A† با که A ∈ Cm×n ماتریس شبه وارون که ͬ کنیم م یادآوری
ͬ کند: م صدق زیر خاصیت چهار در

AA†A = A,

A†AA† = A†,

(AA†)∗ = AA†,

(A†A)∗ = A†A.

ͬ شود م داده نشان cond(A) با که A پذیر وارون ماتریس  حالت عدد ،∥.∥ ماتریسͬ نرم برای حالت٢: عدد •

بنابراین شود. مͬ تعریف cond(A) = ∥A∥ ∥A−۱∥ به صورت

cond(A⊗B) = ∥A⊗B∥∥A⊗B∥−۱

= ∥A∥∥B∥∥A∥−۱∥B∥−۱

= cond(A)cond(B).(١۶)

2Condition Number
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آن گاه ،B ∈ Cn×n و A ∈ Cm×m کنید فرض اثر٣: •

tr(A⊗B) =

m∑
i=۱

tr(aiiB) =

m∑
i=۱

aiitr(B)(١٧)

= tr(B)

m∑
i=۱

aii = tr(B)tr(A).(١٨)

.tr(A⊗B) = tr(B ⊗A) همچنین
فرض همچنین .Ax = λx باشد، آن نظیر ویژه بردار x و A ماتریس ویژه مقدار ͷی λ کنید فرض ویژه: مقادیر •

۴ . ١ قضیه بنابر صورت این در .By = µy باشد، آن نظیر ویژه بردار y و B ماتریس ویژه مقدار ͷی µ کنید
داریم:

(A⊗B)(x⊗ y) = (Ax)⊗ (By)

= (λx)⊗ (µy)

= λµ(x⊗ y)(١٩)

است. آن نظیر ویژه بردار x⊗ y و A⊗B ماتریس ویژه مقدار ͷی λµ یعنͬ

صورت این در باشند. مربعͬ ماتریس های B و A و k > ۱ کنید فرض توان: •

A⊗۱ = A, A⊗k = A⊗A⊗(k−۱) , (A⊗B)k = Ak ⊗Bk .

صورت این در B ∈ Cn×n و A ∈ Cm×m کنید فرض دترمینان: •

det(A⊗B) = det(A)ndet(B)m = det(B ⊗A)

A⊗B ماتریس آن گاه باشند، مثلثͬ يا نواری معین، مثبت متعامد، احتمال، متقارن، وارون پذیر، B و A ماتریس های اگر
است[٧]. چنین نیز

است. ماتريسͬ ضرب با آن ارتباط كرونكر ضرب خواص مهم ترين از ͬͺي

کرونکر ضرب از  استفاده با ماتریس تجزیه .٣

B و A ماتریس های کنید فرض ͬ كند. م بيان را B و A ماتريس های تجزيه و A ⊗ B تجزيه بين ارتباط (١۵) معادله
ماتریس های تجزیه از A⊗ B ماتریس تجزیه باشند، B = EBFB و A = EAFA به فرم ماتریسͬ تجزیه دارای ترتیب به

داریم: دیͽر به عبارت ͬ آید[٧]. م به دست B و A

(٢٠) A⊗B = (EAFA)⊗ (EBFB) = (EA ⊗ EB)(FA ⊗ FB)

ͬ كنيم: م بيان را تجزيه ها اين از برخͬ ادامه در
ماتریس های UB و UA و مثلثͬ پایین ماتریس های LB و LA که B = LBUB و A = LAUA اگر : (LU) مثلثͬ تجزیه

آن گاه باشند، B و A ماتریس های LU تجزیه ترتیب به ͬ باشند م مثلثͬ بالا

A⊗B = (LA ⊗ LB)(UA ⊗ UB)

3Trace

۶١ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.104599.1227

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.104599.1227


۵۵–۶٧ (١٣٩٧) ١ شماره ،٣ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه رابوکͬ، گلپر ع. و ارجمند افشاری ح.

است. A⊗B ماتريس LU تجزيه
U ∈ Cm×m یͺانͬ ماتریس های صورت، این در .rank(A) = r و A ∈ Cm×nکنید فرض : (SV D) منفرد مقدار تجزيه

به  طوری که دارند وجود Σ ∈ Rm×n قطری ماتریس و V ∈ Cn×n و

Σ = diag(σ۱, . . . , σp), σ۱ ⩾ · · · ⩾ σr > ۰, σr+۱ = · · · = σp = ۰, p = min(m,n).

و
A = UΣV ∗.

کاربرد صوت و تصویر پردازش در که است پایین رتبه تقریب بهترین محاسبه SV D تجزیه ͬ های ویژگ مهم ترین از ͬͺی
آن گاه باشند، B و A ماتریس های SV D تجزیه ترتیب به B = UBSBV

∗
B و A = UASAV

∗
A اگر .[٢] دارد

A⊗B = (UA ⊗ UB)(SA ⊗ SB)(VA ⊗ VB)
∗

است. A⊗B ماتريس SV D تجزيه

سازی فشرده و کرونکر ضرب .۴

در صرفه جویی به منظور روش هایی که از ͬͺی ͬ شوند. م بالا ابعاد با ماتریس هایی تولید به منجر کاربردها از بسیاری
ͷی چپ سمت ١ شͺل در مثال عنوان به است. پایین تر ابعاد به به بالا ابعاد در ماتریس تجزیه ͬ شود، م استفاده حافظه
ͬ شود م (۳× ۳) ابعاد در ماتریس دو به تبدیل کرونکر ضرب از استفاده با که ͬ دهد م نشان را (۹× ۹) ابعاد در ماتریس

دارد. نیاز ذخیره برای را کمتری فضای بنابراین

سازی. فشرده در کرونکر ضرب کاربرد :١ شͺل

vec عملͽر باشد. A ماتریس iام ستون ai که A = (a۱ · · · an) ∈ Cm×n کنید فرض کردن. برداری عملͽر .١ . ۴
دیͽر عبارت به ͬ کند. م تبدیل ͬ آید، م به دست آن ستون های چیدن هم زیر از که تایی mn بردار ͷی به را A ماتریس

(٢١) vec(A) =


a۱
...
an

 .
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,rank[vec(A۱۱)باشد؛ . . . , vec(Apq)] = ۱ اگر وتنها Aاگر = B⊗C Aآن گاه ∈ Cpr×qsکنید فرض قضیه. .٢ . ۴
با: است برابر A ماتریس آن در که

(٢٢) A =


A۱۱ · · · A۱q

... . . . ...
Ap۱ · · · Apq


است. ۱ ≤ j ≤ q و ۱ ≤ i ≤ p که Aij ∈ Cr×s هر و

تعیین طوری را C و B ماتریس دو کرد، تجزیه ماتریس دو کرونکر حاصل ضرب به نتوان را A ماتریس که صورتͬ در
C ∈ Cr×sو B ∈ Cp×q برای ∥ A−(B⊗C) ∥F دیͽر عبارت به باشند داشته اولیه ماتریس با را فاصله کم ترین که ͬ کنیم م

ب[١٠]. داشته را مقدار کم ترین

کاربردها .۵

حاصل ضرب از استفاده با ͬ توان م را ͷموج و کسینوسͬ تبدیلات فوریه، تبدیل مانند تبدیل هایی تبدیلات. .١ . ۵
از استفاده با ͬ توان م را بالاتر مراتب از تبدیلات نظیر ماتریس که ترتیب این به داد. نمایش فشرده فرم ͷی به کرونکر،
ͬ کنیم. م بررسͬ را هادامار و هار ͷموج تبدیلات مثال برای کرد. محاسبه پایین تر مرتبه از تبدیل ماتریس و کرونکر ضرب

:[۶] است بيان قابل زير به صورت کرونکر حاصل ضرب از استفاده با هار، ͷموج نظیر ماتریس

(٢٣) W۱ =

(
۱ ۱
۱ −۱

)
,Wn =

(
Wn−۱ ⊗ (۱ ۱)

I۲ ⊗ I۲n−۲ ⊗ (۱ − ۱)

)
.

ͬ شود. م ساخته n−۱ مرحله ͷموج ماتریس و کرونکر ضرب از استفاده با n مرتبه از ͷموج ماتریس ͬ دهد م نشان که
کرد: تعریف زیر به صورت ͬ توان م را هادامار تبدیل همچنین

(٢۴) H۱ =
(
۱
)
,H۲ =

(
۱ ۱
۱ −۱

)
,H۲k =

(
H۲k−۱ H۲k−۱

H۲k−۱ −H۲k−۱

)
= H۲ ⊗H۲k−۱ , ۲ ≤ k ∈ N

ͬ شود. م ساخته H۲ و قبل مرحله هادامار تبدیل کرونکر ضرب از استفاده با مرحله هر در هادامار تبدیل ͬ دهد م نشان که

از بخش هر کردن بزرگ با که است هندسͬ فراکتال۴ساختاری یا برخال اولیه. الͽوی توسط فرکتال ها تولید .٢ . ۵
گویند. خودهمانندی ویژگͬ این به ͬ آید، م به دست نخستین ساختار همان معین، به نسبت ساختار این

از کاملͬ شͺل به ͬ توان م کرونکر ضرب از استفاده با آن، اولیه الͽوی داشتن با برخال برای شده ذکر خواص بنابر
توليد را نظير برخال ۵ متلب نرم افزار محیط در زیر برنامه ی باشد، برخال اوليه الͽوی M ماتريس كنيد فرض رسید. برخال

.[٨] ͬ دهد م نمايش را آن و کرده

4Fractal 5Matlab
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N=kron (M,M)

f o r i =1 : k

N=kron (M,N)

end ;

imshow (N) ;

ماتريس های برای

M۱ =


۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۰ ۱

 , M۲ =


۰ ۱ ۰
۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۰

 , M۳ =


۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۱ ۱ ۱

 , M۴ =


۱ ۰ ۰ ۱
۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰
۱ ۰ ۰ ۱

 ;

از: عبارتند نظير فركتال های

راست. به ازچپ ترتیب به M۱, · · · ,M۴ نظير برخال های :٢ شͺل

رأس های تعداد برابر آن اندازه که مجاورت ماتریس نام به مربعͬ ماتریس ͷی G گراف هر به کرونکری. گراف .٣ . ۵
متصل jام رأس به را iام رأس که است یال هایی تعداد برابر آن ijام درایه به طوری که ͬ شود، م داده نسبت ͬ باشد م گراف

ͬ کند. م
حاصل ضرب از که است گرافͬ Gn = G۱ ⊗G۱ ⊗ · · · ⊗G۱︸ ︷︷ ︸

بار n

مجاورت ماتریس با n مرتبه از کرونکری گراف

ͬ آید. م به دست G۱ اولیه مجاورت ماتریس کرونکر
ماتریس با را Gi−۱ از گره هر Gi−۱ از Gi تولید برای است. واضح کرونکر حاصل ضرب متشابهͬ خود طبیعت

.[۴] است شده اشاره آن به ٣ شͺل در که ͬ کنیم. م جایͽزین G۱ اولیه مجاورت
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.[۴] گراف مجاورت ماتریس نظیر برخال (ب) و مربوطه گراف ۹× ۹ مجاورت ماتريس G۲ (الف) :٣ شͺل

فشرده به شͺل اطّلاعات، ذخیره سازی برای روشͬ تصادفͬ، خودکار شبͺه های تصادفͬ. خودکار شبͺه های .۴ . ۵
وابسته  به هم مواردی، در یا هم  از مستقل که شده تشͺیل تصادفͬ ماشین چندین از و است کرونکر ضرب از استفاده با
فقط موضعͬ تغییرحالتِ بدهد؛ حالت تغییر هم زمان و موضعͬ صورتِ دو به است ممͺن لحظه، هر در شبͺه هستند.
شود ماشین چند یا دو حالت تغییر سبب ͬ تواند م هم زمان حالتِ تغییر ͬ که درحال ͬ گذارد، اثرم ماشین ͷی حالت روی بر
E و ماشین N با شبͺه ͷی حالات ماتریس ͬ شود. م انجام ثابت و تابعͬ صورتِ دو به حالت ها، تغییر این از هرکدام و

ͬ آید: م به دست (٢۵) رابطه از هم زمان پیشامد

(٢۵) Q =

۲E+N∑
j=۱

(⊗N
i=۱Q

(i)
j );

.[٣] ͬ باشد م دستگاه حالت بیانگر که است تصادفͬ ماتریس ͷی Q(i)
j هر که

.[٣] تصادفͬ خودکار شبͺه ͷی از تصویری :۴ شͺل
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در که ماتریسͬ، معادلات دستگاه ͬ توان م کرونکر حاصل ضرب از استفاده با ماتریسͬ. معادلات دستگاه حل .۵ . ۵
.[٧] کرد تبدیل خطͬ معادلات دستگاه ͷی به را دارد وجود (X) مجهول ها از ماتریسͬ آن

اشاره ͬ شود م بیان ادامه در مواردی که به ͬ توان م آن ها، نظير خطͬ دستگاه و ماتریسͬ معادلات دستگاه های مهم ترین از
 کرد:

(٢۶)

AX = B ⇐⇒ (I ⊗A)vec(X) = vec(B),

AX +XB = C ⇐⇒ [(I ⊗A) + (Bt ⊗ I)]vec(X) = vec(C),

AXB = C ⇐⇒ (Bt ⊗A)vec(X) = vec(C),

AX + Y B = C ⇐⇒ (I ⊗A)vec(X) + (Bt ⊗ I)vec(Y ) = vec(C).

بالا ابعاد با برداری فضای تولید ،ͷفیزی در کرونکر ضرب به کارگیری از اصلͬ هدف کوانتومͬ. محاسبات .۶ . ۵
ضرب از استفاده موارد جمله از کوانتومͬ محاسبات و بزرگ دستگاه های ویژه بردار و ویژه مقادیر محاسبه ͬ باشد. م
ماتریس با ͬ شود، م ساخته کوانتومͬ گیت های از استفاده با که کوانتومͬ منطق دستگاه ͷی مثال به عنوان است؛ کرونکر
به کرونکر ضرب از استفاده با که شوند بزرگ ماتریس ͷی تولید به منجر است ممͺن موازی گیت های ͬ شود. م داده نشان

.[۵] است بیان قابل فشرده فرم ͷی

اصلͬ نتایج .۶

مورد ضرب اين كه زمينه هايی به متداول ترين سپس شد. بيان كرونكر ضرب اصلͬ خواص و تعريف مقاله اين در
را بزرگ ماتریس های برخͬ که ͬ دهد م اجازه ما به کرونکر ضرب بلوکͬ خاصیت شد. پرداخته ͬ گيرد، م قرار استفاده
دارد. اطلاعات فشرده نمایش در زیادی کاربردهای که کنیم بیان کوچͺتر ماتریس دو کرونکر ضرب با فشرده به صورت
قبل مراحل از استفاده با بازگشتͬ آن ها به صورت نظیر تبدیل ماتریس که هادامار و ͷموج هم چون تبدیلات از برخͬ
ضرب به صورت ماتریس ͷی بیان برای کافͬ و لازم شرط مقاله این در هستند. بیان قابل کرونکر ضرب با ͬ شوند م تولید
با کرد بیان دیͽر ماتریس دو کرونکر ضرب به صورت را ماتریس ͷی نتوان اگر شد. بیان کوچͷ  تر ماتریس دو کرونکر
در دیͽر کابردهای برخͬ همچنین نمود. محاسبه آن برای مناسب تقریب ͷی ͬ توان م مربعات کمترین مساله از استفاده
دستگاه های حل كرونكر ضرب استفاده مورد زمينه های مهم ترين از ͬͺي شد. بیان فركتال توليد و بزرگ گراف های نمايش
ͬ دهد م اجازه و ͬ كند م بيان را ماتريسͬ و خطͬ معادلات دستگاه بين ارتباط كردن برداری عملͽر است. ماتريسͬ معادلات

شود. استفاده ماتریسͬ معادلات حل برای خطͬ معادلات دستگاه حل تكنيͷ های از
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afshariarjmand٧@gmail.com

سال در قم دانشͽاه از عددی آنالیز گرایش کاربردی ریاضͬ ارشد کارشناسͬ دوره فارغ التحصیل ارجمند افشاری حمیده
گذرانده اند. ١٣٩٣ سال در دانشͽاه همان در نیز را کاربردی ریاضͬ کارشناسͬ دوره ایشان است، ١٣٩۶

رابوکͬ گلپر عفت
ریاضͬ گروه پایه علوم دانشͺده قم‐ دانشͽاه قم‐

g.raboky@qom.ac.ir

که است شریف صنعتͬ دانشͽاه کاربردی ریاضͬ رشته آموخته دانش قم، دانشͽاه علمͬ هیأت عضو رابوکͬ گلپر عفت
حقیقͬ ماتریسͬ های تجزیه در آن کاربرد و یافته تعمیم رتبه کاهش فرمول عنوان با خود دکتری رساله ١٣٩٠از سال در
در را کاربردی ریاضͬ ارشد کارشناسͬ دوره ایشان کرد. دفاع امیری مهدوی الدین نظام دکتر راهنمایی تحت صحیح، و
سال در امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه در را کامپیوتر در کاربرد ریاضͬ کارشناسͬ دوره و ١٣٧۵ سال در شریف صنعتͬ دانشͽاه

رساند. اتمام به ١٣٧٣

۶٧ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2018.104599.1227
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