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عملگری تا عددی شکل از ریاضی در آنتروپی بر مروری
مرصعی∗ علی

اشاره مقاله این در آنها اساسی ترین به که است کرده پیدا متفاوت معانی علمی، گوناگون رشته های در درگاشت یا آنتروپی واژه چکیده.
عملگری شکل به آن عددی شکل از آنتروپی مفهوم بر تاریخی مرور یک با ابتدا که کرد خواهیم سعی مقاله این در همچنین می کنیم.

بپردازیم. آنتروپی مهم خواص و نامساوی ها، قضایا، از برخی به گذر این در و برسیم

عددی آنتروپی .١

١٨۶۵ سال در ٢ کلازیوس به آنتروپی کلمه ریشه است. شده ارائه ١ آنتروپی از زیادی مفاهیم و معانی تاریخی، لحاظ از
شدن منزوی علت به - en پیشوند یک و شکل تغییر یا دگرگونی معنی به tropos یونانی کلمه از را کلمه این کلازیوس برمی گردد.
آنتروپی تعاریف از نمونه چند به زیر در کرد. ارائه و ترکیب -[١۶] انرژی مفهوم به نسبت تحقیقاتش در خود شدن گوشه گیر و

می کنیم: اشاره

می کند. بیان را سیستم یک قطعیت عدم یا (آشفتگی) بی نظمی آنتروپی، •
مقدار هرجا است. زمان گذشت تشخیص برای اساسی شاخص یک یعنی است (درگاشت) زمان بردار آنتروپی، •

است. آینده سمت به زمان پیکان که می دهد نشان باشد، داشته افزایش آنتروپی
می تواند بنابراین می آید، وجود به سیگنال یک انتقال هنگام در که است تصادفی اشتباهات از معیاری آنتروپی، •

باشد. پیام ارسال سیستم بازده ی از معیاری
ناظر یک برای آنکه بدون باشد، داشته می تواند سیستم یک که است داخلی حالت های تعداد از معیاری آنتروپی، •
برسد. نظر به متفاوت می کند، مشاهده را آن (... و بار سرعت، جرم، (مثل ماکروسکوپی کمیت های فقط که خارجی

فیزیکی مفاهیم توضیح و درک از کم دست آنتروپی مفهوم درک نیست. ساده چندان چیست، دقیقا آنتروپی اینکه توضیح
معیاری عنوان تحت اغلب و نیست ملموس آنتروپی که جهت آن از است، پیچیده تر سرعت، و حرکت اندازه نیرو، انرژی، مانند

می شود. تعریف بی نظمی برای
مشابه مفهوم، این .[٢٧] شد معرفی اطلاعات انتقال و ارتباطات نظریه در شانون٣ توسط آنتروپی، از آماری مفهوم یک
رفتارهای بر آن تاثیر چگونگی و بدنه ای چند سیستم های میکروسکوپی پیکربندی آماری توصیف با ارتباط در ۴ بولتزمان آنتروپی
جی نس توسط ترمودینامیک و آماری مکانیک آنتروپی و آماری، آنتروپی بین رابطه اثبات .[٣ ،١۴] می باشد آن ها ماکروسکوپی

عملگری. آنتروپی کولبک-لایب لر، فاصله شرطی، آنتروپی نسبی، آنتروپی شانون، آنتروپی کلیدی. کلمات و عبارات
. ١٣٩۶/٠٨/٠٣ پذیرش: تاریخ ١٣٩۶/٠۶/٢۶ دریافت: تاریخ
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٨–٧١۴ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، مرصعی ع.

دنباله های تحلیل و تجزیه و دینامیکی سیستم های نظریه به آنتروپی نرخ مفهوم ابتدا انداز، چشم یک در .[١٧ ،١۵] شد آغاز ۵

.[٢ ،٢٠] شد داده توسعه نمادین،
برخورد مثال هایی به که حالی در دارد، شانون آنتروپی و اطلاعات نظریه در ریشه اوقات گاهی متراکم سازی، موضوع و مفهوم
این است ممکن آن، کابردهای و موضوع این از نتیجه یک عنوان به .[۴ ،١٣] دارد مختلط الگوریتم های در ریشه که می کنیم
مشابه کلمات از استفاده با مفهوم تنوع این بین ارتباط آیا این که حال است. متنوعی معانی دارای آنتروپی که بیاید پیش سوال

نیست؟ کننده گمراه مختلف معانی در

زیر صورت به شانون آنتروپی ،X متناهی مجموعه یک در مقادیر با X تصادفی متغیر یک برای شانون. آنتروپی .١ . ١
[٢٧] می شود تعریف

(١) H(X) = −
∑
x∈X

p(x) log۲ p(x) ,

متغیر یک برای H(X) = ۰ می نیمم بویژه .H(X) ≥ ۰ همواره که کنیم توجه می گیرد، اندازه را p احتمال توزیع ناهمگونی که
موضعی احتمال تابع با که معین، نتیجه یک با متغیر یک یعنی می آید؛ بدست ثابت تصادفی

p(x) =

۱ ;x = x۰

۰ ;x ̸= x۰

مجموعه عناصر تعداد |X | آن در که است، یکنواخت توزیع یک برای log۲(|X |) ماکزیمم دارای H(X) مقابل، در می شود. بیان
می شود داده نمایش نیز زیر صورت به H(X) همچنین می باشد. X

(٢) S(p) = −
|X |∑
i=۱

p(xi) log۲ p(xi) .

زیر بصورت a۱, . . . , an مقادیر آنتروپی .
∑n

j=۱ aj = ۱ که باشد چنان a۱, . . . , an > ۰ کنید فرض ساده تر، صورت به
می شود تعریف

(٣) H(a۱, . . . , an) = −
n∑

j=۱
aj log aj .

که می کند بیان آنتروپی نامساوی
(۴) H(a۱, . . . , an) ≤ log n ,

ببینید. را [١٨] ،۱n ≤
∏n

j=۱ a
aj
j معادل طور به یا

[۴] توماس و کاور و [١٣] گری توسط شانون، آنتروپی کولبک-لایب لر. فاصله و نسبی آنتروپی شرطی، آنتروپی .١ . ٢
مطرح توام توزیع های با آنتروپی این است. شده داده تعمیم نیز تصادفی متغیر چند به ٢٠٠۶ و ١٩٩٠ سال های در ترتیب به
Y و X مختلف و متناهی گسسته، فضای دو در را خود مقادیر ترتیب به که Y و X تصادفی متغیر دو برای یعنی می شود،

از عبارتست آنتروپی می گیرند،
(۵) H(X,Y ) = −

∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log۲ p(x, y) .

5Jaynes
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٨–٧١۴ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ریاضی، در آنتروپی بر مروری

صورت به را ۶ شرطی آنتروپی توام، آنتروپی این از استفاده با

H(X|Y ) = H(X,Y )−H(Y )

بیان زیر صورت به را p(X|Y = y) شرطی احتمال توزیع های از (Y (روی آنتروپی ها میانگین که ،[۴] نمود بیان می توان نیز
می کند

H(X|Y ) = H(X,Y )−H(Y )

=
∑
y∈Y

[
−
∑
x∈X

p(x, y) log۲ p(x|y)

]
.(۶)

به را نسبی٧ آنتروپی آن گاه باشند pY و pX توزیع های با ترتیب به ،X یکسان فضای یک در تصادفی متغیرهای Y و X هرگاه
می گیریم نظر در زیر صورت

Hrel(X|Y ) = Srel(pX |pY )

= −
∑
x

pX(x) log۲

[
pX(x)

pY (x)

]
.(٧)

به می توان را [١٩] کولبک-لایب لر٨ فاصله نسبی، آنتروپی مقابل در .Srel(pX |pY ) ≤ ۰ که [۴] داد نشان می توان راحتی به
کرد: تعریف زیر صورت

یکسان فضای روی q و p احتمال توزیع دو برای

(٨) D(p||q) = −Srel(p|q) =
∑
x

p(x) log۲

[
p(x)

q(x)

]
,

D(p||q) که آنجا از .x log y = +∞ باشد x ̸= ۰ و y = ۰ هرگاه و x log x = ۰ باشد x = ۰ هرگاه که قرارداد این با
است این متر با آن مشترک خاصیت تنها باشد؛ متر یک نمی تواند D(p||q) لذا نمی کند صدق مثلثی نامساوی در و نیست متقارن

باشد. p = q اگر فقط و اگر D(p||q) = ۰ و ،[١٨] است معروف اطلاعاتی نامساوی به نامساوی این ،D(p||q) ≥ ۰ که
بردارهای (j = ۱, . . . , n) q(j) = qj و p(j) = pj و X = {۱,۲, . . . , n} که این فرض با ،[٢۶] در مرصعی و رویین
گرفتند نظر در زیر صورت به را (٨) کولبک-لایب لر فاصله ،

∑n
j=۱ pj =

∑n
j=۱ qj = ۱ و pj , qj > ۰ یعنی باشند احتمال

D(p||q) =
n∑

j=۱
pj ln

(
pj
qj

)
.

یک تظریف از منظور آن در که است، شده ارائه زیر صورت به اطلاعاتی و آنتروپی نامساوی های از عددی تظریف های [٢۶] در
شرایطی در و a = c شرایط برخی در و a ≤ c ≤ b که بطوری c مانند مقدار یک کردن پیدا از عبارتست a ≤ b مانند نامساوی
۱ · ۴ مثال به بیشتر اطلاعات برای باشد، اکید طرف دو هر از می تواند شرایط بعضی تحت نامساوی همچنین و b = c دیگر

تابع ،λ = (λ۱, . . . , λn) و µ = (µ۱, . . . , µm) احتمال بردار دو برای شود، مراجعه [٢٣] منبع

ω : {(i, j) : ۱ ≤ i ≤ m,۱ ≤ j ≤ n} → [۰,+∞)

6conditional entropy 7relative entropy 8Kullback-Leibler divergence
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٨–٧١۴ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، مرصعی ع.

هرگاه می نامیم، وزن تابع را
m∑
i=۱

ω(i, j)µi = ۱ (j = ۱, . . . , n)

و
n∑

j=۱
ω(i, j)λj = ۱ (i = ۱, . . . ,m) .

،[٢۶] بالا مفروضات با حال

D(p||q) ≥ ln
m∏
i=۱

I
 n∑

j=۱
ω۱(i, j)qj ,

n∑
j=۱

ω۲(i, j)qj

−µi

≥ ۰ ,

می شود تعریف زیر صورت به a, b > ۰ هر برای که می باشد آیدنتریک میانگین I آن در که

I(a, b) =


a ; a = b

۱
e

(
bb

aa

) ۱
b−a

; a ̸= b

[٢۶] است شده ارائه زیر نامساوی های خاص، حالت های در ادامه، در همچنین می باشند. وزن تابع دو ω۲ و ω۱ و
n∏

i=۱
qpii ≤

n∏
i=۱

I(pi, qi)
pi ≤

n∏
i=۱

ppii ,

و
n∏

i=۱

(
pi
qi

)pi

≥

√√√√ n∏
i=۱

I

(
۱, p

۲
i

q۲i

) pi+qi
۲

≥ ۱ .

حالت از که می رسد نظر به طبیعی بالاتر، بعدهای به یک بعد از رفتن برای مختلف، کاربردی علوم در مکرر نیازهای به توجه با
آنچه بیاندیشیم. ناشمارا) یا (شمارا نامتناهی بعد برای عملگری شکل به سپس و متناهی) بعد (برای ماتریسی شکل به عددی
خواهد آنتروپی ماتریسی شکل همان متناهی بعد حالت در که می کند بررسی را آنتروپی عملگری شکل می آید، بعدی بخش در که

بود.

عملگری آنتروپی .٢

با H روی کراندار عملگرهای همه ∗C-جبر ،B(H) و مختلط هیلبرت فضای یک (H, ⟨· , ·⟩) کنید فرض مقدمه. .٢ . ١
درآیه های با n مرتبه مربعی ماتریس های همه جبر B(H) مجموعه باشد، dimH = n که صورتی در باشد. ۱H همانی عنصر

می شود تعریف زیر صورت به A از A∗ الحاقی عملگر می باشد. H هیلبرت فضای بعد dimH آن در که بود، خواهد مختلط

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A∗y⟩ (x, y ∈ H) .

،A ≥ ۰ می نویسیم و می شود نامیده مثبت A خودالحاق عملگر یک .A∗ = A هرگاه می شود نامیده خودالحاق A عملگر
باشد. وارون پذیر و مثبت A هرگاه ،A > ۰ می نویسیم و می نامیم مثبت اکیدا را A و ⟨Ax, x⟩ ≥ ۰ ،x ∈ H هر برای هرگاه
،B و A خودالحاق عملگر دو برای می باشد. B۲ = A با B منحصربفرد مثبت دوم ریشه دارای A مثبت عملگر یک می دانیم
از عبارتست A قدرمطلق ،A عملگر هر برای می باشد. عملگری ترتیب مفهوم همان که A − B ≥ ۰ هرگاه A ≥ B می گوییم

.|A| = (A∗A)۱/۲
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٨–٧١۴ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ریاضی، در آنتروپی بر مروری

هر برای و λ, µ ∈ C هر برای یعنی باشد؛ همگن و جمعی اگر است خطی Φ : B(H) → B(K) نگاشت یک .٢ . ١ تعریف
X,Y ∈ B(H)

Φ(λX + µY ) = λΦ(X) + µΦ(Y ) ,

می باشد. مختلط هیلبرت فضای یک K آن در که
A ≥ ۰ و A ∈ B(H) یعنی کند؛ حفظ را ≤ عملگری ترتیب هرگاه است مثبت Φ : B(H) → B(K) خطی نگاشت

.Φ(A) ≥ ۰ و Φ(A) ∈ B(K) که کند ایجاب
.Φ(۱H) = ۱K یعنی کند؛ حفظ را همانی عملگر هرگاه می شود نامیده شده نرمال Φ : B(H) → B(K) خطی نگاشت

مثبت خطی نگاشت های همه مجموعه و P[B(H),B(K)] با را Φ : B(H) → B(K) مثبت خطی نگاشتهای همه مجموعه
ببینید). را [١٢] بیشتر جزئیات (برای می دهیم نمایش PN [B(H),B(K)] با را Φ ∈ P[B(H),B(K)] شده نرمال

عملگری یکنوای f گوییم است. شده تعریف I بازه یک روی که باشد مقداری حقیقی پیوسته تابع f کنیم فرض .٢ . ٢ تعریف
و σ(A) ⊂ I و A ≤ B با کراندار خودالحاق عملگرهای B و A اگر یعنی باشد؛ یکنوا عملگری ترتیب به نسبت هرگاه است
نامیده عملگری محدب f تابع .f(A) ≤ f(B) آن گاه می باشد، A عملگر طیف مجموعه σ(A) آن در که باشند، σ(B) ⊂ I

باشیم داشته ،λ ∈ [۰,۱] هر و σ(B) ⊂ I و σ(A) ⊂ I با B و A کراندار خودالحاق عملگر هر برای هرگاه می شود

(٩) f
(
(۱− λ)A+ λB

)
≤ (۱− λ)f(A) + λf(B) .

داشت: خواهیم باشد محدب f اگر ،λ =
۱
۲ خاص حالت در

(١٠) f

(
A+B

۲

)
≤ f(A) + f(B)

۲ .

می شوند. نامیده میانی نقطه عملگری محدب (١٠) در صادق توابع

باشد. عملگری محدب −f هرگاه می شود نامیده عملگری مقعر f تابع .٢ . ٣ تعریف

می شود: تعریف زیر به صورت A عملگر یک برای مقدماتی تابعی حساب یک .۴ . ٢ تعریف
می کنیم تعریف p(t) =

∑k
j=◦ ajt

j چندجمله ای یک برای

p(A) = a◦۱H + a۱A+ a۲A
۲ + · · ·+ akA

k,

عملگرهاست. جبر به چندجمله ای ها جبر از همریختی یک p 7→ p(A) نگاشت که
و باشد H روی همانی عملگر و A بوسیله شده تولید ∗C-جبر و C(σ(A)) بین یکریختی یک Φ و خودالحاق عملگر یک A اگر

.f(A) = Φ(f) می کنیم تعریف ،f ∈ C(σ(A))

برای می کنیم. معرفی H هیلبرت فضای روی خودالحاق و کراندار خطی، عملگرهای برای را طیفی تجزیه قضیه ی حال
U یکانی ماتریس خطی، جبر در قضیه ای طبق می گیریم. نظر در است هرمیتی که k × k ،A مربعی ماتریس منظور این

کرد تجزیه شکل این به می توان را A که دارد وجود ،(UU∗ = U∗U = Ik)

A = U∗ΛU,(١١)
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دهیم قرار اگر هستند. A ماتریس ویژه مقادیر λi ∈ R که است قطری ماتریس یک Λ .Λ = diag(λ۱, . . . , λk) که

E۱ = U∗diag(۱, ◦, . . . , ◦)U,
E۲ = U∗diag(۱,۱, ◦, . . . , ◦)U,
...

Ek = U∗diag(۱,۱, . . . ,۱)U.

نوشت زیر به صورت می توان را (١١) رابطه ی نمادگذاری این با

A = λ۱E۱ + λ۲(E۲ − E۱) + · · ·+ λk(Ek − Ek−۱) =
k∑

j=۱
λj∆Ej ,(١٢)

.E◦ = ◦ و ∆Ej = Ej − Ej−۱ آن در که
به صورت f(A) باشد، σ(A) روی مقدار حقیقی پیوسته تابع f(t) اگر

f(A) =
k∑

j=۱
f(λj)∆Ej(١٣)

.[١٢] داد تعمیم هیلبرت فضای روی خودالحاق عملگرهای به می توان را نتیجه این می شود. تعریف
به که می باشد، ١ اثر با مثبت معین ماتریس نیم یک که ،A چگالی ماتریس یک از نویمان فون آنتروپی کوانتمی، سیستم های در

می شود تعریف زیر صورت
S(A) = −tr(A logA) ,

دیگر عبارت به یا آن اصلی قطر درآیه های حاصل جمع همان اثر از منظور آن در که

tr(A) = a۱۱ + a۲۲ + · · ·+ ann =
n∑

i=۱
aii ,

است. آن ویژه مجموع مقادیر برابر ماتریس یک اثر دیگر بیان به است، A ماتریس ستونiم و سطرiم بر واقع درآیه aii که
و لایب توسط جالب خواص این از بعضی است. عملگری مقعر (۰,∞) روی f(t) = −t log t تابع که داد نشان می توان
تعریف زیر بصورت [٢٩] اومگاکی نسبی آنتروپی B و A ناجابجایی چگالی ماتریس های برای است. شده ثابت [٢١] روسکای

می شود
S(A,B) = tr(A(logA− logB)) .

.S(A) = −S(A, In) که است واضح بالا تعریف به بنا لذا log In = ◦ چون
و مطرح [٧] کامئی و فوجی توسط ناجابجایی اطلاعات نظریه در B و A مثبت اکیدا عملگرهای از عملگری نسبی آنتروپی

شد تعریف زیر بصورت
S(A|B) = A

۱
۲ log(A−۱

۲BA−۱
۲ )A

۱
۲ .

می دهیم قرار ،B و A مثبت عملگرهای برای

(١۴) S(A|B) := s- lim
ϵ→+۰

S(A+ ϵ۱H|B) ,
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می باشد. عملگری قوی توپولوژی در حد ،٩ قوی حد از منظور آن در که باشد، موجود قوی حد اینکه بر مشروط
[٣ . ۵ لم ،١٢] است زیر صورت به مختلفی شکل های دارای S(A|B) که کنید توجه

(١۵) S(A|B) = −A
۱
۲ log

(
A

۱
۲B−۱A

۱
۲
)
A

۱
۲ ,

و
(١۶) S(A|B) = B

۱
۲ η
(
B−۱

۲AB−۱
۲
)
B

۱
۲ ,

را S(A|B) می توان آن گاه باشد وارون پذیر B اگر بالا، مفروضات با است. معروف آنتروپی تابع به η(t) = −t log t آن در که
نسبی آنتروپی ،B به نسبت عملگری یکنوای گرفتن نظر در با بنابراین، نباشد. معکوس پذیر A اگر حتی کرد تعریف (١۶) با

کرد. تعریف زیر صورت به دوباره می توان را عملگری

تعریف زیر صورت به عملگری نسبی آنتروپی می باشد، نیز وارون پذیر B آن در که ،B و A مثبت عملگرهای برای .۵ . ٢ تعریف
می شود

(١٧) S(A|B) = A
۱
۲
(
log
(
A

۱
۲B−۱A

۱
۲
))

A
۱
۲ .

[١٢] آن گاه شوند، جابجا B و A هرگاه این، بر علاوه

S(A|B) = −A logA+A logB .

،U یکانی عملگر هر برای که دید می توان

S(U∗AU |U∗BU) = S(A|B) .

n-تایی برای که داد نشان بویژه، .[١١] آورد بدست را B(H) در آن معکوس و شانون نامساوی از پارامتری توسیع یک فوروتا
نسبی آنتروپی با که را معکوس نامساوی های همچنین وی .◦ ≥

∑n
i=۱ S(Aj | Bj) ،١ مجموع با مثبت عملگرهای از مرتب

تسالیس عملگری

Tλ(A|B) =
A

۱
۲
(
A−۱

۲BA−۱
۲
)λ

A
۱
۲ −A

λ

طور به بعدی بخش در که داد، قرار بررسی مورد است متناظر ۰ < λ ≤ ۱ برای [٣٠] فورویچی کوری یاما، یاناگی، توسط که
،١٢] می کنیم مطرح را عملگری نسبی آنتروپی از مقدماتی خواص و تعاریف بخش، این در کرد. خواهیم بحث آن مورد در کامل

.[۵ فصل
.[١٢] می کنیم بیان زیر قضیه در را آن که می باشد، عملگری میانگین های خواص دارای عملگری نسبی آنتروپی

می باشد زیر خواص دارای S(A|B) عملگری نسبی آنتروپی [١٢] .۶ . ٢ قضیه
.S(A|B) ≤ S(A|C) که می کند ایجاب B ≤ C راست): (یکنوایی (الف)

،Bn ↓ B از منظور آن در که ،S(A|Bn) ↓ S(A|B) که می کند ایجاب Bn ↓ B راست): پایینی (پیوستگی (ب)
.Bn → B و B۱ ≥ B۲ ≥ · · · یعنی

.S(αA|αB) = αS(A|B) ،α > ۰ هر برای (همگنی): (ج)
می باشد. T الحاقی T ∗ آن در که ،T ∗S(A|B)T ≤ S(T ∗AT |T ∗BT ) ،T عملگر هر برای انتقالی): (نامساوی (د)

9strong limit (s- lim)
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.[١٢ . ۵ قضیه ،١٢] است کراندار بالا از عملگری نسبی آنتروپی که کنیم توجه همچنین،

S(A|B) ≤ −A logA+A log ∥B∥ ,

S(A|B) ≤ B −A ,

اگر تنها و اگر S(A|B) = ۰ ،A,B مثبت عملگرهای برای و ،S(A|B) ≤ ۰ آن گاه ،A ≥ B اگر که می دانیم همچنین، و
.A = B

کرد. مراجعه [١٢] به می توان بیشتر اطلاعات برای که می باشد جالبی خواص دارای عملگری نسبی آنتروپی این، بر علاوه
می کنیم. اشاره آنها از نمونه چند به زیر در

برقرارند: زیر گزاره های [١٢] .٢ . ٧ قضیه
یعنی است؛ جمعی ابر عملگری نسبی آنتروپی (الف)

S(A+B|C +D) ≥ S(A|C) + S(B|D) .

،۰ ≤ t ≤ ۱ برای هرگاه یعنی است؛ مقعر تواما عملگری نسبی آنتروپی (ب)
آن گاه ،B = tB۱ + (۱− t)B۲ و A = tA۱ + (۱− t)A۲

S(A|B) ≥ tS(A۱|B۱) + (۱− t)S(A۲|B۲) .

آن گاه باشد. شده نرمال مثبت خطی نگاشت Φ ∈ PN [B(H),B(K)] کنیم فرض [١٢] .٢ . ٨ قضیه

Φ(S(A|B)) ≤ S(Φ(A)|Φ(B)) .

f-واگرای تابعک باشد، محدب تابع یک f : [۰,∞) → R این که نظرگرفتن در با ،[٢۴] کیان و مصلحیان ،٢٠١٣ سال در
کردند تعریف زیر صورت به را Θ ناجابجایی

(١٨) Θ(Ã, B̃) :=

n∑
i=۱

A
۱
۲
i f

(
A

−۱
۲

i BiA
−۱

۲
i

)
A

۱
۲
i ,

روی خودالحاق و مثبت اکیدا عملگرهای از n-تایی هایی ترتیب به B̃ = (B۱, . . . , Bn) و Ã = (A۱, . . . , An) آن در که
آن گاه باشد عملگری محدب تابع f اگر که دادند نشان آن ها می باشند. H هیلبرت فضای

(١٩) g

(
n∑

i=۱
Ai,

n∑
i=۱

Bi

)
≤

n∑
i=۱

g(Ai, Bi) ,

به مقاله، این ادامه در همچنین می باشد. f با متناظر منظری١٠ تابع g(A,B) = A۱/۲f(A−۱/۲BA−۱/۲)A۱/۲ آن در که
تعریف زیر صورت به را عملگری١١ کولبک-لایب لر تابعک ،f(t) = − log t انتخاب با ،(١٩) نامساوی از کاربردی عنوان

نمودند

Θ(Ã, B̃) :=

n∑
i=۱

A
۱
۲
i log

(
A

۱
۲
i B

−۱
i A

۱
۲
i

)
A

۱
۲
i ,

10perspective function 11operator Kullback-Leibler functional
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که کردند ثابت سپس و
n∑

i=۱
A

۱
۲
i log

(
A

۱
۲
i B

−۱
i A

۱
۲
i

)
A

۱
۲
i

(
n∑

i=۱
Ai

)۱
۲

log

( n∑
i=۱

Ai

)۱
۲
(

n∑
i=۱

Bi

)−۱( n∑
i=۱

Ai

)۱
۲
( n∑

i=۱
Ai

)۱
۲

.

کردند. مطرح را عملگری آنتروپی از زیر تعمیم [٢۵] در مرصعی و میرزاپور مصلحیان،
تعریف زیر صورت به Sf

q (A|B) عملگر ،f عملگری یکنوای تابع یک و q حقیقی عدد یک ،B > ۰ و A > ۰ برای
می کنیم

Sf
q (A|B) = A

۱
۲
(
A−۱

۲BA−۱
۲
)q

f
(
A−۱

۲BA−۱
۲
)
A

۱
۲ .

،f(t) = log t برای که می کنیم یادآوری

Sf
۰(A|B) = A

۱
۲ log

(
A−۱

۲BA−۱
۲
)
A

۱
۲ = S(A|B)

می شود تعریف زیر صورت به A♮qB عملگر q حقیقی عدد هر و B > ۰ و A > ۰ برای است. عملگری نسبی آنتروپی

A♮qB := A
۱
۲
(
A−۱

۲BA−۱
۲
)q

A
۱
۲

از عبارتست و می شناسیم B و A از توانی p-میانگین عنوان به را آن که است، A♯pB بر منطبق A♮pB ،p ∈ [۰,۱] برای و

A♯pB = A
۱
۲
(
A−۱

۲BA−۱
۲
)p

A
۱
۲ .

یک روی مثبت اکیدا عملگرهای از مرتب -تایی n ،B = (B۱, . . . , Bn) و A = (A۱, . . . , An) که کنیم فرض .٢ . ٩ تعریف
تعمیم شانون عملگری آنتروپی ،f : (۰,∞) → [۰,∞) عملگری یکنوای تابع یک و q ∈ R برای باشند. H هیلبرت فضای

از عبارتست یافته

(٢٠) Sf
q (A|B) :=

n∑
j=۱

Sf
q (Aj |Bj) .

عملگری نسبی آنتروپی نامساوی ،A,B > ۰ و f(t) = log t ،q = ۰ برای که می کنیم یادآوری
هر برای که است جالب نکته این به اشاره می آوریم. بدست را Sf

۰(A|B) = A
۱
۲ log

(
A−۱

۲BA−۱
۲
)
A

۱
۲ = S(A|B)

.S۱(A|B) = −S(B|A) بویژه ،Sq(A|B) = −S۱−q(B|A) ،q حقیقی عدد
نمودند. ارائه زیر صورت به Sf

q (A|B) برای پایینی و بالا کران های ،[١٠] ایده از استفاده با مقاله این در

عملگری مقعر f و
∑n

j=۱Aj =
∑n

j=۱Bj = ۱H هرگاه باشند. ٢ . ٩ تعریف همانند B و A ،f کنیم فرض .٢ . ١٠ قضیه
،t۰ > ۰ ثابت حقیقی عدد هر و p ∈ [۰,۱] هر برای آن گاه باشد،

f

 n∑
j=۱

(Aj♮p+۱Bj) + t۰

۱H −
n∑

j=۱
Aj♮pBj

− f(t۰)

۱H −
n∑

j=۱
Aj♮pBj


≥ Sf

p (A|B) ,(٢١)
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،t۰ > ۰ ثابت حقیقی عدد هر و p ∈ [۲,۳] هر برای و

−f

 n∑
j=۱

(Aj♮p−۱Bj) + t۰

۱H −
n∑

j=۱
Aj♮pBj

+ f(t۰)

۱H −
n∑

j=۱
Aj♮pBj


≤ Sf

p (A|B) .(٢٢)

شود. مراجعه [٢۵] به بیشتر جزئیات دیدن برای که کرد اشاره زیر مورد دو به می توان قضیه، این نتایج از

که چنان باشد H هیلبرت فضای روی مثبت اکیدا عملگرهای از دنباله ای A۱, . . . , An ∈ B(H) کنیم فرض .٢ . ١١ نتیجه
آن گاه .

∑n
j=۱Aj = ۱H

log

 n∑
j=۱

A−۱
j

 ≥ (log n)۱H − ۱
n
log

 n∑
j=۱

Aj

 . (٢٣)

که باشند مثبتی وارون پذیر عملگرهای A۱, . . . , An ∈ B(H) که کنیم فرض عملگری). آنتروپی (نامساوی ٢ . ١٢ نتیجه
آن گاه .

∑n
j=۱Aj = ۱H

−
n∑

j=۱
Aj logAj ≤ (log n)۱H .

تسالیس عملگری نسبی آنتروپی .٣

است شده تعریف زیر صورت به [٢٨] در تسالیس١٢ آنتروپی ،p(x) احتمال توزیع هر برای

(٢۴) Sλ(X) = −
∑
x

p(x)λ logλ p(x)

که دید می توان براحتی .logλ(x) := xλ−۱
λ از عبارتست λ-لگاریتم تابع ،λ ̸= ۰ و x نامنفی حقیقی عدد هر برای آن در که

به همگرا ،λ → ۰ وقتی و است S۱(X) := −
∑

x p(x) log p(x) شانون آنتروپی از پارامتری توسیع یک تسالیس آنتروپی
.[١] شدند داده توسعه آماری مکانیک در اساسا تسالیس، نوع آنتروپی های روی بنیادی مطالعه می باشد. S۱(X)

دهیم. ارائه عددی شکل در تسالیس آنتروپی و شانون آنتروپی بین مقایسه ای نمودار، ارائه با می کنیم سعی مثال این در .٣ . ١ مثال
از عبارتست

∑n
j=۱ aj = ۱ که a۱, . . . , an > ۰ مقادیر از شانون آنتروپی می دانیم

H(a۱, . . . , an) = −
n∑

j=۱
aj log aj ,

از عبارتست فوق مقادیر از تسالیس آنتروپی و

Sα(a۱, . . . , an) =
۱

α− ۱

۱−
n∑

j=۱
aαj

 ,

برابر α → ۱ وقتی آن حد اما است نشده تعریف Sα(a۱, . . . , an) باشد، α = ۱ که حالتی در .α ̸= ۱ و α > ۰ آن در که
.[٢٢] گرفت نظر در شانون آنتروپی از تعمیمی عنوان به می توان را تسالیس آنتروپی بنابراین است. H(a۱, . . . , an)

12Tsallis
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است. شده رسم شانون آنتروپی و α از منفی و مثبت مقدار چند برای تسالیس آنتروپی نمودار ترتیب به ٢ و ١ شکل در
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α از منفی و مثبت مقدار چندین برای تسالیس آنتروپی نمودارهای :١ شکل

شانون آنتروپی نمودار :٢ شکل

.[٩ ،٣٠] می کنیم تعریف زیر صورت به را تسالیس عملگری نسبی آنتروپی

،۰ < λ ≤ ۱ و B > ۰ ،A > ۰ برای .٣ . ٢ تعریف

Tλ(A|B) =
A

۱
۲
(
A−۱

۲BA−۱
۲
)λ

A
۱
۲ −A

λ

می شود. نامیده B و A بین تسالیس عملگری نسبی آنتروپی
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نوع عملگری نامساوی همچنین و می دهیم ارائه را تسالیس عملگری نسبی آنتروپی از اساسی خاصیت چندین بخش، این در
می کنیم. بیان را آن از معکوسی و مطرح را شانون

می باشد زیر خواص دارای Tλ(A|B) تسالیس نسبی عملگری آنتروپی [۶] .٣ . ٣ گزاره
.Tλ(αA|αB) = αTλ(A|B) ،α مثبت عدد هر برای (همگنی) (الف)

.Tλ(A|B) ≤ Tλ(A|C) آن گاه ،B ≤ C هرگاه (یکنوایی) (ب)

است. مقعر تواما و ابرجمعی Tλ(A|B) علاوه براین، شده اند. داده نشان [۶] در کلی نتایج که کنیم توجه

برقرارند. زیر گزاره های [۶] .۴ . ٣ گزاره
.Tλ(A۱ +A۲|B۱ +B۲) ≥ Tλ(A۱|B۱) + Tλ(A۲|B۲) جمعی) (ابر (الف)

.Tλ(αA۱ + βA۲|αB۱ + βB۲) ≥ αTλ(A۱|B۱) + βTλ(A۲|B۲) توام) (تقعر (ب)

فضای روی مثبت اکیدا عملگرهای از دنباله دو B = (B۱, . . . , Bn) و A = (A۱, . . . , An) کنیم فرض [٣٠] .۵ . ٣ قضیه
آن گاه ،

∑n
j=۱Aj =

∑n
j=۱Bj = ۱H هرگاه باشند. H هیلبرت

۰ ≥
n∑

j=۱
Tλ(Aj |Bj) ≥

(∑n
j=۱AjB

−۱
j Aj

)−λ
− ۱H

λ
.

ارائه زیر در ۵ . ٣ قضیه از نتیجه ای همانند [١٠] فوروتا توسط آن معکوس و شانون نامساوی از عملگری نسخه همچنین
می شود.

روی مثبت اکیدا عملگرهای از دنباله دو B = (B۱, . . . , Bn) و A = (A۱, . . . , An) کنیم فرض .([١٠] (فوروتا ۶ . ٣ نتیجه
آن گاه ،

∑n
j=۱Aj =

∑n
j=۱Bj = ۱H هرگاه باشند. H هیلبرت فضای

۰ ≥
n∑

j=۱
A

۱
۲
j log

(
A

−۱
۲

j BjA
−۱

۲
j

)
A

۱
۲
j ≥ − log

 n∑
j=۱

AjB
−۱
j Aj

 .

ببینید. را [٣٠] عملگری نسبی آنتروپی از کلی حالت برای می باشد. [١٠] در ۴.۲ نتیجه از قسمتی ۶ . ٣ نتیجه واقع در
کردند: تعریف زیر صورت به منفی پارامترهای برای را تسالیس نسبی عملگری آنتروپی [٨] سئو و فوجی ٢٠١۶ سال در

یکنواخت طور به ϵ ↘ ۰ برای A♮λ(B+ ϵ)−A که آن جا از باشد. λ ∈ [−۱,۰) و مثبت عملگرهای B و A کنید فرض
تسالیس نسبی عملگری آنتروپی که می کند ایجاب این است، صعودی

Tλ(A|B + ϵ) =
A♮λ(B + ϵ)−A

λ
,

صورت به می توان را منفی پارامترهای با تسالیس نسبی عملگری آنتروپی صورت این در باشد. نزولی یکنوا طور به ϵ ↘ ۰ برای
کرد تعریف زیر

Tλ(A|B) = s- lim
ϵ↓۰

Tλ(A|B + ϵ) ,

نمودند: بیان نیز را زیر جالب نتایج [٨] در سئو و فوجی همچنین باشد. موجود عملگری قوی حد آن که بر مشروط

باشند. مثبت عملگرهای B و A کنید فرض .٣ . ٧ قضیه
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٨–٧١۴ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ریاضی، در آنتروپی بر مروری

آن گاه باشد، موجود Tλ(A|B) λای، ∈ [−۱,۰) برای اگر (الف)

Tλ(A|B) ≤ A۱−λ −A

λ
+A۱−λ logλ ∥B∥ .

λ ∈ [−۱,۰) هر برای که می کند ایجاب A ≤ cB cای، > ۰ برای (ب)

Tλ(A|B) ≥ (۱− c)A .

که دادند نشان باشد، موجود λای ∈ [−۱,۰) برای Tλ(A|B) و مثبت عملگرهای B و A این که فرض با ادامه در همچنین
باشد. B ≥ (≤)A اگر تنها و اگر Tλ(A|B) ≥ (≤)۰

در عملگری نسبی آنتروپی با را منفی پارامترهای برای تسالیس نسبی عملگری آنتروپی رابطه مقاله، این در سئو و فوجی
کردند. بیان زیر فضیه

آن گاه باشد، موجود Tλ۰(A|B) λ۰ای، ∈ [−۱,۰) برای و بوده مثبت عملگرهای B و A کنید فرض .٣ . ٨ قضیه

Tλ(A|B) ↗ S(A|B) برای λ۰ ≤ λ ↗ ۰

می باشد. (١۴) در شده تعریف عملگری نسبی آنتروپی S(A|B) آن در که

نتیجه گیری و بحث .۴

بود. آن عملگری و ماتریسی و عددی شکل های آنتروپی، مفهوم با کلی آشنایی هدف با کردیم مرور مختصر این در که آنچه
منابع به باید آنتروپی، زمینه در آنها اثبات همراه به دقیقتر و بیشتر مطالب دیدن برای بود شده اشاره مقاله متن در که همانگونه
کد و اطلاعات نظریه زمینه در مفهوم این از بیشتری کاربردهای دیدن برای همچنین نمود. مطالعه را آنها و مراجعه شده گفته
در پژوهش به علاقمند دانشجویان برای رهنمودی مقاله این امیدوارم شود. مراجعه [٣٢ ،٣١ ،٢۵ ،١٨ ،١٢ ،۴] منابع به گذاری

باشد. زمینه این

وقدردانی تشكر .۵

باشد. داشته را تشکر کمال محترم داور پیشنهادی و اصلاحی نظرات از می داند وظیفه خود بر مولف
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رياضی دبیری رشته كارشناسی مقطع وارد ١٣٧٢ سال در وی است. زنجان شهر در ١٣۵۴ ماه شهریورماه ٣٠ام متولد مرصعی علی
تکمیلی تحصیلات دانشگاه در تابعی آنالیز گرایش محض رياضی رشته ارشد كارشناسی مقطع وارد ١٣٧۶ سال در و زنجان دانشگاه
فرض دکتر آقایان راهنمایی تحت عملگرها نظریه گرایش در را خود ریاضی دکتری دوره ١٣٨٧ سال در وی شد. زنجان پایه علوم
گروه علمی هیات عضو هم اکنون وی نمود. دفاع خود رساله از ١٣٩١ آذرماه در و شروع مصلحیان صال محمد دکتر و میرزاپور اله

می باشد. زنجان دانشگاه ریاضی

٨۴

http://ee.stanford. edu/~gray/it.html

	1. آنتروپی عددی
	2. آنتروپی عملگری
	3. آنتروپی نسبی عملگری تسالیس
	4. بحث و نتیجه‌گیری
	5. تشكر وقدردانی
	مراجع

