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کاربرد تا نظریه از کسری حسابان

اکرمͬ محمدحسین

شباهت ها آن ها، بر حاکم روابط و کسری انتگرال و مشتق تعریف شامل کسری حسابان معرفͬ به ابتدا مقاله، این در چͺیده.
از کاربردهایی سپس ͬ پردازیم. م کسری انتگرال و مشتق هندسͬ تعبیر و ͷکلاسی حسابان با کسری حسابان تفاوت های و

ͬ دهیم. م ارائه را کسری دیفرانسیل معادلات و کسری حسابان

مقدمه .١

حسابان موضوعات با بیش و کم مهندسͬ، و علوم زمینه های در اخیر دهۀ چند در یافته انتشار مقالات در جستجو با
نظری زمینۀ در هم مقالات این ͬ کنیم. م برخورد نوع، این از مفاهیمͬ و کسری مشتقات با دیفرانسیل معادلات کسری،
کتاب های کنون تا داده اند. اختصاص خود به را تحقیقات از توجهͬ قابل سهم و دارند وجود کاربردی زمینه در هم و
انتگرال و مشتق نویسندگان از برخͬ .[١٧ ،١۴ ،۶] شده اند تألیف کاربردی و نظری جنبه های با زمینه این در نیز متعددی
و کنفرانس علاوه براین برسانند. اثبات به را خود ادعای کرده اند سعͬ و کرده معرفͬ ͷکلاسی مفاهیم از تعمیمͬ را کسری
نیز زمینه این در تخصصͬ مجلۀ چندین همچنین و ͬ شود م برگزار سالانه کسری حسابان موضوع با تخصصͬ سمینارهای
از مهندسͬ حتͬ و پایه علوم در موضوع این که است این بیانگر موارد این همۀ ͬ پردازند. م عناوین این با مقالات انتشار به
کسری حسابان اولیۀ مفاهیم با کشورمان محققان که است این مقاله این نگارش از هدف است. برخوردار خوبی جایͽاه
مختصر تاریخچه ای ،٢ بخش در که است صورت این به مقاله این کلͬ ساختار شوند. آشنا آن کاربردهای از گوشه ای و
را کسری مشتق و انتگرال نظری جنبه های ،٣ بخش در ͬ کنیم. م بیان را کسری حسابان مفاهیم پیشرفت و شͺل گیری از
معرفͬ را کسری حسابان از کاربردهایی آخر بخش در نهایت در و ͬ کنیم. م ارائه را آن ها از هندسͬ تعبیر و کرده بررسͬ

ͬ کنیم. م

تاریخچه .٢

معمولͬ حسابان زمان همان از کسری حسابان ایدۀ دارد. قدمت سال ٣٠٠ از بیش که است موضوعͬ کسری حسابان
سال در نخستین بار بود. یافته گسترش بیستم قرن از قبل تا آن به مربوط نظریه های بیشترین و آمده وجود به (ͷکلاسی (یا
او نظر و نوشت نامه ای لایبنیتس به هوپیتال زمان آن در واقع در کردند. مطرح هوپیتال٢ و لایبنیتس١ را موضوع این ١۶٩۵

. کسری مشتق ͬͺفیزی تعبیر کسری، انتگرال و مشتق کسری، حسابان کلیدی. کلمات و عبارات
. ١٣٩۶/٠٧/٣٠ پذیرش: تاریخ ١٣٩۵/٠٨/٢۴ دریافت: تاریخ
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ͬ شود، م تناقض به منجر موضوع این » نوشت: او به پاسخ در لایبنیتس شد. جویا ١
٢ صحیح غیر مرتبۀ با مشتق درمورد را

باعث لایبنیتس توسط شده طرح سؤال بود. کسری حسابان تولد این و آمد» خواهد به دست آن از مفیدی نتایج بعد ها اما
در نمود. جلب خود به را اویلر٣ توجه موضوع این ١٧٣٠ سال در کنند. دنبال را موضوع این زیادی افراد بعد به آن از شد
صورت به ͬ توان م را dxn به dnp کسر باشد. x از تابعͬ p و مثبت صحیح عدد ͷی n اگر » که کرد بیان اویلر زمان آن
بود. پرداخته کسری حسابان به غیرمستقیم طور به دیفرانسیلͬ، عملͽر مطالعۀ با لاگرانژ۴ ،١٧٧٢ در نمود». بیان جبری
دلخواه مرتبه از مشتق مفهوم اولین ١٨١٩ در و نمود تعریف انتگرال وسیلۀ به را کسری مشتق ͷی لاپلاس۵ ١٨١٢ در
عملͽر وی بود. ١٨٢٢ سال در فوریه٧ نمود، معرفͬ را دلخواه مرتبۀ از مشتق که بعد نفر شد. معرفͬ لاکروا۶ توسط
عملͽر مفهوم زیادی محققان و دانشمندان اگرچه نمود. تعریف f(x) تابع از انتگرالͬ نمایش اساس بر را خود کسری
را خود مطالعات لیوویل٩ بود. ١٨٢٣ سال در آبل٨ برد کار به را کسری عملͽر که کسͬ اولین اما دادند، ارائه را کسری
حل را کسری مشتق با دیفرانسیل معادلات کرد تلاش که بود کسͬ اولین وی کرد. آغاز کسری حسابان روی بر ١٨٣٢ در
لتنیͺف١١ ١٨٧٢ تا ١٨۶٨ سال های بین داد. انجام مطالعاتͬ کسری عملͽرهای زمینۀ در نیز گرونوالد١٠ ١٨۶٧ در کند.
انتگرال مفهوم وی ͬ داد م نشان که شد منتشر ریمان١٢ از مقاله ͷی ١٨٩٢ در نوشت. کسری حسابان زمینه در مقاله چند
انتگرال و کرده یͺسان سازی را لیوویل و ریمان توسط آمده بدست نتایج کروگ١٣ و گرونوالد است. برده کار رابه کسری
یعنͬ بیستم قرن اوایل در ͬ رود. م کار به نام همین با هنوز امروزه که کردند، معرفͬ ریمان‐لیوویل نام به را مشتقͬ و
نام به شخصͬ گرفت. صورت زمینه این در مختلف دانشمندان توسط زیادی تلاش های ١٩٧٠ تا ١٩٠٠ سال های بین
از کاپوتو مشتق نام با امروزه که نمود معرفͬ را جدیدی مشتق ریمان‐لیوویل فرمول بازنویسͬ از استفاده با کاپوتو١۴
سمͺو١۶، هاردی١۵، از: عبارتند کرده اند کار موضوع این روی بر دوره این در که ذکری قابل افراد ͬ شود. م استفاده آن
کتاب های و مقالات همچنین و کرده مطالعه زمینه این در زیادی افراد نیز کنون تا ١٩٧٠ از بلیر١٩. ریس١٨، ویل١٧،
· · · و پودلُبن٢۵ͬ راس٢۴، کیلباس٢٣، میلر٢٢، اولدهام٢١، اسپانیر٢٠، به ͬ توان م راستا این در گذاشته اند. برجای مفیدی
مطالعه برای است. پودلبنͬ و کیلباس راس، و میلر کتاب های کسری حسابان مطالعه برای مرجع بهترین نمود. اشاره

کنید. مراجعه [٢٠] به کسری حسابان تاریخ از جامع تری

کسری انتگرال و مشتق مفاهیم .٣

صورت به را تابع ͷی مشتقات و n‐گانه انتگرال های نامتناهͬ دنبالۀ اگر

. . . ,

∫ t

a

∫ t٢

a
f(t١)dt١dt٢,

∫ t

a
f(t١)dt١, f(t),

df(t)

dt
,
d٢f(t)

dt٢ , . . .

ͷی صورت به α دلخواه مرتبۀ از انتگرال) (و مشتق داریم. را f تابع روی عملͽرها از گسسته ای دنباله ˄ بͽیریم، نظر در
باشد، منفͬ α اگر که است ذکر به لازم ͬ شود. م داده نمایش aD

α
t f(t) نماد با و تعریف دنباله این برای درونیاب عملͽر

ͬ نامیم. م کسری انتگرال را عملͽر

3Euler 4Lagrange 5Laplace 6Lacroix 7Fourier 8Abel 9Liouville 10Grünwald 11Letnikov 12Riemann 13Krug 14Caputo
15Hardy 16Samko 17Weyl 18Riesz 19Blair 20Spanier 21Oldham 22Miller 23Kilbas 24Ross 25Podlubny
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به است. شده گرفته ریمان‐لیوویل n‐گانۀ انتگرال همان از کسری انتگرال تعریف ایدۀ کسری. انتگرال .٣ . ١
داریم n ∈ N برای دیͽر، ∫عبارت t

a

∫ tn

a

∫ tn−١

a
· · ·

∫ t٣

a

∫ t٢

a
f(t١)dt١dt٢ · · · dtn−١dtn =

١
(n− ١)!

∫ t

a
f(τ)(t− τ)n−١dτ.

صورت به α > ٠ دلخواه مرتبه از کسری انتگرال است. معروف کوشͬ فرمول به فوق فرمول

(١) aD
−α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
f(τ)(t− τ)α−١dτ, (t > a),

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به که است گاما تابع Γ(α) آن در که ͬ شود م تعریف

ضابطۀ با R\Z− دامنۀ بر گاما تابع .٣ . ١ تعریف

Γ(α) =

∫ ∞

٠
e−ttα−١dt,

ͬ شود: م نتیجه فوق رابطۀ از سادگͬ به است. طبیعͬ) اعداد (برای فاکتوریل تابع تعمیم تابع این ͬ شود. م تعریف

Γ(α+ ١) = αΓ(α).

ͬ دهند. م نشان aI
α
t نماد با را کسری انتگرال نویسندگان، از برخͬ که است ذکر به لازم .٣ . ٢ تذکر

ͬ کنیم. م بیان ادامه در را آن ها معروف ترین که دارد وجود متفاوتͬ تعریف های کسری مشتق برای

ͷکلاسی مشتق تعریف با گرونوالد‐لتنیͺف کسری مشتق تعریف برای گرونوالد‐ل˼تنیͺف. کسری مشتق .٣ . ٢
یعنͬ ͬ کنیم؛ م شروع صحیح) عدد مرتبه (از

f ′(t) = lim
h→٠

f(t+ h)− f(t)

h
,

صورت به دوم مشتق فرمول، این تکرار با

f ′′(t) = lim
h→٠

f ′(t+ h)− f ′(t)

h
= lim

h→٠

lim
h٠→١

f(t+ h+ h١)− f(t+ h)

h١
− lim

h٠→١

f(t+ h١)− f(t)

h١
h

,

داریم: h١ = h دادن قرار با ͬ شود.  م تعریف

f ′′(t) = lim
h→٠

f(t+ ٢h)− ٢f(t+ h) + f(t)

h٢ .

صورت به n مرتبه مشتق فرآیند، این تکرار با

(٢) dn

dtn
f(t) = lim

h→٠

١
hn

n∑
k=٠

(−١)k
(
n

k

)
f(t− kh),

آن در که ͬ آید م )به دست
n

k

)
=

n(n− ١)(n− ٢) · · · (n− k + ١)
k!

.
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صورت به α ∈ R+ هر برای ((٢) رابطۀ تعمیم عنوان (به گرونوالد‐لتنیͺف مشتق

(٣) GL
aD

α
t f(t) = lim

h→٠

١
hα

[ t−a
h

]∑
k=٠

(−١)k
(
α

k

)
f(t− kh)

آن در که ͬ شود م )تعریف
α

k

)
=

Γ(α+ ١)
k!Γ(α− k + ١)

.

مقدار محاسبه برای (٣) رابطۀ کنید. مراجعه [١٧] به (٣) رابطۀ آمدن به دست دقیق نحوۀ مورد در بیشتر جزئیات برای
است. مناسب بسیار توابع کسری مشتق عددی

گرونوالد‐ تعریف با معادل و پرکاربرد بسیار که مشتق از دیͽری تعریف ریمان‐لیوویل. کسری مشتق .٣ . ٣
صورت به (n− ١ ≤ α < n) α دلخواه مرتبۀ برای و ͬ شود م نامیده ریمان‐لیوویل مشتق است لتنیͺف

(۴) RL
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−١f(τ)dτ,

صورت به (١) کسری انتگرال اساس بر که ͬ شود، م تعریف

RL
aD

α
t f(t) =

dn

dtn
aD

−(n−α)
t f(t),

است. زیر به صورت تعریف این مهم خواص از برخͬ است. نوشتن قابل

•RL
aD

α
t (aD

−α
t f(t)) = f(t), n− ١ ≤ α < n.

• aD
−α
t (RL

aD
α
t f(t)) = f(t)−

n∑
j=١

[
RL
aD

α−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)α−j

Γ(α− j + ١)
, n− ١ ≤ α < n.

•RL
aD

α
t (x− a)β =

Γ(β + ١)
Γ(β − α+ ١)

(x− a)β−α.

•RL
aD

α
t (aD

−β
t f(t)) = RL

aD
α−β
t f(t).

• aD
−β
t (RL

aD
α
t f(t)) = aD

α−β
t f(t)−

n∑
j=١

[
RL
aD

α−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)β−j

Γ(β − j + ١)
, n− ١ ≤ α < n.

کنید. مراجعه [١٧] به بیشتر جزئیات برای

و نظری مسائل پیشرفت در مهمͬ بسیار نقش ریمان‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق کاپوتو. کسری مشتق .۴ . ٣
مشتقات با اولیه شرایط به ریمان‐لیوویل کسری مشتقات با معادلات حل چون اما است. داشته کسری حسابان محض
پیشرفت های به توجه با باشد. داشته چندانͬ رشد کسری معادلات حل در به ویژه کاربرد، در نتوانست است، نیاز کسری
که بود نیاز کسری مشتق از تعریف ͷی به پدیده ها، مدل سازی در کسری مشتقات از کاربردهایی یافتن و علوم جدید
مقاله در ١٩٧۶ سال در کاپوتو این رو از باشد. سازگار نیز مسئله ها اولیه شرایط با و کند مدل بندی را پدیده ها بهتر بتواند

صورت به را جدیدی کسری مشتق [۵] خود

(۵) C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−١f (n)(τ)dτ, n− ١ ≤ α < n,

کرد. معرفͬ
۶٢
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است. زیر صورت به کاپوتو و ریمان‐لیوویل کسری مشتق بین رابطۀ

RL
aD

α
t f(t) =

C
aD

α
t f(t) +

n−١∑
k=٠

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k + ١ − α)
, n− ١ ≤ α < n.

هم با مشتق تعریف دو آن گاه ،f (k)(a) = ٠ باشیم داشته k = ٠, ١, . . . , n− ١ برای اگر که ͬ شود م نتیجه فوق رابطۀ از
آورد. به دست را ریمان مشتق با کاپوتو مشتق خواص ارتباط ͬ توان م رابطه این از استفاده با این علاوه بر ͬ شوند. م برابر

کنید. مراجعه [٢٢ ،١٧ ،١۴ ،١٢] مراجع به تعریف ها این مورد در بیشتر جزئیات برای

کسری مشتق برای [١١ ،١٠] جوماریه تعریف و [١۵] میلر‐راس تعریف مانند نیز دیͽری تعریف های .٣ . ٣ تذکر
هستند. فوق تعریف سه همین آن ها پرکاربردترین و مهم ترین اما دارند. وجود

دیͽر به عبارت ͬ شوند. م ظاهر زیادی معادلات در کسری مشتقات کردیم. بیان مقدمه بخش در که همان طور
است. گرفته قرار توجه مورد بسیار نیز آن ها حل بنابراین ͬ شوند. م ظاهر مدل ها از بسیاری در کسری دیفرانسیل معادلات
عنوان به است. گرفته قرار استفاده مورد و یافته گسترش نیز کسری انتگرال و مشتق عملͽرهای روی بر عملیات نتیجه در
حل روش های جز به این، علاوه بر .[١٧ ،١۴] ͬ شود م تعریف نیز کسری انتگرال و مشتق از فوریه و لاپلاس تبدیل مثال
به را تحقیقات از مهمͬ بخش نیز معادلات این جواب های یͺتایی و وجود مورد در بحث کسری، دیفرانسیل معادلات

.[۶] است داده اختصاص خود

کسری حسابان هندسͬ تعبیر و جبری خواص .۴

جنبه ابتدا آن، (معمولͬ) ͷکلاسی مفاهیم برخلاف کسری انتگرال و مشتق شد، بیان تاریخچه بخش در که همان طور
خط شیب از ͷکلاسی مشتق مفهوم دیͽر عبارت به شد. یافته آن ها برای کاربردهایی سپس و شد پایه گذاری آن ها نظری
ابتدا کسری مشتق اما شد. منجر ریاضͬ تعریف ͷی به نهایت در و شروع ͷفیزی در سرعت مفهوم یا و هندسه در مماس
بخش، این در یافت. گسترش ریاضͬ محض تعریف ͷی عنوان به و شد مطرح معمولͬ مشتق از تعمیم ͷی صورت به

ͬ کنیم. م تقسیم هندسͬ و جبری دیدگاه بخش دو به را نظری دیدگاه

مشتق ͬͺفیزی یا و هندسͬ مفهوم به توجه بدون که است این اینجا در جبری دیدگاه از منظور جبری. خواص .١ . ۴
بپردازیم. متناظرشان ͷکلاسی مفاهیم با آن ها سازگاری و شده ارائه تعاریف خوش تعریفͬ بررسͬ به کسری، انتگرال و
جبری نظر از کسری انتگرال و مشتق که ͬ کنند م تأیید را مطلب این تماماً شده اند ذکر مقاله این در حال به تا که مطالبی
عدد ͷی را انتگرال و مشتق مرتبۀ فوق، تعاریف در وقتͬ دیͽر عبارت به هستند. ͷکلاسی انتگرال و مشتق از تعمیمͬ
بوده تعریف خوش شده تعریف مشتق های یعنͬ داشت. خواهیم را ͷکلاسی تعاریف همان دقیقاً کنیم، انتخاب صحیح
برای درونیاب صورت به کسری انتگرال و مشتق مفاهیم شد بیان بالا در چنان چه زیرا دارند. بر در را قبل مفاهیم کاملا́ و

داریم: n طبیعͬ عدد برای دیͽر عبارت به شدند. تعریف ͷکلاسی انتگرال و مشتق عملͽرهای

GL
aD

n
t = RL

aD
n
t = C

aD
n
t =

dn

dtn
.

است. واضح نیز کسری انتگرال برای نتیجه گیری این کوشͬ فرمول به توجه با
۶٣



۵٩–۶٩ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اکرمͬ، ح. م.

بیان ͷکلاسی حسابان از تعمیمͬ عنوان به کسری حسابان از نیز را دیͽری مفاهیم و گذاشته فراتر را پا ͬ توانیم م
این نمایی تابع ویژگͬ جالب ترین دارد. ͷکلاسی حسابان در مهمͬ بسیار نقش نمایی، تابع ͬ دانیم م که همان طور کنیم.
صورت به که است میتگ‐ل˼فل˼ر٢۶ تابع کسری حسابان در نمایی تابع تعمیم است. برابر تابع خود با آن مشتق که است

(۶) Eα(x) =

∞∑
k=٠

xk

Γ(αk + ١)
,

داریم: کسری مشتق خاصیت به توجه با .Eα(٠) = ١ همچنین و E١(x) = ex که است واضح ͬ شود. م تعریف

RL
aD

α
t Eα(x) = Eα(x).

تابع اندازه به کسری حسابان در تابع این که گفت ͬ توان م جرئت به .[١٢ ،١٧] دارد نیز دیͽری جالب خواص تابع این
ظاهر کسری مشتقات با دیفرانسیل معادلات از برخͬ جواب در مثال، عنوان به دارد. اهمیت ͷکلاسی حسابان در نمایی

.[٩] دارد وجود آن کاربردهای و تابع این عنوان با نیز کتاب ͷی .[١٧ ،١] ͬ شود م
نیز کسری مشتقات خواص داریم انتظار شدیم آشنا جبری) نظر (از کسری مشتق مفهوم با مختصر به طور که حال
به سادگͬ ͬ توان نم ولͬ شده، انجام زمینه این در زیادی کارهای حال به تا هرچند باشد. ͷکلاسی مشتق خواص از تعمیمͬ

یعنͬ است خطͬ خاصیت دارای کسری مشتق مثال عنوان به داد. تعمییم کلͬ حͺم ͷی با را آن ها خواص همۀ

aD
α
t (c١f(t) + c٢g(t)) = c١aD

α
t f(t) + c٢aD

α
t g(t).

یعنͬ نیست، برقرار ͷکلاسی حالت مانند لایبنیتس) (قاعدۀ توابع ضرب مشتق خاصیت اما

aD
α
t (f(t)g(t)) ̸=

∞∑
k=٠

(
α

k

)
g(k)(t)f (α−k)(t).

تعمیم کسری مشتق اگرچه که ͬ گیریم م نتیجه فوق بحث از است. آمده به دست [١٧ ،١۴] در لایبنیتس قاعدۀ نظیر رابطۀ
برخͬ در شود باعث ͷکلاسی مشتق مشابه خواص وجود عدم است ممͺن اما است. ͷکلاسی مشتق از کلͬ حالت یا و
ͷکلاسی و کسری مشتق بین ارتباط هایی چنین وجود دیͽر، عبارت به یا نباشیم. کسری مشتق از استفاده به قادر موارد
حسابان زمینه در زیادی کتاب های خوشبختانه کنیم. برخورد احتیاط با کسری مشتق به کارگیری در که ͬ شود م باعث
پرداخته اند. کسری انتگرال و مشتق تحلیل و تجزیه و بررسͬ به که است شده نوشته کسری دیفرانسیل معادلات و کسری

کنید. مراجعه [١٧ ،١۴ ،١٢ ،۶] کتاب های به ͬ توانید م بیشتر مطالب کردن دنبال برای

خط شیب با مشتق مفهوم و منحنͬ زیر سطح با معین انتگرال مفهوم ،ͷکلاسی حسابان در هندسͬ. تعبیر .٢ . ۴
آیا دارد؟ وجود نیز کسری حسابان در تعابیر این که است این سؤال حال ͬ شود. م تعبیر بˀعد) دو (در منحنͬ بر مماس

نه؟ یا کرد ارائه را تعابیر این از تعمیمͬ ͬ توان م
اما بیابند، آن برای پاسخͬ کرده اند سعͬ آن ها از بسیاری و گرفته قرار ͬ دانان ریاض توجه مورد دیرباز از سؤالات این
انتگرال از ͬͺفیزی و هندسͬ تعبیر ͷی [١٨] خود مقالۀ در پودلبنͬ ٢٠٠٢ سال در اینکه تا بود بی فایده تلاش ها تقریباً

است: زیر شرح به وی کار ایدۀ داد. ارائه کسری

26Mittag-Leffler
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۵٩–۶٩ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کاربرد، تا نظریه از کسری حسابان

α مرتبه از کسری انتگرال

(٧) ٠I
α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

٠
f(τ)(t− τ)α−١dτ, t ≥ ٠,

شͺل به را آن و بͽیرید نظر در را

٠I
α
t f(t) =

∫ t

٠
f(τ)dgt(τ),(٨)

gt(τ) =
١

Γ(α+ ١)
{tα − (t− τ)α}.(٩)

صورت این در ،τ١ = kτ و t١ = kt دهیم قرار اگر واقع در دارد. جالبی مقیاس تغییر خاصیت gt(τ) تابع بنویسید.

(١٠) gt١(τ١) = gkt(kτ) = kαgt(τ).

ͬ شود. م استیل یس٢٧ انتگرال ͷی (٨) رابطۀ سادگͬ به صورت این در بͽیریم. نظر در ثابت را t متغیر (٨) انتگرال در اگر
در ͬ کنیم. م رسم ٠ ≤ τ ≤ t برای را gt(τ) تابع (τ, g) صفحه در بͽیرید. نظر در f و g ،τ را مختصات محورهای حال
سه فضای در خط ͷی حصار بالایی لبه این بنابر سازیم، مͬ f(t) متغیر ارتفاع با حصار٢٨ ͷی آمده دست به منحنͬ طول

است. ٠ ≤ τ ≤ t ،(τ, gt(τ), f(τ)) پارامتری ضابطۀ با بˀعدی

.α = ٠٫ ٧۵ و ٠ ≤ t ≤ ١٠ ،f(t) = t+ ٠٫ ۵ sin t برای ٠I
α
t f(t) و ٠I

١
t f(t) آن: سایه های و «حصار» :١ شͺل

ببینید): را ١ (شͺل شود تصویر سطح دو بر ͬ تواند م حصار این

است. زیر انتگرال مقدار با متناظر (τ, f) صفحۀ بر حصار این تصویرشدۀ  ناحیۀ مساحت الف)

(١١) ٠I
١
t (t) =

∫ t

٠
f(τ)dτ, t ≥ ٠.

انتگرال مقدار همان یا (٨) انتگرال مقدار با متناظر (g, f) صفحۀ روی حصار تصویرشدۀ ناحیۀ  مساحت ب)
است. (٧) کسری

27Stieljes 28fence
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۵٩–۶٩ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اکرمͬ، ح. م.

منحنͬ زیر «مساحت عنوان به که (τ, f) دیوار روی آن ها، از ͬͺی ͬ اندازد. م دیوار دو روی سایه دو حصار دیͽر، عبارت به
تعبیر که ،(g, f) دیوار روی بر سایه دیͽری، و است. (١١) انتگرال استاندارد هندسͬ تعبیر که ͬ شود م شناخته «f(τ)

است. ثابت t ͷی برای (٧) کسری انتگرال هندسͬ
معین انتگرال که ͬ دهد م نشان این هستند. مساوی «سایه» دو هر و gt(τ) = τ ،α = ١ برای که است واضح

است. هندسͬ تعبیر نظر از حتͬ کسری انتگرال از خاص حالت ͷی ͷکلاسی
بهتر، عبارت به ͬ کند. م تغییر هم زمان صورت به نیز حصار ͬ کند م تغییر t وقتͬ اما گرفتیم. نظر در ثابت را t تاکنون
ͬ کند م تغییر حصار با هم زمان به طور که (g, f) روی «سایه» تغییر اگر ͬ کند. م تغییر آن شͺل مشخص مفهوم به و آن طول
t از تابعͬ عنوان به (٧) کسری انتگرال از ͷدینامی هندسͬ تعبیر ͷی دراین صورت کنیم، دنبال را ببینید)، را ٢ (شͺل

داریم.

٠ ≤ t ≤ ١٠ f(t)و = t+٠٫ ۵ sin t ،α = ٠٫ ٧۵ ،٠I
α
t f(t) برای «حصار» تغییر از «سایه» تغییر لحظه ای تصویر :٢ شͺل

لحظه ای. تصویر هر بین ∆t = ٠٫ ۵ زمانͬ بازه با

تعبیر تاکنون اما بپردازد، نیز مشتق برای ͬͺفیزی تعبیر ͷی ارائۀ به [١٨] خود مقاله در کرده سعͬ پودلبنͬ چه اگر
کسری مشتق که داد نشان ͬ توان م ترسیمͬ) (یا هندسͬ روش های با اما است. نشده ارائه مشتق برای مستدلͬ هندسͬ
خاص بازۀ ͷی در α مشتق مرتبه برای را آن ها کسری مشتق و توابع شͺل اگر یعنͬ است. ͷکلاسی مشتق از تعمیمͬ
مفهوم این بتوانیم که این برای ͬ شود. م تشͺیل هموار رویه ͷی معمولا˟ که کرد خواهیم مشاهده کنیم، رسم را [٠, ١] مثلا́

ͬ کنیم. م مطرح ساده مثال ͷی ببینیم شهودی به طور را

شͺل در و کرده حساب عددی صورت به ٠ ≤ α ≤ ١ به ازای t ∈ [٠, ٢π] برای را sin t تابع کسری مشتق .١ . ۴ مثال
sin t تابع اول مشتق یعنͬ cos t تابع α = ١ مقدار در و sin t تابع خود α = ٠ مقدار در شͺل این در داده ایم. نشان  ٣
کسری مشتق که است مفهوم بدین که آمده، به وجود پیوسته سطح ͷی منحنͬ دو این بین این علاوه بر ͬ شود. م مشاهده

دارد. را ͷکلاسی مفهوم همان ͷی و صفر نقاط در و شده تعریف پیوسته به طور ͷی تا صفر مرتبه از
۶۶



۵٩–۶٩ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کاربرد، تا نظریه از کسری حسابان
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.t ∈ [٠, ٢π] و ٠ ≤ α ≤ ١ برای ٠D
α
t sin t محاسبۀ :٣ شͺل

کسری مشتق از کاربردهایی .۵

به ویژه کسری حسابان مورد در را زیادی کاربردهای ͬ توان م شده اند منتشر اخیر سال های در که مقالاتͬ به نگاهͬ با
طبیعͬ پدیده های کسری مشتقات که هستند باور این بر نویسندگان از بسیاری نمود. مشاهده کسری دیفرانسیل معادلات
در است. سازگارتر واقعیت با معادلات در کسری مشتق از استفاده اینکه یا و ͬ کنند م مدل بندی ͷکلاسی مشتق از بهتر را

ͬ کنیم. م فهرست را کسری حسابان از کاربردهایی نمونه عنوان به اینجا
زبان به را انتگرال معادلات ͬ توان م یعنͬ کرد. استفاده انتگرال معادلات حل در ͬ توان م کسری مشتق نظریه از (١)

انتگرالͬ معادله بخواهیم کنید فرض نمونه عنوان به نمود. حل را آن ها و نوشت کسری ∫معادلات t

٠

ϕ(τ)

(t− τ)١−α
dτ = f(t), t > ٠, ٠ < α < ١,

دیفرانسیل معادله ͷی صورت به را معادله این ͬ توان م کسری انتگرال تعریف از استفاده با کنیم. حل را
صورت به کسری

٠D
−α
t ϕ(t) = Γ(α)f(t),

.[١٧ ،١۴] ͬ شود م حل کسری معادلات در معمول های روش با معادله این که نوشت،
و مایع ساختار بین چسبناک تعاملات توصیف برای کسری حسابان که دادند نشان [٢١] همͺارانش و س˼با (٢)
انسان اسفنجͬ استخوان در صوت مافوق امواج انتشار مدل برای کسری معادلات از آن ها است. مناسب جامد

کردند. استفاده
روش با آن ها روش کردند. مدل سازی کسری حسابان از استفاده با را گفتار سیͽنال های [۴] احمد و اساله (٣)
با آن ها است. تضاد در است، صحیح مرتبۀ از مدل های پایۀ بر که ٢٩(LPC) خطͬ پیش بینͬ کدگذاری
پایه، توابع عنوان به کسری انتگرال های از کمͬ تعداد گرفتن نظر در با که دادند نشان عددی شبیه سازی

ͬ شوند. م مدل بندی دقیق به طور گفتاری سیͽنال های
29Linear Predictive Coding
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۵٩–۶٩ (١٣٩۶) ۴ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه اکرمͬ، ح. م.

نتایج مقاله این در بردند. به کار سیالات ͷانیͺم در را کسری حسابان [١٣] خود مقالۀ در ل˼ی˂ج و کولیش (۴)
شده مقایسه دوم و اول استوکس مسائل برای تحلیلͬ نتایج با سیال سرعت و مرزی برشͬ تنش برای کسری

است. موجود تکنیͷ های از قدرتمندتر و ساده تر بسیار کسری روش که شده داده نشان و
مرتبۀ از جزئͬ مشتقات با معادلات از استفاده با را جمعیت زیستͬ مدل ͷی [١۶] همͺاران و ͬ الدین مح (۵)
کسری، مدل از استفاده با جمعیت تغییرات ͷدینامی روش های درک با آن ها دادند. قرار مطالعه مورد کسری

دادند. انجام جمعیتͬ مدل مورد در را ارزشمندی ͬ های پیش بین
· · · و ایدز سرطان، واگیردار، بیماری های مدل توصیف برای کسری معادلات از که موجودند زیادی مقالات (۶)

کنید. مراجعه آن ها در موجود مراجع و [١٩ ،٨ ،٧ ،٣ ،٢] به توانید مͬ نمونه عنوان به کرده اند. استفاده

کسری، مشتق است کافͬ است. شده آورده اینجا در نمونه عنوان به که است مقالات از کمͬ بسیار تعداد تنها فوق موارد
آشنا موضوع این زیاد بسیار کاربردهای با و کنید جستجو را قبیل این از کلیدواژه هایی و کسری دیفرانسیل معادلات

شوید.
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رشته كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٨۴ سال در وی است. ابرکوه شهر در ١٣۶۶ ماه اردیبهشت متولد اکرمͬ محمدحسین
(گرایش كاربردی رياضͬ رشته ارشد كارشناسͬ مقطع وارد ١٣٨٨ سال در و شد اصفهان صنعتͬ دانشͽاه كاربردی رياضͬ
رشتۀ در تخصصͬ دکترای مدرک اخذ به موفق ١٣٩٣ سال در سپس شد. اصفهان صنعتͬ دانشͽاه (ͬͺدینامی سیستم های
ریاضͬ علوم دانشͺدۀ استادیار حاضر، حال در وی شد. شیراز دانشͽاه از دیفرانسیل) معادلات (گرایش کاربردی ریاضͬ

است. یزد دانشͽاه
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