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کسری بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

دلخوش مهدی

مشخص خواص و نظم ها دارای بی نظمͬ حین در که هستند نامنظمͬ هندسͬ مفاهیم و شͺل ها توابع، فرکتال ها؛ چͺیده.
ریاضیات ͷکلاسی مباحث از استفاده با هستند خاصͬ ͬ های بی نظم دارای فرکتال ها که این دلیل به ͬ باشند. م مفیدی و
فرکتال ها، تحلیل تجزیه و بررسͬ جهت مفید بسیار ابزارهای از ͬͺی دلیل همین به نیستند، بررسͬ و بحث قابل راحتͬ به
مورد و بیان را آنها مهم نوع چند و خواص خصوص در و پرداخته فرکتال ها معرفͬ به مقاله، این در ͬ باشند. م کسری بˀعدهای
کسری، بˀعدهای خواص و مختلف تعاریف از بعضͬ بیان به و کسری بˀعدهای معرفͬ به راستا همین در و ͬ دهیم م قرار بحث
بسیار نتایج و داد قرار بحث و بررسͬ مورد را فرکتال ها ͬ توان م کسری بعدهای از استفاده با که دید خواهیم و ͬ پردازیم م نیز

آورد. به دست آنها خصوص در جالب

مقدمه .١

لاتین کلمه ی از بود نامنظم خیلͬ که هدفͬ شرح برای مندلبروت٢، توسط ١٩٧٧ سال در بار اولین ”فرکتال١“ کلمه ی
.[١] شد استفاده شͺستن، یعنͬ Fractus

موضوع این مورد در زیادی مطالب که هستند، ناصحیح بˀعدهای با چیزهایی یا مجموعه ها فرکتال ها، ساده؛ طور به
.[١٢ ،١١ ،١٠ ،٩ ،٨ ،٧ ،۶ ،۵ ،۴ ،٣ ،٢] دارد وجود

دارای که مجموعه هایی روی بحث هایی چند (هر است نامنفͬ صحیح عدد ͷی معمولا˟ پدیده، یا مجموعه ͷی بˀعد٣
تعریف شده، داده پدیده از کاملͬ تشخیص برای اعداد، مختصات به وسیله ی عمدتاً که است)، شده بیان هستند، منفͬ بˀعد
ͬ شود م سعͬ ͬ کند، م تعجب است، ناصحیح بˀعد دارای که پدیدهایی وجود امͺان درباره ی کسͬ وقتͬ بنابراین، ͬ شود. م

شود. بیان است، مختصات از مستقل که بˀعد از متفاوت تعریف ͷی
گرفته حجم، یا مساحت طول، اندازه ی از عمل در بˀعدها، برای ناصحیح و صحیح تعریف دو هر برای مستقیم درک
تعریف منظور به ͬ کنیم. م کفایت ساده مثال ͷی بیان به کسری، بˀعدهای تعاریف پایه ای ایده ی ساخت برای است. شده
این ͷکم به منحنͬ روی منظم بازه ی با و ͬ گیرد م نظر در δ مثلا́ اندازه ی به چوبی ͷی نفر، ͷی مسطح، منحنͬ ͷی طول
استفاده منحنͬ پوشاندن برای که است چوبی قطعه تعداد ،N(δ) با منحنͬ از L طول سپس ͬ زند، م علامت چوب قطعه
بͽیریم حد اگر بͽیریم. درنظر کوچͺتری δهای ͬ توانیم م طول، از بهتر تقریب منظور به دارد. مستقیم نسبت است، شده
کردن پیدا منظور به مشابه، روش در ͬ شود. م نزدیͷ تر واقعͬ مقدار و کراندار L طول ͬ شود م ͷنزدی صفر به δ وقتͬ
مربع N(δ) تعداد اگر ͬ پوشانیم، م را آن ،δ پهنای از (مͺعب هایی) مربع هایی به وسیله ی مجموعه، ͷی (حجم) مساحت
(V = lim

δ→۰
δ۳N(δ)) A = lim

δ→۰
δ۲N(δ) صورت به (حجم) مساحت آنگاه باشد، لازم مجموعه پوشاندن برای (مͺعب)

هاسدورف. بعد مشتق پذیر، هیچ جا توابع کسری، بˀعد فرکتال، کلیدی. کلمات و عبارات
. ١٣٩۴/١٠/١٣ پذیرش: تاریخ ١٣٩٢/٠٧/٢٣ دریافت: تاریخ
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

صفحه، قطعه ͷی برای که کنید توجه همچنین است. مطابق مجموعه بˀعد با بالا در δ توان که کنید توجه ͬ آید. م به دست
اندازه ی که بˀعد، مقدار است. صفر حجم و متناهͬ مساحت است)، نامتناهͬ صفحه در واقع خطوط (تعداد بینهایت طول
تعاریف پایه ی بˀعد، از مستقیم درک این گوییم. مجموعه مشخصه ی بˀعد را ͬ کند م پرش صفر به بینهایت از مجموعه

ͬ کند. م تأمین کرد، خواهیم بحث آنها مورد در بعداً که را کسری بˀعدهای از شده فرموله

فرکتال ها .٢

معروف. فرکتال چند بررسͬ .٢ . ١
ساده ترین، و مشخص ترین از ͬͺی کانتور۴، میانͬ سوم ͷی مجموعه کانتور. میانی سوم یک مجموعه .۱ . ۱ . ۲

ببینید.) را ١ (شͺل .[١٠] است فرکتالͬ ساختارهای

کانتور میانͬ سوم ͷی مجموعه :١ شͺل

باشد. E۰ میانͬ سوم ͷی حذف از آمده به دست مجموعه E۱ کنیم فرض باشد. [۰,۱] بازه ی E۰ کنیم فرض
چهار شامل که E۲ تا ͬ کنیم م حذف را بازه ها این از میانͬ سوم ͷی حال است. [۰, ۱۳ ] و [۲۳ ,۱] شامل E۱ بنابراین
میانͬ سوم ͷی حذف از که Ek تا ͬ دهیم م ادامه را روش این شود. حاصل است، [۰, ۱۹ ] و [۲۹ ,

۱
۳ ], [

۲
۳ ,

۷
۹ ], [

۸
۹ ,۱] بازه ی

F کانتور میانͬ سوم ͷی مجموعه ی است. ۳−k طول های با بازه ۲k شامل Ek بنابراین شود. حاصل Ek−۱ بازه های
ͬ تواند م ،F کانتور مجموعه ی .F =

∩∞
k=۰Ek ͬ وار ریاض طور به یا هستند، k هر برای Ek در که است اعضایی شامل

شود. تعریف نیز ͬ کند، م میل بینهایت به k وقتͬ Ek مجموعه ی دنباله ی حد به وسیله ی
ͷی که Ekها، از ͬͺی عکس به “F ”عکس بنابراین است. ممͺن غیر F کانتور مجموعه ی رسم که است واضح

ببینید). را ١ (شͺل ͬ کند. م میل است، بزرگ کافͬ اندازه ی به k وقتͬ F از تقریب
باقͬ چیز هیچ و کرده ایم حذف ،F ساخت طͬ در را [۰,۱] بازه ی از عمده ای قسمت که ͬ رسد م به نظر اول، نگاه در
ͬͽهمسای هر در عضو بینهایت شامل که است ناشمارا) (حتͬ نامتناهͬ مجموعه ی ͷی F حقیقت، در ولͬ است. نمانده
خواهیم آینده در و ͬ کنیم م بیان را F کانتور میانͬ سوم ͷی مجموعه ی خصوصیات از بعضͬ حال، است. نقطه اش هر از

هستند. آن با متشابه ای خصوصیات دارای فرکتال ها از بسیاری که دید
[۲۳ ,۱] دربازه ی که F از قسمتͬ و [۰, ۱۳ ] بازه ی در که F از قسمتͬ که است واضح است. خود‐متشابه F (١)
بازه ی چهار هر در F از بخش هایی دوباره باز و متشابه اند ،۱۳ مقیاس از F با هندسͬ لحاظ از دو هر هستند،
مقیاس های در خود از کپی هایی شامل کانتور مجموعه ی غیره. و متشابه اند ،۱۹ مقیاس از F خود با ،E۲

است. زیادی مختلف
4 Middle Third Cantor
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

است. دلخواه ͷکوچ مقیاس های در وضعیتͬ شامل یعنͬ، است. جالب“ ”ساختار ͷی دارای F مجموعه ی (٢)
است. مستقیم خیلͬ F فعلͬ تعریف ولͬ است پیچیده وضعیتͬ ساختار ͷی دارای F چند هر (٣)

بازه هاست، میانͬ سوم ͷی حذف تکرار شامل ساختار، است. آمده به دست بازگشتͬ روش ͷی به وسیله ی F (۴)
ͬ شود. م Fمجموعه ی برای Ek از خوبی تقریب افزایش باعث متوالͬ گام های

شرط در که است نقاطͬ کانون نه ͬ شود. نم داده شرح ساده طور به ͷکلاسی عبارت های Fدر هندسه ی (۵)
است. ساده معادله ی ͷی از جواب هایی مجموعه ی نه و کند صدق ساده ای هندسͬ

طول های فاصله با دیͽرش، نقاط از زیادی تعداد نقطه اش هر ͷنزدی است. سخت F موضعͬ هندسͬ شرح (۶)
دارد. وجود گوناگون،

است. صفر برابر اندازه، از تعریف هر با اندازه اش، ولͬ است ناشمارا نامتناهͬ مجموعه ی ͷی F چند هر (٧)
ببینید). را ٢ (شͺل .[١٠] است و̮نک͒چ۵ منحنͬ دیͽر، معروف مثال وَنکُچ. منحنی .۲ . ۱ . ۲

حذف به وسیله ی آمده به دست قطعه چهار شامل E۱ مجموعه ی باشد. واحد طول از خط قطعه ͷی E۰ کنید فرض
مشابه روش به وسیله ی را E۲ است. الاضلاع متوازی مثلث ͷی از طرف دو به وسیله آن جاگذاری و E۰ از میانͬ سوم ͷی
مستقیم خط قطعه ی هر از میانͬ سوم ͷی جایͽذاری از Ek بنابراین آخر. الͬ و ͬ سازیم م ،E۱ در قطعه هر برای قبلͬ
و Ek−۱ ͬ های منحن است، بزرگ k وقتͬ ͬ آید. م به دست الاضلاع، متوازی مثلث ͷی از طرف دو به وسیله ی Ek−۱ از
ͷی به Ek وجهͬ چند ͬ های منحن دنباله ی ͬ کند، م میل بینهایت به k وقتͬ و هستند متفاوت جالبی وضعیت در تنها Ek

ͬ کند. م میل ͬ شود، م نامیده و̮نک͒چ منحنͬ که ،F حدی منحنͬ
چهار“ ͷی” چهار از آن است. کانتور میانͬ سوم ͷی مجموعه ی با مشابه ای خیلͬ خاصیت های دارای و̮نک͒چ منحنͬ

بنابراین است
(
۴
۳
)k

طول دارای Ek که ͬ شود م نشان ساده محاسبه ͷی است. شده ساخته ۱
۳ مقیاس با آن با متشابه

صفر مساحت دارای F دیͽر، طرف از است. نامتناهͬ طول دارای F که ͬ گیریم م نتیجه ͬ کند، م میل بینهایت به k وقتͬ
ͬ دهند. نم به دست را F اندازه ی از مفید شرح ͷی مساحت، و طول بنابراین، است. صفحه در

و̮نک͒چ منحنͬ :٢ شͺل

5 Van koch
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

ͷی برای f(z) = z۲+ c تابع از که را جولیا۶ مجموعه پیچیده ی خیلͬ ساختار ،٣ شͺل جولیا. مجموعه .۳ . ۱ . ۲
خود‐متشابه اکید مجموعه ی ͷی مجموعه این چند هر .[١٠] ͬ دهد م نشان را است، ͬ آمده م به دست c مناسب ثابت
از دلخواه ͷکوچ قطعه ای اگر یعنͬ است، خود‐متشابه“ ”شبه ولͬ نیست. و̮نک͒چ منحنͬ و کانتور مجموعه ی مانند

شد. خواهد منطبق مجموعه از بزرگ قسمت ͷی با سپس کنیم بزرگ را مجموعه

جولیا مجموعه :٣ شͺل

ͬ دهد م نشان را f(t) =
∑∞

k=۰
(
۳
۲
)− k

۲
Sin

(
(۳۲)

kt
)

تابع گراف ،۴ شͺل گرافی. نامتناهی مجموع .۴ . ۱ . ۲
خواهیم بحث بیشتر تابع این روی بعداً ͬ دهد. م نتیجه را است جالب ساختار ͷی دارای که گرافͬ نامتناهͬ مجموع ،[١٠]

کرد.

گرافͬ نامتناهͬ مجموع :۴ شͺل

6 Julia
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

و̮نک͒چ ”منحنͬ ͷی ،۵ شͺل باشند. تصادفͬ ͬ توانند م ساختارها از بعضͬ تصادفی. وَنکُچ منحنی .۵ . ۱ . ۲
از اکید خود‐متشابه اما است. جالب ساختار ͷی دارای مشخصاً تصادفͬ منحنͬ این .[١٠] ͬ دهد م نشان را تصادفͬ“

است. شده جایͽزین آماری“ ”خود‐متشابه ͷی با و̮نک͒چ منحنͬ

تصادفͬ و̮نک͒چ منحنͬ :۵ شͺل

ͬ کنند. م اشاره فرکتال ها به ͬͽهم که هستند مجموعه هایی بالا مثال های فرکتال. تعریف .٢ . ٢
داریم. بهتری تکنیͷ های به نیاز و است نامناسب فرکتال ها مطالعه ی برای ͷکلاسی هندسه ی و محاسبه روش های
ͷی و است بˀعدی ‐١ (مسطح) منحنͬ ͷی که ایدهای با کافͬ آشنایی ما است. بˀعد فرکتال ها، هندسه ی اصلͬ ابزار
منحنͬ و log۲

log۳ = ۰٫۶۳۰۹ · · · بˀعد دارای کانتور مجموعه ی که شود توجه باید اما داریم. است، بˀعدی ‐٢ سطح،
‐١ از ”بیشتر چون ͬ رسد م نظر به سازگار و̮نک͒چ منحنͬ در F بˀعد مثلا́ هستند. log۴

log۳ = ۱٫۲۶۲ · · · بˀعد دارای و̮نک͒چ
است. صفر) مساحت (دارای بˀعدی“ ‐٢ از ”کمتر و نامتناهͬ) طول (دارای بˀعدی“

را سئوال این اگر چیست؟ ”زندگͬ“ تعریف ͬ کنیم: م مطرح را سئوال ͷی ابتدا فرکتال ها، مورد در بیشتر توضیح برای
داشتن، وجود کشیدن، نفس کردن، حرکت مانند: زندگͬ، از خاصیت ͷی جواب در ͷی هر شود، پرسیده نفر چندین از
ͬ کنند نم تعریف کامل طور به را ”زندگͬ“ خاصیت ها این از ͷی هیچ که حالͬ در ͬ کند. م بیان را غیره، و کردن مثل تولید
شͺل همین به مسئله فرکتال تعریف مورد در ͬ کنند. م بیان را ”زندگͬ“ از عمومͬ تعریف ͷی خاصیت ها این مجموع ولͬ
تعریف زیر صورت به را فرکتال بنابراین ͬ کند. نم بیان را آن از عمومͬ تعریف ͷی فرکتال از خاص خاصیت ͷی است.

ͬ کنیم: م
باشد: زیر خواص دارای هرگاه گوییم فرکتال را F مجموعه ی ͷی :١ تعریف

دهد. شرح را دلخواه ای ͷکوچ مقیاس های یعنͬ باشد، جالب ساختار ͷی دارای F (١)
باشد. موضعͬ، یا کلͬ معمولͬ، هندسه ی به وسیله ی شرح برای زیادی نامنظمͬ ͷی دارای F (٢)

آماری. چه و تقریبی چه باشد، خود‐متشابه شͺلͬ دارای F اغلب (٣)
کاملتر طور (به باشد. آن “ͷتوپولوژی بˀعد ” از بزرگتر روشͬ) هر در شده (تعریف F از ”بˀعدکسری٧“ معمولا˟ (۴)

شد). خواهد بحث موارد این در بعداً
باشد. شده تعریف بازگشتͬ، شاید ساده، خیلͬ روش ͷی با F حالات بسیاری در (۵)

7 Fractional Dimension
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

کسری بˀعدهای .٣

از مهم تعریف چند نیستند. مفید زمانͬ و مفید گاهͬ کدام هر که دارد وجود کسری بˀعدهای از مختلفͬ تعاریف
باشد داشته باید بˀعد ͷی که مطلوب خواص بعضͬ شروع، از قبل ولͬ .[١٠ ،٢] کنیم بررسͬ زیر در را کسری بˀعدهای

ͬ کنیم. م بیان را
.E,F ⊆ Rn کنیم فرض

مجموعه ͷی به را نقطه تعدادی اگر چون است، واضح این .dimE ≤ dimF آنگاه E ⊆ F اگر یͺنوایی٨: (١)
یابد. کاهش بعدش نباید کنیم، اضافه

.dim(E
∪

F ) = max(dimE, dimF ) پایداری٩: (٢)
مجموعه ͷی اگر که ͬ دهد م نتیجه ٣ و ٢ خاصیت دو .dim (

∪∞
i=۱ Fi) = Sup

۱≤i≤∞
dimFi شمارا: پایداری (٣)

ͬ کند. نم تغییری حاصل مجموعه ی بˀعد کنیم، ترکیب کمتر بˀعد با دیͽر مجموعه ی ͷی با را
آنگاه باشد، آفینͬ یا تشابه ی دوران، انتقال، ͷی طوری که به Rn در تبدیل ͷی F اگر هندسͬ: پایایی١٠ (۴)

.dim(f(F )) = dimF

یعنͬ: باشد، دوطرفه لیپ شیتز تبدیل ͷی f : F → Rm اگر لیپ شیتز١١: پایایی (۵)

c۱|x− y| ≤ |f(x)− f(y)| ≤ c۲|x− y| x, y ∈ F

.dim(f(F )) = dimF آنگاه ۰ < c۱ ≤ c۲ < ∞ که
نیست، انتظار از دور خاصیت این .dimF = ۰ آنگاه باشد، شمارا یا متناهͬ F اگر شمارا١٢: مجموعه ی (۶)
باشد. صفر بˀعد دارای باید شمارا مجموعه ی شمارا، پایداری از و است صفر عضوی تک مجموعه ی بˀعد چون

.dimF = n آنگاه باشد، Rnاز باز مجموعه ی ͷی F اگر باز: مجموعه (٧)
.dimF = m آنگاه باشد، m‐بˀعدی مسطح منیفلد ͷی F اگر هموار: خمینه های١٣ (٨)

ͬ کنند. نم صدق بالا خواص در بˀعد از تعاریف تمام که داشت توجه باید
ͬ پردازیم: م کسری بˀعدهای از مهم تعریف چند بیان به اکنون

D بˀعد ،r فاکتور ͷی به وسیله جهات همهͬ در شده مقیاس قطعه، N شامل مجموعه ای برای تشابه ای. بˀعد .٣ . ١
:[١٠] ͬ شود م تعریف زیر به وسیله ی

D = − logN

log r
.

تشابه ای بˀعد بنابراین است، ۱
۳ فاکتور ͷی به وسیله ی شده مقیاس خودش از کپی چهار از و̮نک͒چ منحنͬ مثال، عنوان به

ͷی به وسیله ی شده مقیاس خودش از کپی دو از کانتور مجموعه ی همچنین و است. D = log۴
log۳ = ۱٫۲۶۲ · · · آن

است. D = log۲
log۳ = ۰٫۶۳۰۹ · · · آن تشابه ای بˀعد بنابراین است، ۱

فاکتور۳
نیست، سختͬ کار مختلف، قطعات برای متفاوت مقیاس های دارای خود‐متشابه مجموعه های برای بˀعد این تعمیم
D بˀعد است، شده مقیاس ri فاکتور به وسیله قطعه iامین که قطعه، N شامل چندگانه١۴) (فرکتال مجموعه ͷی برای

:[١٣] است موران١۵ معادله ی یͺتای جواب
N∑
i=۱

rDi = ۱.

8 Monotonicity 9 Stability 10 Invariance 11 Lipschitz 12 Countable 13 Manifold 14 Multifractal 15 Moran

۶



٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

در دلیل همین به است، ͬ دار معن خود‐متشابه مجموعه های از ͬͺکوچ کلاس ͷی برای تنها تشابه ای“ ”بˀعد متأسفانه،
ندارد. کاربرد زیاد عمل

اندازه ی ابتدا داریم، نیاز را هاسدورف اندازه ی چون هاسدورف١۶، بˀعد تعریف از قبل هاسدورف. بˀعد .٣ . ٢
.[١٠] ͬ کنیم م بیان را آن خواص از تعدادی سپس و کرده تعریف را هاسدورف

به U قطر باشد، ،Rn،عدیˀب ‐n اقلیدسͬ فضای از ناتهͬ مجموعه ی زیر ͷی Uاگر هاسدورف. اندازه ی .۱ . ۲ . ۳
ͬ شود: م تعریف زیر صورت

|U | = Sup {|x− y| : x, y ∈ U}

از مجموعه هایی از متناهͬ) (یا شمارا خانواده ͷی {Ui} اگر است. U در نقاط از جفت دو هر فاصله ی بزرگترین یعنͬ،
از δ‐پوش ͷی {Ui} به ،i هر برای ۰ ≤ Ui ≤ δ با F ⊆

∪∞
i=۱ Ui یعنͬ، باشد. ͬ پوشانند، م را F که ،δ حداکثر قطر

گوییم. F

ͬ کنیم: م تعریف ،δ > ۰ هر برای باشد. نامنفͬ عدد ͷی sو Rn از مجموعه زیر ͷی F کنیم فرض

(١) Hs
δ (F ) = Inf

{ ∞∑
i=۱

|Ui|s : {Ui} is a δ − cover of F

}

(شͺل ͬ کنیم. م مینیمم را آن قطرهای از s توان مجموع و کرده بررسͬ را δ حداکثر قطر از F پوش های تمام بنابراین،
افزایش Hs

δ (F ) اینفیمم پس، ͬ یابد، م کاهش ١ معادله در F از مجاز پوش های کلاس یابد. کاهش δ وقتͬ ببینید.) را ۶
ͬ نویسیم: م ͬ رسیم. م ،δ → ۰ وقتͬ حد ͷی به بنابراین و ͬ یابد م

(٢) Hs(F ) = lim
δ→۰

Hs
δ (F )

باشد. ∞ یا ۰ ͬ تواند م حد مقدار که داشت توجه باید است، موجود Rn از F مجموعه زیر هر برای حد این
ͬ نامیم. م F از بˀعدی“ ‐s هاسدورف ”اندازه ی را Hs(F )

هاسدورف اندازه  ی برای δ حداکثر قطر از F پوش های :۶ شͺل

16 Hausdorff
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

آنگاه ،F ⊂ Rn اگر باشد، λ > ۰ مقیاس فاکتور با کننده متشابه تبدیل ͷی S کنیم فرض ١(مقیاس): خاصیت

Hs (S(F )) = λsHs(F ).

بنابراین است، S(F ) از λδ‐پوش ͷی {S(Ui)} آنگاه باشد، F از δ‐پوش ͷی {Ui} اگر ∑اثبات:
|S(Ui)|s = λs

∑
|Ui|s

داریم: گرفتن اینفیمم با پس
Hs

λδ (S(F )) ≤ λsHs
δ (F )

.Hs (S(F )) ≤ λsHs(F ) که ͬ دهد م نتیجه δ → ۰ وقتͬ
حͺم بنابراین ͬ کنیم. م ثابت را نامساوی دیͽر طرف و ͬ کنیم م جایͽزین S(F ) با را F و λ−۱ با را λ و S−۱ با را S

� است. ثابت
ͬ دهد: م نتیجه را مجموعه ها از هاسدورف اندازه ی روی ͬ تر عموم تبدیل های تأثیر از پایه ای تقریب مشابه، بحث ͷی

به طوری که باشد نگاشت ͷی f : F → Rmو F ⊂ Rn کنیم فرض :٢ خاصیت

(٣) |f(x)− f(y)| ≤ c|x− y|α x, y ∈ F

s هر برای آنگاه .α > ۰ و c > ۰ ثابت های برای

(۴) Hs/α (f(F )) ≤ cs/αHs(F )

چون آنگاه باشد، F از δ‐پوش ͷی {Ui} اگر f∣∣∣اثبات: (F∩Ui

)∣∣∣ ≤ c
∣∣∣F∩Ui

∣∣∣α ≤ c |Ui|α

بنابراین است. ،ε = cδα که ،f(F ) از ε‐پوش ͷی {f (F
∩

Ui)} که ͬ دهد م نتیجه ∑آن
i

∣∣∣f (F∩Ui

)∣∣∣s/α ≤ cs/α
∑
i

|Ui|s

آنگاه
Hs/α

ε (f(F )) ≤ cs/αHs
δ (F )

� ͬ شود. م ثابت ۴ معادله بنابراین ،ε → ۰ آنگاه δ → ۰ وقتͬ
α = ۱ که است حالتͬ مهم ویژگͬ است. پیوسته f که ͬ دهد م نتیجه و ͬ نامند م α نمای از هولدر شرط را ٣ شرط

یعنͬ است،
|f(x)− f(y)| ≤ c|x− y|

بنابراین ͬ شود، م نامیده لیپ شیتز شرط که

(۵) Hs (f(F )) ≤ csHs(F )

در آن کردن ضرب به وسیله را هاسدورف اندازه ی عموماً

γ(s) =
(Γ(۱/۲))s
Γ (۱+ s/۲)

است. ͷی شعاع به گوی ͷی از s‐بˀعدی حجم ͷی که ͬ کنند[١]. م استاندارد
٨



٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

و F ⊆ Rn شده داده مجموعه ی هر برای که است واضح ͬ گیریم. م نظر در را ١ معادله ی هاسدورف. بُعد .۲ . ۲ . ۳
داریم: علاوه براین، است. صعودی غیر Hs(F ) ،٢ معادله به وسیله ی همچنین است، s با صعودی غیر Hs

δ (F ) ،δ < ۱
داریم: باشد. F از δ‐پوش ͷی {Ui}و t > s ∑اگر

i

|Ui|t ≤
∑
i

|Ui|t−s |Ui|s ≤ δt−s
∑
i

|Ui|s

.t > s برای Ht(F ) = ۰ آنگاه ،Hs
δ (F ) < اگر∞ که میبینیم ،δ → ۰ کنیم فرض .Ht

δ(F ) ≤ δt−sHs
δ (F ) بنابراین

۰ به ∞ از Hs(F ) که s از بحرانͬ مقدار ͷی که ͬ دهد م نشان (٧ (شͺل s به نسبت Hs(F ) از گراف ͷی بنابراین
به وسیله ی و نامیده F از –بشیͺفیچ١٧“ هاسدورف ”بˀعد یا هاسدورف“ ”بˀعد بحرانͬ، مقدار این دارد. وجود ͬ پرد“، ”م

است. شده تعریف F ⊆ Rn مجموعه ی هر برای که ͬ شود. م داده نمایش dimH F

داریم: دیͽر، بیان به

dimH F = Inf {s ≥ ۰ : Hs(F ) = ۰} = Sup {s : Hs(F ) = ∞}

بنابراین ͬ گیریم) م نظر در صفر را تهͬ مجموعه ی از (سوپریمم

(۶) Hs(F ) =

{
∞ if ۰ ≤ s < dimH F

۰ if s > dimH F

باشد. ۰ < Hs(F ) < ∞ یا بینهایت یا صفر ͬ تواند م Hs(F ) آنگاه باشد، s = dimH F اگر

هاسدورف بˀعد :٧ شͺل

مساحت طول، معمولͬ خواص از باشد. R۳در ͷی شعاع یا مسطح ͷدیس ͷی F کنیم فرض ساده، مثال ͷی برای
داریم: حجم و

بنابراین H۳(F ) = ۶
π vol(F ) = ۰ , ۰ < H۲(F ) = ۴

πarea(F ) = ۴ < ∞ H۱(F ) = length(F ) = ∞
.s > ۲ اگر Hs(F ) = و۰ s < ۲ اگر Hs(F ) = ∞ با dimH F = ۲

17 Besicovitch
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

ͬ کند: م صدق زیر خواص در هاسدورف بˀعد

برای Hs(E) ≤ Hs(F ) که اندازه خاصیت از فورا این .dimH E ≤ dimH F آنگاه E ⊆ F اگر یͺنوایی: (١)
ͬ شود. م نتیجه ،s هر

.dimH (
∪∞

i=۱ Fi) = Sup
۱≤i≤∞

dimH Fi آنگاه است، مجموعه ها از (شمارا) دنباله ͷیF۱, F۲, . . . اگر شمارا: پایداری (٢)

dimH (
∪∞

i=۱ Fi) بنابراین≤ ،j هر برای dimH (
∪∞

i=۱ Fi) ≥ dimH Fj که است واضح یͺنوایی خاصیت از
Hs(

∪
Fi) = ۰ بنابراین .Hs(Fi) = ۰ آنگاه ،i برای s > dimH F اگر دیͽر، طرف از . Sup

۱≤j≤∞
dimH Fj

ͬ دهد. م نتیجه را دیͽر نامساوی
تنها نقطه ی ͷی Fi اگر که دلیل این به .dimH F = ۰ آنگاه باشد، شمارا یا متناهͬ F اگر شمارا: مجموعه ی (٣)
.dimH (

∪∞
i=۱ Fi) = ۰ داریم: شمارا پایداری به وسیله ی بنابراین .dimH Fi = ۰ و H۰(Fi) = ۱ است،

ͷی شامل F که دلیل این به .dimH F = n آنگاه است، باز مجموعه ی ͷی F ⊆ Rn اگر باز: مجموعه های (۴)
زیادی شمارای گوی های از شده تشͺیل F چون اما .dimH F ≥ n است، مثبت n‐بˀعدی حجم از گوی

.dimH F ≤ n پس ͬ کنیم، م استفاده را یͺنوایی و شمارا پایداری است،
ͬ های منحن بویژه .dimH F = m آنگاه باشد، Rn از بˀعدی ‐m مسطح منیفلد ͷی F اگر هموار: خمینه های (۵)

هستند. ٢ بˀعد دارای مسطح سطوح و ١ بˀعد دارای مسطح

ͬ شود. م نتیجه هاسدورف اندازه ی برای ٢ خاصیت از فوراً هاسدورف بˀعد از زیر خاصیت
هولدر شرط در کند صدق f : F → Rm و F ⊆ Rn کنیم فرض :٣ خاصیت

|f(x)− f(y)| ≤ c|x− y|α x, y ∈ F

dimH f(F ) ≤ ۱
α dimH F آنگاه

که ͬ گیریم م نتیجه Hs/α (f(F )) ≤ cs/αHs(F ) = ۰ داریم: ٢ خاصیت به وسیله آنگاه s > dimH F اگر اثبات:
� .s > dimH F هر برای dimH f(F ) ≤ s

α

:۴ نتیجه
.dimH f(F ) ≤ dimH F آنگاه باشد، لیبشیتز تبدیل ͷی f : F → Rm اگر (a

.dimH f(F ) = dimH F آنگاه باشد، ١٨ طرفه دو لیبشیتز تبدیل ͷی f : F → Rm اگر (b
f−۱ : برای را (a) قسمت ͬ بریم م بͺار ͬ شود. م نتیجه است، α = ۱ که وقتͬ ٣ خاصیت از (a) قسمت اثبات:

� ͬ گیریم. م نتیجه را (b) برای نیاز مورد نامساوی دیͽر و f(F ) → F

طرفه دو لیپ شیتز تبدیلات تحت هاسدورف بˀعد ” ͬ کند: م بیان را هاسدورف بˀعد از پایه ای خاصیت ͷی نتیجه، این
دیͽری به ͬͺی از طرفه دو لیپ شیتز تبدیل ͷی ͬ تواند نم باشند متفاوت بˀعدهای دارای مجموعه دو اگر بنابراین است.“ پایا

باشد. داشته وجود
پیوسته) معکوس با پیوسته و ͷی به ͷی (نگاشتͬ همومورفیسم ͷی اگر هستند ”همانند“ مجموعه دو توپولوژی در
دو لیپ شیتز نگاشت ͷی اگر هستند ”همانند“ مجموعه دو فرکتالͬ، هندسه ی در را آن همانند باشد، داشته وجود آنها بین

باشد. داشته وجود آنها بین طرفه
ͬ کند. م بیان ما برای را مجموعه آن توپولوژی خصوصیات تنها مجموعه، ͷی بˀعد عموماً،

است. ناهمبند کلا́ ،dimH F < ۱ با F ⊆ Rn مجموعه ی ͷی :۵ خاصیت

18 Bi-Lipschitz
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

f(x) = |z − x| صورت به را f : Rn → [۰,∞] نگاشت باشند. F از مجزا نقاطͬ y و x کنیم فرض اثبات:
یعنͬ ͬ کند، نم زیاد را فاصله ای f چون ͬ کنیم. م تعریف

|f(z)− f(w)| = ||z − x| − |w − x|| ≤ |(z − x)− (w − x)| = |z − w|

طول یا H۱‐اندازه از R مجموعه ی زیر ͷی f(F ) بنابراین .dimH f(F ) ≤ dimH F < ۱ که داریم ۴(a) نتیجه ی از
ͬ دهد م نتیجه ͬ کنیم، م انتخاب ۰ < r < f(y) و r /∈ f(F ) با را r است. چͽال متمم ͷی دارای بنابراین و است صفر

که:
F = {z ∈ F : |z − x| < r}

∪
{z ∈ F : |z − x| > r}

y و x بنابراین است. دیͽر مجموعه ی ͷی در y و مجموعه ͷی در x با مجزا باز مجموعه ی دو در شده شامل Fبنابراین
� است. ناهمبند کلا F پس بودند دلخواه y و x چون و دارند قرار F از متفاوت همبند مؤلفه های در

(در باشد. ،٨ شͺل در واحد مربع از شده ساختاربندی کانتور، غبار١٩ مجموعه ی F کنیم فرض :۶ مثال .٣ . ١ مثال
نگه مربع چهار نمونه همانند که ͬ شود م تقسیم طرف، هر طول چهارم ͷی با قسمت ١۶ به مربع ها ساخت از مرحله هر

.dimH F = ۱ بنابراین .۱ ≤ H۱(F ) ≤
√
۲ آنگاه ͬ شود) م داشته

کانتور غبار مجموعه ی :٨ شͺل

√
۲۴−k قطر بنابراین است، ۴−k طول از مربع ۴k شامل ساخت، از kام مرحله ی ،Ek که است واضح جواب:

Inf برای تقریب ͷی ͬ گیریم، م نظر در است، δ =
√
۲۴−k که F از δ‐پوش ͷی عنوان به را Ek مربعات است.

که ͬ گیریم م نتیجه و δ → ۰ بنابراین k → ∞ که وقتͬ .H۱
δ (F ) ≤ ۴k.

√
۲۴−k که ͬ آوریم م به دست ١ معادله در

.H۱(F ) ≤
√
۲

زیاد را فاصله ها متعامد تصویر باشد. x محور روی متعامد تصویر دهنده ی نشان proj کنیم فرض پایین، حد برای
به وسیله ی است. لیپ شیتز نگاشت ͷی proj بنابراین .x, y ∈ R۲ اگر |proj(x)− proj(y)| ≤ x− y| یعنͬ: ͬ کند، نم
استفاده را ۵ معادله است. [۰,۱] واحد بازه ،projF xها، محور روی F از ”سایه“ یا تصویر ،F ساختاری خاصیت

داریم: و ͬ کنیم م

19 dust
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

�۱ = length[۰,۱] = H۱ ([۰,۱]) = H۱ (projF ) ≤ H۱(F ).

آنگاه ،s = log۲
log۳ = ۰٫۶۳۰۹ · · · اگر (١ باشد.(شͺل کانتور میانͬ سوم ͷی مجموعه ی F کنیم فرض :٧ مثال

.dimH F = s

FR = راست قسمت ͷی و FL = F
∩
[۰, ۱۳ ] چپ قسمت ͷی به F کانتور مجموعه ی خلاصه): جواب(به طور

ͷی به وسیله ی شده مقیاس با اما متشابه اند، F با هندسͬ لحاظ از قسمت دو هر که است واضح ͬ شͺند. م F
∩
[۲۳ ,۱]

داریم: s هر برای ،١ خاصیت و اندازه اصلͬ خواص از آنگاه مجزا)، (اجتماع F = FL
∪

FR و ،۱۳ نسبت

Hs(F ) = Hs(FR) +Hs(FR) =

(۱
۳

)s

Hs(F ) +

(۱
۳

)s

Hs(F )

است). منطقͬ اما بزرگ فرض ͷی (این ۰ < Hs(F ) < ∞ باشیم داشته s = dimH F بحرانͬ مقدار در که کنیم فرض
داریم: بنابراین

۱ = ۲
(۱
۳

)s

⇒ s =
log۲
log۳ .

ͬ شود م استفاده بسیار که است بˀعدهایی از ͬͺی جعبه ای یا جعبه ای‐شمارنده٢٠ بˀعد جعبه ای‐شمارنده. بˀعد .٣ . ٣
مورد زیاد عملͬ کارهای در تجربی، تقریب های و ریاضͬ محاسبات در آن آسان روابط به واسطه ی جعبه ای بˀعد .[١٠]
بˀعد آنتروپی، بˀعد کولموگروف٢١، آنتروپی بعضاً و میͽردد بر ١٩٣٠ دهه ی به حداقل آن تعریف ͬ گیرد. م قرار استفاده
به را آن همواره ما سردرگمͬ از اجتناب برای است. شده نامیده لͽاریتمͬ چͽالͬ و اطلاعات بˀعد ،ͷمتری بˀعد ظرفیت،

شناخت. خواهیم جعبه ای یا جعبه ای‐شمارنده٢٢ بˀعد نام
حداکثر قطر از مجموعه هایی از تعداد کمترین Nδ(F ) و باشد Rn از کراندار ناتهͬ مجموعه ی زیر ͷی F کنیم فرض

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ترتیب، به ،F از پایینͬ و بالایی جعبه ای بˀعدهای است. لازم F پوشاندن برای که δ

(٧) dimBF = lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ

(٨) dimBF = lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ

یعنͬ ͬ گوییم. م F از جعبه ای‐شمارنده بˀعد آن به باشد، برابر آنها مقدار اگر که

(٩) dimB F = lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ

متشابه مقادیر و − log δ این که اطمینان برای است ͷکوچ کافͬ اندازه ی به δ > ۰ که ͬ کنیم م فرض بخش، این تمام در
استفاده کراندار ناتهͬ مجموعه های برای را جعبه ای بˀعد عموماً log∞ یا log۰ مسائل ار اجتناب برای هستند. مثبت اکیداً

ͬ کنیم. م
ͬ کنیم. م بیان را هستند، مفید اوقات گاهͬ و هستند معادل جعبه ای بˀعد با که تعریف چندین

شͺل به مͺعب هایی یعنͬ، ͬ کنیم. م بررسͬ را Rn از δ‐مش مͺعب های از مجموعه ای

[m۱δ, (m۱ + ۱)δ]× [m۲δ, (m۲ + ۱)δ]× · · · × [mnδ, (mn + ۱)δ]

20 Box-Counting Dimension 21 Kolmogorov 22 Box-Counting Dimension
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

دارند، اشتراک F با که δ‐مش مͺعب های تعداد N ′
δ(F ) کنیم فرض هستند. مثبت صحیح اعداد m۱,m۲, . . . ,mn که

بنابراین ͬ کنند. م تأمین ͬ پوشانند، م را F که √
nδ قطر از N ′

δ(F ) مجموعه های از خانواده ͷی آنها، که است واضح باشد.

N√
nδ(F ) ≤ N ′

δ(F )

آنگاه δ
n < اگر۱

logN√
nδ(F )

− log(
√
nδ)

≤
logN ′

δ(F )

− log
√
n− log δ

δ → ۰ که وقتͬ ͬ گیریم م حد

(١٠) dimBF ≤ lim
δ→۰

logN ′
δ(F )

− log δ
و

(١١) dimBF ≤ lim
δ→۰

logN ′
δ(F )

− log δ

بنابراین است. δ طول از مͺعب مش ۳n در شده شامل δ حداکثر قطر از مجموعه هر دیͽر، طرف از

N ′
δ(F ) ≤ ۳nNδ(F )

ͬ آوریم. م به دست را ١١ و ١٠ معادلات با مخالف نامساوی های و δ → ۰ وقتͬ ͬ گیریم م حد و لͽاریتم
مͺعب های تعداد با دهیم قرار برابر را Nδ(F ) ͬ توانیم م ٩ تا ٧ معادلات جعبه ای بˀعدهای کردن پیدا برای بنابراین

دارند. اشتراک F با که δ‐مش

مجموعه ی ͷی از جعبه ای بˀعد کردن پیدا برای ͬ بخشد. م وسعت را جعبه ای بˀعدهای تجربی استفاده ی تعریف نوع این
ͷکوچ مختلف مقادیر برای را مجموعه که Nδ(F ) تعداد و ͬ کنیم م رسم δ طول از جعبه ای یا مربعات مش ͷی ،F مسطح
ͬ تواند م و ،δ → ۰ که وقتͬ ͬ کند م پیدا افزایش Nδ(F ) که لͽاریتمͬ نسبت با است برابر بˀعد ͬ شماریم. م را ͬ پوشانند، م δ

شود. زده تقریب − log δ مقابل در logNδ(F ) گراف شیب به وسیله
مجموعه با که δ طول از شبͷ های مͺعب های تعداد ͬ کند، م بیان را جعبه ای بˀعد معنͬ از تفسیر ͷی تعریف، این
بˀعد است. شده ͷچ δ مقیاس ͷی به وسیله که است مجموعه نامنظمͬ یا گستردگͬ میزان از نشانه ͷی دارند، اشتراک

ͬ یابند. م گسترش سرعتͬ چه با ͬ ها بی نظم ،δ → ۰ با که است این بازتاب
ͬ کنیم. م جمعبندی زیر در را آنها از تعدادی که کرد، بیان جعبه ای بˀعد برای معادلͬ تعریف های ͬ توان م روش همین به

:٨ معادل تعاریف
به وسیله شده داده Rn در F مجموعه ی زیر ͷی از پایینͬ و بالایی جعبه ای‐شمارنده بˀعدهای

(١٢) dimBF = lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ

(١٣) dimBF = lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ

صورت به F از جعبه ای‐شمارنده بˀعد و

(١۴) dimB F = lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ

:(٩ (شͺل است زیر مقادیر از ͷی هر Nδ(F ) که وجود) صورت (در
ͬ پوشانند، م را F که δ شعاع از بسته گوی های از تعداد کمترین (١)

ͬ پوشانند، م را F که δ ازطول مͺعب هایی تعداد کمترین (٢)
١٣



٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

دارند، اشتراک F با که δ‐مش مͺعب های تعداد (٣)
ͬ پوشانند، م را F که δ حداکثر قطر به مجموعه ها از تعداد کمترین (۴)

�.F در مرکز با δ شعاع از مجزا گوی های از تعداد بیشترین (۵)

جعبه ای‐شمارنده بˀعدهای :٩ شͺل

،δk+۱ ≥ cδk که طوری به δk نزولͬ دنباله هر میان در ͬ کند م میل صفر به δ وقتͬ را حد ،١۴ تا ١٢ معادلات در اکنون
اگر که کنید توجه موضوع، این اثبات برای .δk = ck برای به ویژه ͬ کنیم. م بررسͬ ،۰ < c < ۱ ثابت مقدار برای

،F از δ‐پوش ͷی در مجموعه ها از تعداد کمترین Nδ(F ) با آنگاه ،δk+۱ ≤ δ ≤ δk

logNδ(F )

− log δ
≤

logNδk+۱(F )

− log δk
=

logNδk+۱(F )

− log δk+۱ + log
δk+۱
δk

≤
logNδk+۱(F )

− log δk+۱ + log c

بنابراین
lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ
≤ lim

k→∞

logNδk(F )

− log δk

ͬ آید. م به دست مشابه روش به ͬ تواند م پایینͬ حد حالت است. بدیهͬ معکوس نامساوی
ͬ کنیم. م بیان را آن خلاصه طور به که دارد وجود است متفاوتͬ شͺل دارای که جعبه ای بˀعد از معادل تعریف ͷی

:٩ تعریف
اگر است، Rn از F مجموعه ی زیر ͷی از Fδ ͬͽهمسای‐δ (a

Fδ = {x ∈ Rn : |x− y| ≤ δ for some y ∈ F}

است δ از کمتر فاصله شان که F از نقاطͬ مجموعه ی یعنͬ،
به A از بˀعدی ‐n حجم آنگاه باشد، Rn از مجموعه زیر ͷی A = {(x۱, . . . , xn) ∈ Rn : ai ≤ xi ≤ bi} اگر (b

ͬ شود: م تعریف زیر صورت

voln(A) = (b۱ − a۱)(b۲ − a۲) · · · (bn − an).

١۴



٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

آنگاه باشد، Rn از مجموعه زیر ͷی F اگر :١٠ خاصیت

dimBF = n− lim
δ→۰

log voln(Fδ)

log δ

dimBF = n− lim
δ→۰

log voln(Fδ)

log δ

گوی هایی به وسیله ͬ تواند م Fδ آنگاه شود، پوشیده δ < ۱ شعاع به گویه ایی از Nδ(F ) به وسیله بتواند F اگر اثبات:
بنابراین ͬ شود. م پوشانده ٢δ شعاع به متحدالمرکز

voln(Fδ) ≤ Nδ(F ).cn.(۲δ)n

ͬ گیریم: م لͽاریتم است. Rn در واحد گوی حجم cn که

log voln(Fδ)

− log δ
≤ log۲ncn + n log δ + logNδ(F )

− log δ

بنابراین

(١۵) lim
δ→۰

log voln(Fδ)

− log δ
≤ −n+ dimBF

حجم هایشان جمع به وسیله آنگاه باشد، داشته وجود F در مرکزهایی با δ شعاع به مجزا گوی Nδ(F ) اگر دیͽر، طرف از
داریم:

Nδ(F ).cn.δ
n ≤ voln(Fδ)

قسمت ٨ معادل تعریف از و ͬ آید، م به دست ١۵ معادله با مخالف نامساوی و ،δ → ۰ ͬ کنیم م فرض و ͬ گیریم م لͽاریتم
� کرد. ثابت ͬ توان م مشابه روش به بالایی حد برای است. ثابت مسئله و ͬ کنیم م استفاده ،۵

ͬ نامند. م نیز مینکفس٢٣ͬͺ‐بولͽاند٢۴“ بˀعد ” اوقات گاهͬ را ١٠ خاصیت در شده تعریف جعبه ای بˀعد
مجموعه Nδ(F ) به وسیله ی F اگر باشد. مفید ͬ تواند م هاسدورف بˀعد و جعبه ای‐شمارنده بˀعد بین رابطه ی فهمیدن

داریم: ١ تعریف از آنگاه شود، پوشیده δ قطر از

Hs
δ (F ) ≤ Nδ(F )δs

بنابراین باشد، ͷکوچ کافͬ اندازه ی به δ اگر ،logNδ(F ) + s log δ > ۰ آنگاه ۱ < Hs(F ) = lim
δ→۰

Hs
δ (F ) اگر

s ≤ lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ

پس
(١۶) dimH F ≤ dimBF ≤ dimBF

.F ⊆ Rn هر برای
طور ”به مجموعه های از بسیاری برای هاسدورف و جعبه ای بˀعدهای چند هر نیست. برقرار تساوی این کلͬ حالت در

است. اکید طور به ١۶ نامعادله ی که مثال هایی دارند وجود ولͬ برابرند، منظم“ منطقͬ
آنگاه باشد، کانتور میانͬ سوم ͷی مجموعه ی F کنیم فرض :١١ مثال

dimBF = dimBF =
log۲
log۳

23 Minkowski 24 Bouligand
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

،۳−k < δ ≤ ۳−k+۱ اگر نتیجه در بپوشانیم را Ek ͬ توانیم م ۳−k طول های به بازه k به وسیله که است واضح جواب:
داریم: ٨ معادله از است. Nδ(F ) < ۲k

dimBF = lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ
≤ lim

k→∞

log۲k

− log۳k−۱ =
log۲
log۳

ساخت در شده استفاده ۳−k طول از بازه k از ͬͺی با حداکثر ۳−k−۱ ≤ δ < ۳−k با δ طول از بازه هر دیͽر، طرف از
بنابراین است. لازم F پوشاندن برای δ طول از بازه ۲k حداقل که طوری به بازه ۲k دارد وجود دارد. اشتراک ،F

داریم: پس .Nδ(F ) ≥ ۲k

dimBF ≥ log۲
log۳

داریم:
log۲
log۳ ≤ dimBF ≤ dimBF ≤ log۲

log۳
� .dimBF = dimBF = log۲

log۳ پس
.dimH F = dimB F کانتور میانͬ سوم ͷی مجموعه ی برای حداقل ،٧ مثال طبق بنابراین،

آورید. به دست را آن هاسدورف و جعبه ای بˀعد باشند، [۰,۱] بازه ی در گویا اعداد مجموعه ی F کنیم فرض :١٢ مثال
Nδ(F ) = ۱

δ آنگاه بپوشانیم، δ طول به بازه هایی با افراز ͷی به وسیله را F مجموعه ی اگر جعبه ای: بˀعد جواب:
بنابراین است. لازم تعداد

dimB F = lim
δ→۰

logNδ(F )

− log δ
= ۱

برای xi ∈ [۰,۱] که طوری به F =
∪∞

i=۱{xi} پس شماراست، مجموعه ͷی F مجموعه ی چون هاسدورف: بˀعد
داریم: هاسدورف بˀعد خواص طبق بنابراین ،i هر

�.dimH F = dimH
∪∞

i=۱{xi} = Sup
۱≤i≤∞

dim{xi} = Sup
۱≤i≤∞

۰ = ۰

است. برقرار اکید طور به ١۶ نامعادله پس است. صفر برابر F هاسدورف بˀعد و ١ برابر F از جعبه ای بˀعد بنابراین
نیست. شمارا“ ”پایداری خاصیت دارای جعبه ای بˀعد که است مطلب این دهنده نشان ١٢ مثال نکته:

جعبه ای‐شمارنده بˀعد مشͺلات و خواص
ͬ کنیم. م بیان هاسدورف بˀعد همانند را جعبه ای بˀعد مقدماتͬ خواص زیر در

است. dimB F = m دارای Rn از مسطح بˀعدی ‐m منیفلد ͷی (١)
یͺنوایند. dimBF و dimBF (٢)

برای متناظر ایده ی .dimB (F
∪
E) = max

{
dimBF, dimBE

}
یعنͬ است. متناهͬ پایایی dimBF (٣)

نیست. برقرار dimBF

Nδ(F ) به وسیله F و |f(x)− f(y)| ≤ |x − y| اگر زیرا، هستند. طرفه دو لیپ شیتز پایای dimBو dimB (۴)
f(F ) از پوش ͷی شͺل به f تحت را مجموعه ها این Nδ(F ) آنگاه شود، پوشیده δ حداکثر قطر از مجموعه
مشابه، طور به .dimB f(F ) ≤ dimB F بنابراین ͬ کند. م تصویر ،cδ حداکثر قطر از مجموعه هایی به وسیله

است. طرفه دو لیپ شیتز و هولدر تبدیلات تحت هاسدورف بˀعدهای همانند رفتارشان جعبه ای بˀعدهای

به معقول ابتدا در جعبه ای بˀعدهای از بʿعدی خاصیت ͬ پردازیم. م جعبه ای‐شمارنده بˀعد مشͺلات بررسͬ به حال،
دارد. درپی نامطلوبی نتایج ولͬ ͬ رسد م نظر

١۶



٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

،(F شامل Rn از بسته مجموعه ی زیر کوچͺترین (یعنͬ: باشد F بستار دهنده ی نشان F̄ کنیم فرض :١٣ خاصیت
آنگاه

dimBF̄ = dimBF

dimBF̄ = dimBF∪k
i=۱Bi بسته مجموعه ی اگر باشد. δ شعاع به بسته گوی های از متناهͬ خانواده ͷی B۱, · · · , Bk کنیم فرض اثبات:

با ͬ پوشانند م را F که δ شعاع از بسته گوی های از تعداد کمترین بنابراین بود. نیزخواهد F̄ شامل آنگاه باشد، F شامل
� است. ثابت مسئله پس است. برابر ،F̄ بزرگتر مجموعه ی پوشاندن برای لازم تعداد کمترین

آنگاه باشد، Rn از باز ناحیه ی ͷی از چͽال مجموعه ی زیر ͷی F اگر که است این خاصیت، این از فوری نتیجه ͷی

dimBF = dimBF = n

بنابراین است، [۰,۱] بازه ی تمام F̄ آنگاه باشد، ١ و ٠ بین گویا اعداد از (شمارا) مجموعه ی F کنیم فرض مثال، برای
بˀعد اصلͬ خواص با که باشد ناصفر جعبه ای بˀعد دارای ͬ تواند م شمارا مجموعه ی بنابراین ،dimBF = dimBF = ۱

است. متناقض
است. dimB F = ۱

۲ با فشرده مجموعه ی ͷی F =
{
۰,۱, ۱۲ , ۱۳ , . . .

}
که دهید نشان :١۴ مثال

آنگاه ،|U | ≤ δ اگر باشد. ۱
k(k+۱) < δ < ۱

k(k−۱) در صادق صحیح عدد ͷی k و ۰ < δ < ۱
۲ کنیم فرض جواب:

k حداقل بنابراین . ۱
k−۱ − ۱

k = ۱
k(k−۱) > δ چون بپوشاند، را

{
۰,۱, ۱۲ , ۱۳ , . . . , ۱k

}
نقاط از ͬͺی حداکثر ͬ تواند م U

ͬ دهد م نتیجه Nδ(F ) ≥ k بنابراین است، لازم F پوشاندن برای δ قطر از مجموعه

logNδ(F )

− log δ
≥ log k

log k(k + ۱)
.dimBF ≥ ۱

۲ که ͬ دهد م نتیجه و k → ∞ بنابراین δ → ۰ کنیم فرض
F از نقطه (k−۱) حذف با آنگاه . ۱

k(k+۱) < δ < ۱
k(k−۱) که ͬ گیریم م نظر در را k ،۰ < δ < ۱

۲ اگر دیͽر، طرف از
،Nδ(F ) ≤ ۲k بنابراین ͬ پوشاند، م را [۰, ۱

K ] ، δ طول از بازه (k+۱) شوند، پوشیده ͬ توانند م دیͽر بازه (k−۱) با که
پس

logNδ(F )

− log δ
≤ log۲k

log k(k − ۱)
داریم: بنابراین ،dimBF ≤ ۱

۲ نتیجه در

۱
۲ ≤ dimBF ≤ dimBF ≤ ۱

۲ ⇒ dimB F =
۱
۲ .

�

تعدادی به را F ͬ توانیم م باشد. Rn مجموعه ی زیر F کنیم فرض یافته. تعمیم جعبه ای‐شمارنده ی بˀعدهای .۴ . ٣
بˀعدهای ایده این باشد، ممͺن بˀعد کوچͺترین دارای قطعه بزرگترین طوری که به کنیم تجزیه F۱, F۲, . . . قطعات از شمارا

:[١٠] ͬ کنیم م بیان زیر صورت به را یافته٢۵ تعمیم جعبه ای‐شمارنده ی

(١٧) dimMBF = Inf

{
Sup

i
dimBFi : F ⊆

∞∪
i=۱

Fi

}

25Modified Box-Counting Dimension
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

(١٨) dimMBF = Inf

{
Sup

i
dimBFi : F ⊆

∞∪
i=۱

Fi

}
و dimMBF ≤ dimBF که است واضح است.) F از {Fi} ممͺن شمارای پوش ها همه ی روی Inf حالت دو هر (در
زیر هر برای به علاوه، است. شمارا F اگر .dimMBF = dimMBF = ۰ که: داریم بنابراین ،dimMBF ≤ dimBF

داریم: Rn از F مجموعه ی

(١٩) ۰ ≤ dimH F ≤ dimMBF ≤ dimMBF ≤ dimBF ≤ n

عمل در اما ͬ کند. م برآورده را بˀعد ͷی از شده خواسته خواص همه ی dimMB و dimMB که دید ͬ توان م آسانͬ به
برابر منظور به فشرده، مجموعه های برای مفید رابطه ی ͷی چه، اگر است. مشͺل کاری dimMB و dimMB محاسبه ی

دارد. وجود جعبه ای و یافته تعمیم جعبه ای بˀعدهای بودن
که کنیم فرض و باشد، فشرده F ⊆ Rn کنیم فرض :١۵ خاصیت

(٢٠) dimB

(
F
∩

V
)
= dimB (F )

بˀعدهای برای مشابه نتیجه ی ͷی) dimMBF = dimBF آنگاه دارند، اشتراک F با که V باز مجموعه ی هر برای
دارد). وجود پایینͬ جعبه ای‐شمارنده ی

توپولوژی کتاب های در (که ٢٧ بئر ٢۶ رسته ی قضیه ی از نوع ͷی بسته. Fi هر با F ⊆
∪∞

i=۱ Fi کنیم فرض اثبات:
.F
∩
V ⊆ Fi طوری که به V ⊆ Rn باز مجموعه ی ͷی و i اندیس ͷی دارد وجود که ͬ کند م اثبات است) موجود عمومͬ

داریم: و ͬ کنیم م استفاده را ١٣ خاصیت و ١٨ رابطه ی .dimMBFi = dimB F ، i این برای

dimMBF = Inf

{
SupdimBFi : F ⊆

∞∪
i=۱

Fi where the fi are closed sets

}
≥ dimBF

� ͬ شود. م نتیجه پایینͬ بˀعدهای برای مشابه اثبات ͷی ͬ آید. م به دست ١٩ معادله از مخالف نامساوی
کانتور میانͬ سوم ͷی مجموعه ی مانند باشد، خود‐متشابه فشرده مجموعه ی ͷی F کنیم فرض کاربرد، ͷی برای
از مشابه هندسͬ کپی ͷی شامل F

∩
V آنگاه باشد دارد، اشتراک F با که باز مجموعه ی هر V اگر و̮نک͒چ. منحنͬ یا

که ͬ گیریم م نتیجه است. برقرار ٢٠ معادله که طوری به باشد. F با مساوی بالایی جعبه ای بˀعد دارای باید که است F
هستند. مساوی یافته تعمیم جعبه ای و جعبه ای بˀعدهای

فرکتالͬ چند توابع و مشتق پذیر هیچ جا نامنظم توابع .۴

نقطه ای هر در که ندارد دلیلͬ پیوسته تابع ͷی که است واضح مشتق پذیر. هیچ جا نامنظم توابع معرفͬ .١ . ۴
تابع هر که میرفت گمان گذشته قرن ͷی تا اما نیست)، مشتق پذیر x = ۰ در که f(x) = |x| (مانند باشد مشتق پذیر
برای نقض مثال ͷی وایرشتراس٢٨، مشتق پذیر هیچ جا و پیوسته تابع مثال است، مشتق پذیر نقطه ͷی در حداقل پیوسته،

[١۴] تابع کرد ساختاربندی وایرشتراس شد. عقیده این

(٢١) W (t) =
∞∑

k=۱
ak Cos(bkt) or W (t) =

∞∑
k=۱

ak Sin(bkt)

.[١٨] ab > ۱ و ۰ < a < ۱ < b که

26 Categury 27 Baire 28 Weierstrass
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

بیان نیست، مشتق پذیر هیچ جا ،b و a مقادیر از ͷی هر برای تابع این که مستقلͬ اثبات های دیͽران و وایرشتراس
.[١٨] داد نشان b و a مقادیر همه ی برای را مطلب این هاردی٢٩ بار، اولین برای ولͬ کردند.

که است کرده اثبات کولوانکر٣٠ اخیرا و ندارد صحیح مرتبه از مشتق هیچ جا وایرشتراس تابع که داشت توجه باید
منابع به ͬ توانید م کسری مشتقات با آشنایی و مطلب این مشاهد جهت ͬ باشد. م کسری مرتبه ی از مشتق دارای تابع این

کنید. رجوع [١٧ ،١۶ ،١۵ ،١۴]
است: وایرشتراس تابع از زیر شͺل بررسͬ ما هدف

(٢٢) Wλ(t) =

∞∑
k=۱

λ(s−۲)k Sin(λkt) λ > ۱ ۱ < s < ۲

.Wλ(۰) = ۰ که کنید توجه .a = λ(s−۲) و b = λ کرده ایم فرض که
به وسیله ی بار اولین آن، به مربوط ͬ های منحن و فرکتالͬ بˀعد .[١٠] است فرکتال ͷی که ͬ دهد م نشان تابع این شͺل
بˀعد ولͬ است[١٠] s وایرشتراس، تابع شͺل این جعبه ای بˀعد گرفت. قرار بررسͬ مورد اورسل٣٢[١٩] و بسیͺ͒ویچ٣١
که طوری به c ثابت ͷی دارد وجود که دادند نشان ویلیامز٣۴[٢٠] و مولدین٣٣ اما است، نامشخص هنوز آن هاسدورف

s− c

log λ
≤ dimH graph(f) ≤ s.

با که است واضح ͬ دهد. م نشان بˀعد، از مختلف مقادیر و λ از ثابت مقدار برای را وایرشتراس تابع شͺل های ،١٠ شͺل
میل صفحه کردن پر سمت به شͺل ͬ شود، م ͷنزدی ٢ به بˀعد مقدار وقتͬ ͬ شود، م بیشتر و بیشتر نامنظمͬ بˀعد، افزایش

ͬ کند. م
فعال سیستم ͷی از حدی مجموعه ی ͷی عنوان به وایرشتراس تابع

ͬ شوند. م ظاهر ،ͬͺدینامی سیستم های از کننده ها دفع و کننده ها جذب در مشتق پذیر، هیچ جا توابع
:[١٠] ͬ کنیم م بررسͬ را زیر صورت به شده داده h : R۲ → R۲ نگاشت

(٢٣) h(t, x) =
(
λt, λ۲−s(x− Sin(t))

)
داریم: آنگاه .۰ < s < ۲ و λ > ۱ که

(٢۴) h۲(t, x) = h
(
λt, λ۲−s(x− Sin(t))

)
(٢۵) =

(
λ۲t, λ۲−s

(
λ۲−s(x− Sin(t))− Sin(λt)

))
(٢۶) =

(
λ۲t, λ۲(۲−s)(x−

(
Sin(t) + λ۲−sSin(λt)

)
)
)

داریم: تکرار nامین در کار، این ادامه ی با بنابراین،

(٢٧) hn(t, x) =

(
λnt, λn(۲−s)

(
x−

n∑
k=۱

λ(۲−s)kSin(λkt)

))

است. ٢٣ معادله در h برای کننده ها دفع ͷی ٢٢ معادله وایرشتراس تابع شͺل که ͬ دهد م نشان این

29 Hardy 30 Kolwankar 31 Besicovitch 32 Ursell 33 Mauldin 34 Williams
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

زیادی مطالب کاربردهایشان، و فرکتال٣۵ͬ چند اندازه های مطالعه ی درباره ی فرکتالͬ. چند توابع معرفͬ .٢ . ۴
هستند ͬ ای طبیع اندازه هایی اندازه ها، این که است حقیقت این در اهمیت شان .[٢۴ ،٢٣ ،٢٢ ،٢١] است موجود

.[١٢ ،١١] میͽیرند قرار استفاده مورد زیادی ͬͺفیزی پدیده های تحلیل در که
بزرگترین کرد[١۴]: تعریف ͬ توان م نیز زیر صورت به را ،y در f تابع ͷی از α(y) هولدر نمای هولدر: نمای تعریف

در ͬ کند م صدق y از ͬͽهمسای هر برای که دارد وجود n مرتبه ی از Pn(x) جمله ای چند ͷی که طوری به است نمایی

|f(x)− Pn(x− y)| = O(|x− y|α).

s = ۱٫۹ (d) s = ۱٫۶ (c) s = ۱٫۳ (b) s = ۱٫۱ (a) و λ = ۱٫۵ برای وایرشتراس تابع :١٠ شͺل

نمای نقطه هر در که کرد ثابت توان مͬ و است، فرکتالͬ تابع ͷی وایرشتراس تابع که، است مشخص قبل بخش از
توابع توابع، این به که دارند، متفاوت هولدر نمای نقطه ای هر در که دارند وجود زیادی توابع ولͬ دارد، یͺسان هولدر
ͷی شود. استفاده ͬͺفیزی سیستم های در مختلفͬ پدیده های مدلبندی برای ͬ توانند م توابع این ͬ گوییم. م فرکتالͬ چند

است. شده داده نشان ١١ شͺل در فرکتالͬ چند توابع ͷی از متناوب رفتار
و (a)λ۱ = ۱٫۵−۰٫۵ λ۲ = ۱٫۵−۰٫۹ و µ۱ = µ۲ = ۱/۲ b۱ = ۰ b۲ = ۱/۲ مقادیر برای ١١ شͺل

است. شده رسم (b)λ۱ = ۱٫۵−۰٫۵ λ۲ = ۱٫۵−۰٫۱

است: زیر تابعکͬ معادله ی از F (x) جواب ͷی تابع، این ͬ کنیم. م بحث تابع ͷی عنوان به ویژه ای مثال روی اکنون،

(٢٨) F (x) =

d∑
i=۱

λiF
(
S−۱
i (x)

)
+ g(x) x ∈ R

هر g و حقیقͬ اعداد λiها هستند، حقیقͬ) biهای و |µi| < ۱ (با Si(x) = µix+ bi نوع از آفین تبدیلات Si(x)ها که
ͬ شوند). م میرا سریع مشتقاتش و g که است (فرض است مسطح کافͬ اندازه ی به تابع

35 Multifractal
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه کسری، بˀعدهای و فرکتال ها معرفͬ

:(٢٨ معادله (در این که فرض با

(۰ < α < β < ۱) λ۲ = ۳−β λ۱ = ۳−α b۲ =
۲
۳ b۱ = ۰ µ۱ = µ۲ =

۱
۳ d = ۲

و

g(x) =

{
Sin(۲πx) x ∈ [۰,۱]

۰ otherwise

با [٢۵] جافارد به وسیله ی تفصیل به تابع این است. شده رسم ١١ شͺل در بالا، در شده داده مقادیر با F (x) شͺل
شده انتخاب پارامترهای با ٢٨ معادله ی که است شده داده نشان آنجا، است، شده بررسͬ موجͷ ها، تبدیلات از استفاده
g مانند یا است [α, β] بازه ی در هولدر نمای دارای یا F (x) نقطه هر در علاوه براین، است. یͺتا جواب دارای بالا، در

است. مسطح

شده مشخص مقادیر برای F (x) تابع شͺل :١١ شͺل

در نقطه ͷی به ͬ گیرند، م را ٢ یا ١ مقادیر ik که Si۱(۰) Si۲Si۱(۰) . . . Sin . . . Si۱(۰) . . . نقاط از دنباله ͷی
تناظر ͷی شده، انتخاب بالا در که µi مقادیر برای و کانتور)، مجموعه ی از نقطه ͷی به حقیقت (در ͬ کند م میل [۰,۱]
است شده داده زیر صورت به جافارد به وسیله ٢٨ تابعکͬ معادله ی جواب دارد. وجود حدها و دنباله ها بین ͷی به ͷی

:[٢۵]

(٢٩) F (x) =

∞∑
n=۰

۲∑
i۱,ldots,in=۱

λi۱ · · ·λing(S
−۱
in

· · ·S−۱
i۱

(x)).
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٢٣–١ (١٣٩۶) ١ شماره ،٢ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه دلخوش، مهدی

[٢۵] جافارد ͬ شود. م تبدیل تنها عبارت ͷی به ٢٩ معادله در داخلͬ مجموعه ی بالا، پارامترهای انتخاب با که کنید توجه
هست: y ∈ [۰,۱] در هولدر نمای که داد نشان

h(y) = lim inf
n→∞

log
(
λi۱(y) . . . λin(y)

)
log
(
µi۱(y) . . . µin(y)

) .
است واضح .(Si۱(y) . . . Sin(y) → y (یعنͬ است y نقطه ی ͷی به وابسته اعداد از دنباله ͷی {i۱(y), . . . , in(y)} که
مسطح دیͽر نقاط در و h(x) ∈ [α, β] دارای کانتور مجموعه ی نقاط در F (x) تابع .hmax = β و hmin = α که

است. (g مسطحͬ (همانند
ͬ کنیم: م بررسͬ را فرکتالͬ چند توابع از ͷکلاسی مثال ͷی حال،

R(x) =

∞∑
n=۱

۱
n۲Sin(πn

۲x)

هاردی ͬ شود. م بیشتر خیلͬ دیͽر نقطه ی به نقطه ͷی از تابع این نظم که داد نشان او شد. پیشنهاد ریمان توسط تابع این
۲p+ ۱

۲q +۱ شͺل به نتواند x۰ یا گنگ x۰ اگر نیست، مشتق پذیر x۰ در R(x) که کردند اثبات [٢٧] لیتلوود٣٧ و ٣۶

گرور٣٨ است. ۳
۴ مساوی یا کمتر نقاط این در هولدر نمای که دادند نشان آنها حقیقت در شود، نوشته p, q ∈ N که

کرد. ثابت شوند، نوشته (p, q ∈ N) ۲p + ۱
۲q + ۱ صورت به ͬ توانند م که نقاطͬ در را R(x) مشتق پذیری [٢٨]

:[٢۶] هست R(x) بˀعد که است داده نشان اخیرا جافارد

d(α) =


۴α− ۲ α ∈ [۱/۲,۳/۴]

۰ α = ۳/۲
−∞ otherwise

ͬ باشد. م است، α هولدر نمای که مجموعه ای هاسدورف بˀعد d(α) که
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